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積分幾何学について (4)

腰塚武志

2.11 応用例 3

前節の結果を応用してランダムな直線が短形の領域を

よぎるとき，直線のこの領域内での長さの期待値と分散

を求めてみよう.これが現実に問題とされた例として文

献 [16J をあげることができる.もっともこの文献の中

ではわれわれの言う「ランダムな直線」について算出さ

れているわけで、はない.

σ 

図 2.42

いま図2.42のように長辺，短辺の長さがそれぞれ a， b 

の短形を考え，これをよぎるランダムな直線の短形内で

の長さを 1 とする.すると I の期待値 E(l) は (2.33)式

からすぐつぎのように求められる.

E(l)=πab/2(a+b) (2.49) 

つぎに分散を得るためにはの 2 次モーメントを求

めなければならない.領域が円の場合は直接求めるほう

が簡単だが，矩形の場合には前節の Crofton の第 3 定

理を応用する.すなわち式 (2.48)において n= ー l とお

くと

j川市九=J l' (2.50) 

となり，上式の右辺のかわりに左辺を求めてもよいこと

がわかる.

そこでどうせ(2.50) の左辺の積分を計算するのなら，

他にも応用できるように短形内の互いに独立で一様にラ

ンダムな 2 つの点について，その 2 点、間の距離の確率密

度関数を求めておこう.求め方はいくつか考えられるが

文献 [17J によるつぎの方法がもっとも計算しやすいも
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図2.43のように 2 点を九， P2 とし，その座擦をそれぞ

れ(XI> 仇)， (x" Y2) とする.すると Xh X2 は区間 (0， a) 

で互いに独立な一様分布にしたがっていると考えられ，

Y1> Y2 は区間 (O ， b) で同様に考えられる.そこで

X=lx1-x2I, Y=I仇-Y21

とおくと，これらの確率密度関数 f(X) ， f(Y)はよく知

られているようにつぎのようになる.

_2(a-X) 
f(X) 一♂ー O<X<a

_2(b-Y) 
f(Y)一手一 O<Y<b 

X と Yは独立と考えられるから X と Yの同次分布は

上の 2 つの関数の積として以下のようにあらわされる.

_ 4(a-X) (b-Y) 
f(X, Y) 一一一長b2一 一

ただし OくX<a， O<Yくb

ここで 2 点 P1> P2 の聞の距離を f とすると

r= 、ぽ年Y2

であり，さらに 0 を

8=tan-1( Y/X) 

として (X， Y) を (r， 8) の極座標に変換する.

すると X=r cos 8, Y=r sin 8, 

[dX, dY]=r[dr , d8J 

(2.51) 

となるから (2.51 )より T と 0 の向次分布はつぎのように

なる.

f(r ,8)= 4:仁 (a-r cos 8) (b-r sin 8) 
G孟O.
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=表.(ab-ar sin 8-br cos 8+子in 28) 

よってこれを O に関して積分すれば f の周辺分布，すな

わち求めたし、 r の確率密度関数が得られることになる.

0 の積分の範囲は f によって異なるので，まず上式を形

式的に 81 から 8，まで積分しておく.

f(f)=j;f叩0

=会.{ab(8，一角)+ar(c叫一cos 81) 

一州町82-mO1)-7(cos 杭-COS28rl} 

y 
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図 2.44

そして図2.44から明らかなように O の範囲は f の大き

さによってつぎの 3 つの場合にわけられる.

。<r三二 b のとき 81=0, 82 =π/2 

b~r~三a のとき 81 =0 , 02=sin-1 (b/r) 

a三三r< 、/三五平7}i.のとき 01 =COS-1 (ajr) , 8, =sin-1 (bfr) 

以上から計算して整理すると f(r) はつぎのように求め

られる.

O<r~二 b のとき

f(r)=ネ{均一仰+b)r 十川}

b~r三二a のとき

f(r)=剥2ab si斗川河 2ar一叫

a三三 r< .，!(i2平面z のとき

f(市剥2ab(sin-I手-cos- 1-?)

+2a戸川日一(r2 +a'叫 0.6 

(2.52) 

この関数は r=a， r=b において連続でなめらかであ

る.これは微分するとすぐわかる.

この (2.52) をもとに r- 1 の期待値を計算すると，簡単

ではないが結果は以下のようになる.

E(r-1)=J r-ヅ(r)dr

2 r 1 =一~， J~(a8+b3) 一一 (a'+b')8/'
a'b'l3 
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b+ 、/ぷ干吾 a+ 、/ムE千吾2(
+a'b log 一一 +ab' log=-'-v _':'=' v 

a 0 

ところで r- 1 と 12 の期待値は式 (2.50) との関連で

E(r- 1 )=Jr-明dP2/JdP，向

E(μlμ恥2

とあらわされる.そして

JdP1dP2=仰， JdG=2(叫)

だから (2.50)式は期待値を用いて

a2bz E(r-1) =2(a+b)E(lZ) 

とあらわすことができ ， E(l') はつぎのようになる.

E(l') = 一空中 E(r'-I) 
2(a+b) 

以上と (2.49)からの期待値 E(l) と分散 V(l) はつ

ぎのようにあらわされる.

E(l)= ~，7é些-
2(a+b) 

r 1 V(l)= 一一一L{~(a3+b3) 一τ (a2 +b2 )3/2a+b l3 ,.. ,-, 3 

←b十、/長平吾 a+ 、/ぷ平7}i. l
十a'b 10耳 +ab'log" , 

a 0 

hZJ (2.53) 

ここで b=ca (O<c豆 1) とおき

log(c+ 、!c2+ 1) =sinh- 1 c と表示すれば (2.53) は

E(l)= πc 
2(1+c) 

r 1 r 1 V(l)=1 ーベ~~-(1+c3) ー (1 十 C2 )3/'+Csinh-1 c 
11+c l 3 

+c' sinh-~i-~ o.，~~ , i2 la' (2.54) 
J l 2 (1十 c) J J 

と表現できる.そこで(2.54)において a=l とし c の

値による E(l)， V (l) の値のグラフを|苅2.45，図2.46に

示す.

E(l) 

0.2 

0.2 0.4 0.6 

図 2.45
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2.12 応用例 4

この節で述べることは筆者がOR学会の研究発表会で

発表したもの(文献 [18J) の一部である.ここでは背景

にある現実の問題等は略し，純粋に幾何確率の問題とし

て述べようと思う.

図 2.47

まずこの節で用いる特殊な用語をつぎのように規定し

ておく.図2.47のようにある領域に格子状の網をかけ，

それでて、きた小さな 1 つの領域を「メッシュ J といい，

網のほうを「メツ、ンュの境界線J または単に「境界線」

という.またメッシュの集合の端となる境界線を「メッ

シュ全体の境界線j または単に「全体の境界線」といい，

これに閉まれた内部を「対象領域」ということにする.

ただし前回のはじめに述べたように領域は開領域を意味

するものとする.

ここではこの対象領域を短形とし，これをよぎるラン

ダムな直線を考え，この直線がよぎるメッシュ(図2.47

1976 年 12 月号

の斜線で示された部分)の個数について，その期待値，

分散さらには確率分布を導出してみよう.

そこでこの節での基礎となる関係式を導いておく.い

ま直線とメッシュの境界線との交点数を k， 直線がよぎ

るメッシュの個数をmとする. 1 つのメッシュに着目す

るとこのメッシュを直線がよぎる場合，境界線に 2 つの

交点ができる.そこでメッシュごとに交点を数えていく

と，普通の交点は隣接するメツ、ンュで 2 度数えられ，全

体の境界線上にある 2 つの交点のみが一度だけ数えられ

る.したがって

2m=2(k-2) +2 

が成り立つからこれを整理して以下の式が得られる.

m=k-1 (2.55) 

ところで対象領域をよぎる直線の中には，かならずし

も (2.55)が成り立たないものが存在する.境界線と一致

する直線がその 1 つで、ある.さらに境界線同士の交点を

通る直線については k の数え方により (2.55)が成り立

たない場合も起こりうる.しかしこれらの直線は 2.4 節

でみてきたように測度が 0 である.そこで対象領域をよ

ぎる直線に関しては，ほとんどいたるところ (2.55)が成

り立つ.

これによってランダムな直線がよぎるメツ、ンュの個数

についての問題は，ランダムな直線とメッシュの境界線

との交点数についての問題として考えることが可能にな

ったわけである.

(i) 期待値

函 2.48

いま図2.48のように対象領域の横の長さを a， 縦の長

さを b とし，それらがそれぞれ町個，的個の区間に分

割されているものとする.すなわちメッシュの個数は全

体で川町個である.ただしいまのところ分割jの仕方

は等間隔でなくてもよいことにしておく.

このとき対象領域は凸で，対象領域の境界すなわちメ

ッシュ全体の境界線の長さは 2(a+b) となり，すべての

境界線の長さは (n，+l)a+ (nr+ l)b となる. そこでこ

の境界線と直線との交点数を前述のように h であらわす

と ， k の期待値 E(k)は 2.5節(ii) の (2.20)からつぎのよ
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うに求められる.

_ fkdG _ 2{(n'+l)a+(nt+l)b} 
E(k) 一一一一一

fdG 2(a+b) 

_n2a+n,b 
一一"'-r:- ';'v+ 1 (2.56) 
a+o 

よって (2.55)式からランダムな直線がよぎるメッシュ

の個数mの期待値 E(m)はつぎのようになる.

ー +n， bE(m)=E(k) ー 1=-'~;士一一-i"'V (2.57) 
a+b 

ここでも L n， =n2=却のときは

E(m) =n (2.58) 

と簡潔できれいな結果が得られる.これは a*b で，し

かも図2.48のようにメッシュの大きさがまちまちであっ

ても成り立つことは興味深い.

さらに図2.48の境界線のある部分が欠けている場合で

も，すべてのメッシュが凸であれば容易に E(m)が算出

できることはこれまでの議論で明らかであろう.実はこ

の場合が現実的な問題として最初に解かれたものなので

ある.

(ii) 分散

直線がよぎるメツ、ンュの個数mと，直線とメッシュの

境界線との交点数 k の分散をそれぞれV(m) ， V(k) とす

れば (2.55) から

V(m)=V(k) (2.59) 

が成り立つ.そこで、V(m)を得るためにはV(k)が求めら

れればよいことがわかる.

V(k)を求める場合，直線がし、ちいち何本の境界線と交

わるかを考えて確率分布を導き，それによって分散を算

出できないわけではない.しかしこの方法では議論の展

開が冗漫になるばかりでなく計算にも手数がかかる.こ

の確率分布から求める正攻法がやっかいなのは，直線が

ある境界線に交わる事象と他の境界線に交わる事象とを

分けるのがむずかしいからである.このような場合には

からめ手の方法ともいうべき Fréchet の公式を用いる

のが得策である.

この公式についてくわしくは文献 [19J を参照してい

ただきたいが，これはつぎのようにあらわされる.

μj=j! Nj (2.60) 

ただし的=E{k(kー 1) ー(晶一j+1)}

(j次の階乗モ{メント)

Nj= L: P(Ai , nAi, n …nAd 
tl<t2く・・・く ij 晶 画 J 

jNj については包除原理を思い浮かべていただき\

l たい. A"A2' … ， Ap は P 個 (ρ>j)のかならずし l

lも独立で、なく，また排反でもない事象

ここで (2.60) において j=1 とおくと

μ，=N" 内=E(k)

714 

が得られる.この問題での N， を言葉で表現するならつ

ぎのようになる.メッシュの境界線の中から1:本を取り

出し本ごとに直線がそれをよぎる確率(他の境界線

をよぎるかどうかについては考えなくてよし、)を算出す

る.そして，この確率を境界線すべてについて加え合せ

ると，これが N1 である.前述の期待値の計算における

fkdG/fdG がこの N1 にあたることは Crofton の公式

(2.14) の導出における議論を考えればわかることであろ

う.

つぎに j=2 とおくと (2.60) は

μ戸2N2 ，

f.l2=E{k(kー 1)}=E(k2)-E(k)

したがって V(k) は以下のようになる.

V(k) =E(k2) -{E(k)}2 

=2N.+E(k) ー {E(k) }2 (2.61) 

E(k) は (2.56) でわかっているので N2 が得られれば

V(k) は求められることになる.

ここでの N2 を言葉であらわすとつぎのようになる.

メッシュの境界線のうちから 2 本の組合せを取り出し，

その 2 本を直線がよぎる確率(当該の 2 本以外について

は考えなし、)を計算する . N2とはこの確率をすべての組

合せについて加え合せたものである . 2 本の組合せば境

界線が互いに平行な場合と，互いに直交する場合の 2 つ

にわけで考えることができる.そこで N2 を Np と No

にわけで Np は平行な場合を， No は直交する場合をあ

らわすものとする.

N2=Np+No (2.62) 

前の図2.48の場合にもNp， No はこれから述べる方法

と同じように計算可能であるが，いたずらに煩雑になる

のを避け，ここでは I メッシュを縦横の長さがそれぞれ

1 の正方形とし，このメッシュが全体で縦横 n個ずつ計

が個あるものとして考えていこう.すると ( i )での a，

b, nt. n2はすべて却に等しくなる.そして対象領域をよ

ぎる直線の集合の測度は全体の境界線の長さに等しし、か

ら 4n となる.

ー・ラF
匹、，

川、与, I 、、/
』、 r• ，、/

II \ ・
• I 一、、

¥ I 〆〆、、、
、 l 〆、、

~ 一ー〆、

、一ー
-- n 一一一一

図 2.49

まずNp の計算からはじめよう.図2.49のように距離

が i 離れた互いに平行な境界線について考える.この 2
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本の境界線を同時によぎる直線の演u度は (2.21) から

2( ~n2+i2-i) 

とあらわされる.そこでこれを全体の測度 4n で、割れば

l つの組合ぜの確率が求められたことになる.この場合

のメッシュの構成では図2.49において横の平行な組合せ

すべてにわたって確率を加え合せると，これは縦の平行

な組合せすべてにわたって加え合せたものと等しくな

る‘そこで、横の組合せについて計算L たものを 2 倍すれ

ばよい.したがって Np は以下のようになる.
勺 n

Np=泌(n-i+l) ・ 2( 内2+i2 -i)

=~i: (n-i+ 1) 内2+i2 -:_(n+ 1) (n+8) 
u i=O 0 

一/ 、、 、、

/ 、、 、、 、、
/ 

、、 、、/ 
、、/ 

ノ F田園
¥ -、、-、-、-

ノ
/ 

ノ
¥ 

/ ¥ 
/ 
/ 1 

¥ / 

/ ¥ 
，〆

¥ / 
/ ¥ / 

、&こ
/ 

図 2.50

つぎに No を計算しよう.ここで閃2.50のように対象

領域に対して境界線ごとに O から n までの座標を与え，

座標(i ， j) て、交わっている 2 つの境界線について考える.

この 2 本の境界線をよぎる直線の混1)度は (2.31 )からつぎ

のようにあらわされる.

4n-{ ~i2+J2十州干而ヲ戸+ゾ(，ド1)2+1'

+~而二訂有高二万2)

そこでこれを全体の測度初で割り，交点に着目して

加え合せると No は以下のようになる.
n n 

No=土 L; L; [4nー{、li2 + j'十、li2 + (n-j)2 
守" i=O j=O 

+イ而エ可ヰ]2+ゾ示二司王干(n"":'J)2)] 
n n 

=+L; L; (4n-4~i2+j') 
今n i=O }=o 

1 n n 
=(n十 1)2ーム L; L; ~i2+j' 

" i=O j=O 

よって N2 は (2.62) から Np と No を加えて

机=(1+す)~/1l2二千件;zy叫i2ー

1 n n 
t(州)(叩)十(舟十 ly-lz zd刊2 (2.63) 

Tl i=O jとO

となる.ところで (2.56)からこの場合引=的=n なので

E(k)=河十 l である.よってこれと (2.63) を (2.61) に代

入すれば V(晶)が求められ， (2.59)から分散 V(m) は以

1976 年 12 月号

下のように導かれる.

V(1←3(がー 1) +2(1 十 }J~/山2
~ n 可

-~L; i ~n2十 i己三t t~i2 十j' (2.64) 
" i=O fl i=o j=O 

ヒょたを n=1 から 10まで計算した結果を友2.2に示寸.

表 2.2

n V(m) 

。

2 0.5858 

3 1. 6317 

4 3.1126 

5 5.0232 

6 7.3614 

7 10. 1265 

8 13.3182 

9 16.9361 

10 20.9801 

この式は少々見当をつけづらいので式中の級数の近似式

を Eu!er-Maclaurin の公式によって ， n の 1 次の項ま

で求める.すると

n.2 、12 十 c ^ .十、12
Z。、/n2+z~2n2+ 言 n

免 2= 、/ 2 ー L ， ';2 L; i ~n2+i2~ ・ 3 'n2十三Tn

凡 η 
.2 V/2+c l 十、/亙十c

L;L; 、li2+j'~ 内耳2+ τ --n 
t::cO )=0 .J L. 

ただし c=!og (1+ 、12)

となる.これらを (2.64)に代入して n の l 次の項までと

ると n の l 次の項は消えて

V(m)~~-3 _v)~+J手町むが (2 削

(~~3~2主幹+~2)キ0.212911)
となる 最後にもう少し近似の程度のよいものを記す.

円前)~~ゴ仔十字~:t ~2)n2 

3-2 ~2 +2 log( 1 +、12) , 77 、12-/1 \
6 ' %0 ¥nJ 

(2.66) 

(iii) 確率分布

前にもふれたが直線がよぎるメッシュの個数聞の確率

分布 P(m) も求められないわけではない.これには今ま

でと同じように(2.21) ， (2.55)が重要な役割を演ずるわ

けなのだが，紙面の関係もあるのでその結果だけを以下

に示す.ただしメッシュの構成は (ìì) と同じように l メ
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図 2.51

10 

ッシュを 1 辺の長さ l の IE方形とし，

つあるものとする.

これが縦横 n 個ず P(m) =P(n+r) 

1 <;'m<n のとき

P(m) =1_'~'{2 v'i2+ (m-i)'-v'i2+ (m-i-l)2 
Tl i=o 

-v' (i十 1)'+(仇-i)2 } 

1 n-l 

P(n) = 、/n2+l-n+-!:-L: {2 v'i'+ (n-i)2 
n i=o 

- v'fi干両三i=-1)2 ゾ (l平丁)与 rn--:斗戸1

11 く悦三二 2nー!のとき

f(x) 

1.4 

11 

10 

0.8 一円

0.6 

0.4 

0.2 
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m= 1I十 r (0 三三 1.-:三河ー 1) として

0.5 

図 2.52

1.5 

=F77・{v'刈円1) 2十イ函1戸1)言

-2 、/が斗J・i}

1 n-l 一 一一一 一一一一
+ーl_L: {2 、/ぷ十 (n+r-i)2- v'i2+(n+r-i-l)2 

,,, t=γ 

-v'(i+ lj2+(n+r-i)2} (2.67) 

これを n=I~10 について図示すると図2.51 のように

なる.この確率分布から期待値と分散を求められないわ

けではないが， (i) と (ii) で、述べたものよりはるかに計

算が煩雑になる.

1.0 

ここで前の分散のときと同じよう

に確率分布の式中にある級数を近似

して， (2.67)の n- I のオーダーの近

似式を求める.するとこれはつぎの

ようになる . (ただし ， P(I) , P(2) 

は近似ではなく頁の値である. ) 

P(I)=す (2ーv' 2 ) 

i P(2)=す伽2 v'2 -2 v'5) 

3 三三 m<n のとき

1 (. v 2 _',', _. . ¥ P(m)~-'--{1 一 ζsinh-1 l ) 
n\ L ノ

1 (3ず2\( P(1I) ~J..(_:__ ~~zsinh-l1 ) 
11¥2 2 

n<m<;'2n-l のとき

m=n十f として
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~ 1 ;(n-r) (2が十戸)
P(n十 1')

(が十〆) 3/2 

、/-2 . ,--, 11- 1') 
ー smn-' 一一τ~rJ :2 11 十 Tη

(た悶叫だ札し 吋
sinh-1 1 =log( 1 十、ゾ/2)と -t る.

(2.68) 

この式の近似の程度は 11=4 のときすでに相対誤芳一

が 1%以下である.

さらに .'E=m/lI 

とおし、て n→∞としたときの極限の連続分布を求める

と，確率密度関数 f(x) は以下のようになり，これを|立l

示すると同2.52のようになる.

ü<xく!のとき

、/2
f(Z)=l-E sinh-11 

3 .; 2 f(1)= 三一一sinh- 1 l
2 2 

l<x<2 のとき

一 (2-x) {2 十(♂ー 1)2} .;'2 ・ 1-. _1 2 -X
f(x) 一 一一一一一 sinh 

{1+(x-l)2}"/2 2 

(2.69) 

結局 f(x) は x==1 で特呉点を有することになり， f: 

1976 年 12 月号

式から除いてもよいのだが極限の分布なのでそのまま入

れておくことにする.そして z の期待値と分散を (2.69)

から積分して求めると

E(x)=1 

4-3.;'2 十 sinh- 1 1 
V(Z)=3  

となり， (i) , (ii) で得られた結果ーから導かれるものと

一致するつづく)
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