
口解説仁

積分幾何学について (3)

腰塚

2.6 Crofton の第 1 定理

これから Croftonによって導出された定理をいくつか

述べていくが，定理につけた番号は使究的なもので一般

的なものではないことをおことわりしておく.

前[口iでは (2.1 7)の導出の際「凸閉曲線と交わる i直線」

という表現を用いた.ここでは凸閉曲線に閉まれた開領

域を単に凸領域とよぶことにして， r凸領域をよぎる i直

線J という表現を用いる.このとき 1''1閉曲線を凸領域の

境界とよぶ.そこで「凸閉曲線と交わる直線」の集合を

X, r凸領域をよぎる直線jの集合を X' とすると， Xコ X'

で ， X-X' は凸閉曲線と接する直線の集合となり，この

測度は O である.したがって X と X' の測度は等しいの

で以上の 2 つの表現を問題によって適宜使い分けていく

つもりである.

さて第 l 定理は 2 つの凸領域をともによぎる直線の集

合の測度に関するものである.

いま凶 2.28のように 2 つの ~11領域 C" C2 があって，

C" C2 の境界にともに接する接線が接点 A ， B, C, D, 

E , F , G , H を用いてそれぞれ AB， CD , EF , GH , 

とあらわされるものとする.そして EF ， GH の交点を

O とし， 1円閉 l曲線 OEACGO， OHBDFO に閉まれた凸

領域をそれぞれれ， 1三とする.また C" C2 をともに含

む最小凸領域(最小凸被覆)を C12 とすると，これは|文lに

おいて凸閉曲線 ABDCA に囲まれた凸領域をあらわす.

すると C12をよぎる直線はかならず r1 と九のどちらか

図 2.28
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一方かまたは両方をよぎる.ただし Oを通って線分AB，

CD に交わる直線は例外だが，測度が 0 なので測度の計

算では除いて考える.

ここで凸領域 F の境界の長さを L( r) であらわすもの

とすれば，前rQI の (2.1 7)から 1" をよぎる l直線の集合の狽IJ

度は L( r) となる. よって L(r1 l は r1 のみをよぎる測

度と r" ['2 をともによぎる狽IJ度を加えたものであるし，

L( 九)も 1" 1 と九を入れ換えて同様に述べることができ

る.そこで r"r2 をともによぎる直線の集合を G12 とす

ればその測度は包除関係から以下のように求められる.

m(G12 l=L(r1 l 十 L(r2 l-L(C12l (2.27) 

ところで凶2.28から明らかなように 1\ と 1'2 をともに

よぎる直線は必ず C" C2をともによぎる.逆に C" C2を

ともによぎる l直線はかならずれ，1' 2 をともによぎる.し

たがって G12 は C"C2 をともによぎる直線の集合でもあ

る.そこで L(r1 l+L(r2 l を L(C"C2 l とおいてこれと

L(C12 l を凶2.28の長さであらわしてみよう.ただし線分
,....\ 

AB の長さを AB で，弧 BC の長さを BC で表示する.
〆'町、、〆-、、〆'町、，.....、、

L(~， ~l=AE+EF+FD+DB+BH十日G
〆-\〆-、、

+GC十CA
〆-、、/""、

L(C12l=AB+BD+DC+CA 

Crofton の表現では(文献 [1] 1 この L(C"C2 l を C1 と C2
のまわりを通るエンドレスパンド (endless band 1 の内

で引と C2 の間で交差するほうの長さとし ， L(C12 lは交

差しなし、ほうの長さとしている L を使う表記法は違う

がこの表現は直観に訴え，記憶するにも大変便利なもの

である.つまり C1 と C2 をともによぎる i白線の集合の測

度は上述の 2 つのエンドレスパンドの長さの差としてつ

ぎのようにあらわされる.

m(G12l=L(C"C2l-L(C12) (2.28) 

以上の議論で凶2.28において接点とした A， 一 ， H は

短形の角のような点でもよいことがわかるであろう.

もし C1 と C，が交わっているとすると，交差するエン

ドレスパンドを通すことができない.ところが C12 を前

と同じに考えると ， (~12 をよぎる直線は Iま:12.29 から明ら
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C, 

図 2.29

かなように C1 か C2 のどちらか一方かまたは阿方をよぎ

る.凶2.28において1"1 と1"2 が考えられたのは C12 をよ

ぎる直線のうちで C1 と C2 を両方ともよぎらない直線が

存在したからである.そこで (2.27)において1"/， 1" 2 を

それぞれ C/， C2 と置き換えればQ と C2 が交わっている

ときの測度が以下のように求められる.

m(GI2)=L(Cl)+L(C2)-L(CI2) (2.29) 

Crofton の第 1 定理とは以上の (2.28) と (2.29)を併せて

きすものとする.

気づかれた方もいると思うが，前lR!の 2.5 のけii) の 2

つの線分をともによぎる直線の測度(2.21 )は実は (2.28)

の特別な場合である.これは C/， C2 を線分とすれば明ら

かであろう • (2.21)式の場合四辺形ABCDは凸である

図 2.30
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という前提があった.ところが凸でなくても (2.28)から

算出が可能である.凶2.30で‘前!日l のように線分AB ， C 

D , BC , AD , AC , BDの長さをそれぞれム， Lz, 

L3， L"L;， んとする.すると (2.28)から線分AB ， CD  

をともによぎる庶線の集合の測度はつぎのようになる.

m(GI2 )=L2十 L， +Ll+Ll+L，ー (L2+L3+ LG)

=2Ll+L,+ L ,-(La+L6) (2.30) 

さらに 2 つの線分が交わっているときは， 1当2.31 の右

4--

D 

図 2.31
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側のl却の細長い短形に (2.29)を適用しその極限を考え

る.すると 2 つの線分AB ， CDをともによぎる測度は

つぎのようになる.

m(GI2 )=2(L1 十 L2 ) ー (La+ L，+ L，+ L，) (2.31) 

ただし Li は前と同じである.

さて 12.30) ， (2.31)式の導出は定理(2.28) ， (2.29) の

簡単な応用であった.しかしこの定理はもっと複雑な問

題に応用が可能で，それにはのちほどふれることにする.

2.7 Crofton の第 2 定理

この定理にはつぎのような積分が必要なのでこれにつ

いてまず述べることにする.

いま 1''1領域 Cがあってこれをよぎる直線のこの領域内

での長さを l とし，紛 J ldG につして考える すると
J は p， 8 の関数としてあらわされ， [刻 2.32 のように原

点王どこの領域の内部にとるとこの積分はつぎのようにな

る.
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図 2.32 l(p ， 8 π ) Jp 

ところでCの商積を S とすると， [刈から明らかなように

上式の括弧の中は Sに等しい.そこで次式が得られる.

jω=πS (2.32) 

前々|口f( 1 )のはじめに述べた J の期待値 E(l)はこれを用

いたもので， C の境界の長さを L とするとつぎのように

求められる.

IldG 
E(l)=主 =ZI(2.33)

IdG 

さて本題にもどろう.これから述べる定理は凸領域を

よぎる 2 本の直線の交点に関するものである.

いま l町領域 C とこれをよぎる l直線の}(;Jg" g， があるも

のとする • gl と g2 はこの領域内で交わる場合と外で交

わる場合があるが，最初にCの内部て、交わる場合の!在線

の対の集合の訓Jj度について考えてみよう.関2.33のよう
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g, 

図 2.33 g, 

に g， をまず固定し g， の C 内での長さを t とする.する

と，この長さ i の線分をよぎる!直線はかならず C をよぎ

る.そこでこの線分をよぎる直線の測度は前|口l の (2.15)

から 2 1 だから，これと (2.32) から C 内で交わる測度は

つぎのようになる.

ÎdG尚=Î2同二2"S (2.34) 
JleoG 

ただし Pは g，とめの交点をどちらわす.

全体の測度はいうまでもな:く

\dG,dG2=\dG, \dG2=L己 (2 お)

だから Cの外で交わる測度は V-2rrS となる.またCを

よぎるランダムな 2 直線についてその交点がC内にある

確率 Pc はつぎのように求められる.

Pu=2πS/L己 (2.36)

したがって Cが半径 f の円のとき，この縫ネl 土

Pc=2π(刑判/(2πr)2= 1/2 

となる.

図 2.34

つぎにCの外部で、交わる場介に、ついて考えてみよう.

凶2.34のように Cの外部に凸領域 C' をとり， C と U を

ともによぎる直線g， を主ず固定する.そして g，と C' の

iえ界との交点を凶のように A ， B とする. g，と&がC の

内部で、交わるときは ， g2はCと線分ABをともによぎら

なければならない.そこで定理(2.28)を用いて C と AB

をともによぎる直線の集合の視IJ度を求める.領域 U が

微少であれば 2 つのエンドレスパンドと C との接点は

図2.35のように F ， Hでほとんど一致しているとみな

せる.それにFB と FA，またHB と HA，はほとんど

平行であるとみなせる.そこでAから FBに垂線をおろ

してその足を E ， AからHBに垂線をおろしてその足を
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図 2.35

D とする.すると求めたい測度であるエンドレスパンド

の長さの差は以下のようにあらわされる.

\dG2 =川一 (BE+BD)
l'巳c'

さらに AB の長さを l， )泉\点から ABを含む直線 g，にお

ろした垂線の角度を f}， FB , HB におろした垂線の角

度合それぞれ f}" O2 とすれば， ζABE=f} -O" どABDニ

O2 -0 となる.よって BE=AB COS( f}-f},), BD=AB COS 

(f}， --O)だから L:式の右辺はさらにつぎのようにあらわさ

れる.

1 (2--cos(0一角 )-COS(02- 0 ))

そこでこれを各&について積分すれば求めたし、測度が

件られるわけで、ある . 1 についてはこの微少内領域C の

商積をムQ とすると

(均二ム。

となる.またi直線 g，の角度。については(:'が微少であ

ることから 0， 三0 ::;，のとみなせるから，この範聞で約分

すればよい.

したがって&と g2が U 内で、交わる場合， すなわち女

}}，l， P が C'I勾にある場合の測度はつぎのように求められ

る.

¥ dG，d仏
l'己C'

=J 1{2-cos(O-O，) ー叫1J2 -O))dG，

=ム4;:{2一川トOtl ーωs(02- 0 ))dll

=ム Q{2( f}2- f}，)-2 sin(仇 -f}，))

そこで ω=02一角とおき， この微少領域主どどんどん小さ

くしていって凶2.36のように点Q とすれば， Q における

{JIIJ度の宿度は上式の結果を微少領域の面積ムQで割って

2( 川 -sin(，υ) となる.そこでQの度擦を (X， y) とし ， dQ= 

O( X fl 

図 2.36
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[dx, d叫とすれば上の結果と (2.34) ， (2.35)からつぎ

のように Crofton の第 2 定理が導かれる.

D=2n:S+2 J (Ⅰ-sinⅠ)dQ (2.37) 
ll-C 

ただし ρ は平面全体をあらわすものとする.

以上は文献[ 1 ]の Crofton 自身の証明方法にもとづ

いて少し詳しく述べたものである.極限のとり方等で議

論の仕方が粗いと思われるかもしれない.ところでこれ

には Lebesgue による別な証明があり(文献[14J )，文献

[ 3 J, [4] , [5]ではこちらを採用している.そこで厳

衝な証明を知りたい場合はこれらを参照していただきた

い. Crofton の方法をあえてとった理由は， Lebesgue 

の方法が積分に重きを置くのに対し，この方法は幾何学

的であり，この定理を発見した筋道がよくわかると思わ

(-L1-F ーが\副" -";x2+y' 一語平y2

(X2+y221) (2.39) 

そして f(x， y) の中心Oを通る断面として 3軸で切った

ものは図 2.38 のようにあらわされる.

2π 

。 15

'0.10 

0.05 

れるからである -3.0 -2.0 .-1.0 01 1.0 2.0 

この節の最後として l出領域Cが半径 1 の円の場合，こ 図 2.38

の円をよぎるランダムな 2 直線によってできる交点の確

率密度関数をこの第2定理から求めておこう.まず(2.37)

をこの目的にかなうように書き直しておく.

lzjz dQ十J 2(ω三in úJ )_dQ (2.38) 

C Il-C 

y 

図 2.37

|刈 2.37の上うに原点と円の中心を一致させると ω と x， y

との関係、が

sinUJ ー ←!一一一 一sPLー仰千子-1
u 2 一向扇面'… 2 一一マ五芋子

となるから以下が得られる.

ω=2sin-1 -- ，2一-山ω=2山2塑寸
、fX2+y2 . x2+y' 

そこで L=2 n:， S=π を (2.38)に代入して

I=Sムdzdy+j1(m-11-d♂サ2ー l)dxdyj aJldm-+U2hサ2 ) 
-C 

となるから，交点の確率密度関数 f(x， y) はつぎのよう

になる.

f(仰)=ヰ (叫が<1)

1976 年 11 月号

2.8 応用例 1

どi領域Cがあって凶2.39のようにランダムな直線がm

本Cをよぎっているとする.すると Cはこれらの直線に

よっていくつかの小領域に分割される.そこでmがわか

っているとき，分割された領域の数の期待値を求めてみ

よう.

図 2.39

まずつぎの補題が必要になる.

[補題] 凸領域Cをよぎる直線の数を m， 直線同士の交

点の数を n， 直線によって分割された領域の数を k とす

ると，これらの聞にはつぎの関係式が成立する.

k=m+n十 l (2.40) 

【証明] グラフ理論における Euler の公式を用いる.こ

こでは Cをよぎる直線について， Cの外部は無いものと

考える. Euler の公式における頂点にはCの境界と直線

との交点も含まれ 1 :本の直線は境界と 2 度交わるから

頂点数を N旬とすると Nv=n+2m となる.

辺の数 Ne は各頂点の次数を総計して 2 で、割ったもの

に等しく，次数は直線同士の交点が 4 ，境界と直線との交

点が 3 だから Ne=(4n+3 ・ 2m)/2=2n+3m. またこの

公式における領域数 Nr は Cの外部も 1 っと数えるから
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Nr=k+1 となる.したがって Euler の公式 Nυ-Ne+Nγ

=2 に以上を代入すると (2.40)が得られる. (証明終り)

ここで、m本の直線 g"g2， … ， gm によってできる交点に

ついて考えよう.任意の gü gj(i*j) によって C 内にで

きる交点の数を nij で表示すると，これは O か i の値し

かとらない. nij=1 の確率すなわち交点がC内にある確

率は前節の (2.36)から Cの面積を S， 境界の長さを L と

すると 2πSjL2 である.したがって町の期待値 E(町)

はつぎのようになる.

E(nij)=2 πSjL2 

n については

n= L: nii 
Z 乎 j

となるから ， n の期待値 E(n)は以下のようになる.

1m¥2rcS E(n)= L: E(πυ)=('~') ..;'"~ (2.41) 
件J J¥21 L2 

河りと n此すなわち gi と gj の交点と gi と gk の交点とは

gi 上にあるという点、で互いに独立とは言えないだろうが

上式は期待値なのでさしっかえない.

よって (2.40) と (2.41 )から k の期待値はつぎのように

導出される.

E(k)=m+m(mー1) ~~+1 (2.42) 

余談になるが，あるとき筆者が Crofton の第 2 定理に

ついてあれこれ考え，上式(2.42)を導いた.そして周閤

の人達に筆者がはじめて導出したものであると吹聴して

いた.ところがある日文献リストの中で文献[15Jが自に

入った.そこでさっそくアメリカに居た友人に探しても

らった.彼は苦労してやっとプリンストンの図書館にあ

ることを突き止め，筆者の手元にコピーを送ってくれた.

論文はスベイン語で書かれていて筆者には読めないのだ

が，数式だけでまったく同じように導かれていることが

わかった.残念ながら筆者が生まれる以前，すでに公に

されていたわけである.

2.9 応用例 2

前節と同じように凸領域 Cがあって，その面積を S，

境界の長さを L とする .Cをよぎる直線が何本かあると

き，この直線同士によってできる交点の数から直線の領

域内での長さの総計を推定しよう.

直線の本数の推定値を幼であらわすと，前節の (2.41) 

から現実の交点数 n によって紛の推定式が得られる.

12 
ñì(幼ー 1)=一二~1l

π。
(2.43) 

これを幼に関する 2 次方程式として解くと煩雑な式に

なるだけなので，以下の不等式にそって考える.

(幼 1)2<幼(幼ー 1)<的2
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ここで直線 1 本のこの領域内での長さの期待値は

(2.33) より πSjL である.よって直線の領域内での長さ

の総計イの推定値を k とすると
イ=ゆπSjL

となる.そこでこれと前の不等式から以下が成り立つ.

、/市，S<イ<、/市s+l (2.44) 

ただし l=πSjL( 1 本の期待値)とする . l は n と無関

係な量だから nが大きくなると (2.44)から漸近的な推定

式として以下の式が得られる.

A~ 、/吋S (2.45) 

この推定値はもちろん不偏ではないが，全体の面積さ

え知っていれば交点を数えるだけで長さの推定ができる

し式が簡単なため記憶しやすい利点もある.ただし領

域は凸でなければならない.

試みに前々回( 1) の図 2.6 を例にとると，月=233 で，

C を半径 10 の円とすると ..;'iiirS王寺 479.5， 一方実浪ij値は

d与 498. 7 である.

もっと直線の本数を減らし， 1 [9 1 の本数を 10としてや

はり半径10の円て、試みた 4 回の結果を表 2.1 に示す.

表 2.1

試 行 E E N 

交点数 n 19 21 20 23 

推定値、/足元3 136.9 144.0 140.5 150.7 

実測値 A 157.1 136.3 139.3 168.5 

2. 10 Crofton の第 3 定理

これは凸領域における 2 点間の長さと，この凸領域を

よぎる直線の領域内での長さとの関係について成り立つ

定理である.

いま図2.40のように 2 つの点 P" P2 があり，その座

y 

P, (ハ ， y,) 

。

円('"ん)

図 2.40
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標がそれぞれ (x"Yl)' (X2, Y2) であらわされているもの

とする.ここで九， P2 を結んでできる直線 gを考え，こ

れにおろした垂線の足を Q， 垂線の長さを p， 垂線と z

軸との角度を 0 とする .Q を g上での原点、とし，図のよ

うに向きを考え g上の P" P2 の座標をそれぞれん， t2 と

する.すると Q の座標は (pcos f)， psin f}) であらわされ

るから i=I ， 2 に対して以下が成り立つ.

Xi=ρ cos f} -tisin f} 

Yi=ρsin f}十 t icosf} 

これから

dXi=cos f}dp-( ρsin f}+ti cosf})df}-sinf}dti 

dYi=sinf}dp+ (p cosf}-ti sinf})df}+cosf}dti 

となるから dXi と dYi の外積はつぎのようになる.

[dx ;, dYiJ 

= (p cOS2f}-ti sinf) cosf}) [dρ， df}J+cos2f} [dp, dtiJ 

一 (psin2 f} +tisin f} cos f} )[df)， dpJ 

ー (ρsin f}cosf}+ti cos2f}) [df}, dtJ 

-sin2 f}[dt ;, dpJ 

一 (ρ sin f} cos f} -tisin2 f} )[dti ， df}J 

=p[dp, df}J+ [dp, dtJ-ti[df}, dtJ 

そこでこれを用いて i=I ， 2 に対し，つぎのような外積

を考える.

. [dx" dy" dx2, dY2J 
=ーら[dp， dt" d f}, dt2J-t ,[df}, dt" dρ， dt2J 

= (t2-td [dp, d f), dt" dt2J 

そして dPi=[dx;， dYiJ , dG=[dp, df}J とおき，さら

に我々の積分は正の値のみを考えているから，上式は以

下のようになる.

[dP" dP2J = 1 t 2-t,1 [dG, dt" dt2J (2.46) 

以上の議論ではg上で、の座標の原点を垂線の足Qにとっ

た.しかしこれを各直線に対して定まる別な点にとって

も， (2.46)式は成立する.なぜならこのときの P" P2 の

g上の座標を tム t2' とすると

t ，'=t， +c(p，f})， ら'=t，+c(p，f})

となるから結局

1 t 2'-t ,'1 [dG, dt ,', dt2'J = 1 t 2ーらはdG， dt" dt2J 

となって同じことになる.

さて点 1'" P2 が凶2.41 のように凸領域 Cに含まれて

図 2.41

1976 年 11 月号

いると考え ， P" P2 を結ぶ直線g と C との交点を A， B 

とする.原点、を B にとり，線分ABの長さを 1 とする.

このとき It2 -t， 1 附1 を P" P2 をそれぞれ A から Bまで

動かしてつぎのような積分を計算する.

)lt2 - td吋t，dt2

=j;(j;|t2-h|叫ん)dt2

=j;(jf(tA)叫ん+j;(九一中+叫)dt2

ヮ長J: {t2叫 (l ψ+判

2η+8 
ー (n+2) (n+3) ν 

(2.47) 

ここで C 内の 2 つの点 P" 1'2 の距離を r とし ， r の

rjl を C内のすべての点の対について積分したものを考え

る.すると (2.46)から

) r ndp,dP2=) 1 t 2-t,1 n +1dGdん

となるのでこれと (2.47)からつぎの Crofton の第 3 定理

が成り立つ.

) r ndP,dP2= (n+2f(n+ 3)) l吋G (2.48) ー (n+2)(n+3)J

ただし nミ 1 である.

この式で珂=0 とおき，凸領域 C の面積を S とすると，

S2= 士 f l8dG
が得られる.実はこれが Crofton の導いたもので，上の

(2.48)はその拡張ということができる.

そこで )ZZdGを求めればこれまでわかっている 1 の期
待値だけでなく分散も算出できる.これについては次節

の応用例で本格的に述べることにする.

最後に誤解のないようにつけ加えておく.凸領域の任

意の 2 点を結んでできる直線をもとに計算した結果，

(2.48)が導出された.計算の結果はランダムな直線と関

係がある.しかし凸領域でのランダムな点を結んででき

る直線がランダムな直線になるわけではない.これは積

分の展開を考えれば明らかであろうつづく)
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