
口解説仁

積分幾何学について (1)

腰塚武志

O. はじめに

うちで、幾何確率、をあつかっている Local Probability と

いう細目には 5 ページがさかれている.つまり確率とい

う項目のうちで幾何確率が 1/4 ほど場所を占めていたの

[積分幾何学j と L、う名称は耳慣れないものであろう. である.

筆者も当初lこの名称からなにもイメージできないでとま 現代のブリタニカ百科事典ではこの幾何イ確率に関する

どったものである.そこで違う表題「幾何確率につい ものは跡形もなく消滅している.これは今世紀に入って

てJ を考えてみた.しかし編集委員の方からこの解説を から現在までの幾何学のたどった道を極端な形で象徴し

依頼された背景には，筆者がOR学会の研究発表会にお ていると首えるのかもしれない.しかし幾何学はほかの

いてこの積分幾何学に基礎を最くものばかり発表してき 分野と術接にかかわり，その中に入り込んで成長し，京

たという事実がある.それで表題はこのとおりとするが 要性をいささかも失ってはいない.いわば名を捨てて実

内容は[積分幾何学にもとづく幾何確率とその応用につ をとっている状態である.ところが幾何確率は消えたも

いて」としたし、と思う. 同然、のように細々と命脈を保っているにすぎない.

名称でなにやらむずかしい分野と惣像される方も多い 最近表題に「確率j とついている本は数えきれないほ

かもしれない.しかし初歩的かつ基本的部分では積分が ど出版されている.しかし幾何確率について本格的にふ

少しばかり煩雑である点を除くとわかりやすく，初等幾 れているものはきわめて少ない. せいぜいrBuffon の

何と同じように直観的把握がロJ能である.しかも基本的 針」や rBertrand の逆説」までである. ところが積分

部分の結果は簡潔で記憶しやすい. 幾何学を基礎に議論を展開すると，この逆説にはもはや

一例をあげよう.肉 0.1 のように凸領域があってその 逆説としての意味はないということが明確に判明する.

面積を S， 境界線の長さを L とする.いまこの倣域をラ これはもう少し流布されてもよいと思うので 2 章で述ベ

ンダムな直線(正確には後述)がよぎるとき，この直線の ることにしたい.

領域内での長さを t とするとの期待値 E(l) は 筆者がこれまで日にした本では「積分幾何学」の名称

以下のようになる. を討したものに文献[ 3] , [4] , [5] , [6 ], [7]の
E(l)=πS/L (0.1) 

平面上のちょっとした問題に見当をつけるといった場

合，この結栄はORマンにとって大変使利なものではな

いだろうか.

この (0.1) 式はなんと90年も前のブリタニカ百科事典

第 9 版(文献[2 J)にのっている.余談になるが，この版

の Probability の項目は全部で21ページにおよび，その
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5 HH, r幾何確率」が文献 [8J の 1 冊，さらにこれらに

準ずるものとして文献 [9 ]がある. r積分幾何学j の名

称をはじめて使用したのは [3J の著者Blaschke で，

彼による公式は「積分幾何学の主公式J (3 章で述べる)

とよばれている‘この公式を主として面積調査に応用し

たいくつかの例が本誌の創刊号で、ある文献 [10J に紹介

されている.そこでなるべく軍複を避け， Blaschke よ

り前の人で文献[ 1] , [2] の許者である Crofton の業

績を中心に論を進めてみたいと思う.なおこの 2 人に

[4 ]の著者 Santaló を加えれば，積分幾何学の基備に

貢献した人をあげるのに十分であろう.
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1. 積分幾何学の基礎概念

1. 1 ランダムな点

ここでは積分幾何学の基礎概念を一様にランダムな点、

の場合について説明する.これは感覚的にもわかりやす

いものである.

|刈1. 1 のように領域 C。があって，内部に領域Cがある

ものとする. c，。で一様にランダムな点が Cに含まれる

確率 P は Co， C の面積をそれぞれ So， S とすると以下

のように面積比であらわされる.

P=S/S。 )
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図 1. 1 

これは直観でもうなづけるし，白明なこととされてい

る.しかし「なぜ面積によるのか ?J という問が発せら

れたとき， I 白明である J または「それが定義である」

という犯行白り以外になにか説明が可能なのであろうか.

実はこの自明と思われるものの中から本質的なものをiJll

出したのが積分幾何学の基礎概念なのである.

1.2 点の集合の測度

前節の確率Pを得るための基礎として， C に含まれる

点の集合Xの測度(点のあつまりの量)を以下のようにお

いて考えてみよう. (ただし C と Xは同義語といってよ

いだろうが形式上わける)

川(X) 二 ff(x， y)dx(匂
X 

( 1. 2) 

(f(x , y)は連続でf(x ， 百)ミ0)

¥;J 
X' 

X 
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ここで (x， y)をつぎのような合同変換で(x' ， ダ)に移

すものとする.

x' =x COSα-ysin 日+a

y' =."C sin a+y cos 日+b ( 1. 3) 

すなわち凶1. 2のように Xを X' 十こ変換するわけである.

X' も C。に含まれているとすると一様の前提から合同な

X と)('の狽IJ度は等しくなければならない. そうでない

と合|ロ]な X と X' で、縫主容が呉なってしまう.

m(X')=lf(X' ， ダ )dx'dy'
‘ 1" 

だから叫(X)=m(X') とおいて

.Í f(X , y)dxdy=Jf(おにダ )d拘(1. 4) 

X XI 

が得られる.ところで積分の変数変換で(1.3)から

。 (x' ， ν') -. 
。 (x， y) 

‘であることにより以下の等式が成り立つ.

fj'(x' , y')dx' dy'= Sf(X' ， ダ )d，叫(1.5) 

X' X 

/ただし積分の計算では通常上式の右辺は ¥ 

¥J g(x， μ叫の形になるが同じことである / 

したがって(1. 4) ， (1. 5) 式から以下の等式が得られ

る.

Jf(X， μxdy= Jf(♂ヘダ )dxdy (1.6) 

x x 

上式はどのように Xをとっても成り立つから

f(x , y)=f(が ， y') 

でなければならない.そして (x， y) と (x' ， ダ)の対応は

(1怠につけられるから

f(x , y)=c(定数)

となる.これを用いて(1. 1 )の確率を再度表現するなら，

仏に含まれる点の集合を Xo であらわして

c¥dxdy 

IP-TMEl--E-f~ 
- m(Xol一了一一

c¥dxdy 

z。

となる.そこで結局 c=l とおし、ても一般性を失うこと

はなL 、から( 1. 2)式の点の集合 Xの測度は以下のように

なる.

m(X)=J dxdy 
x 

( 1. 7) 

つまり積分幾何学の基礎とはこの「変換によって不変

な測度を求める j ことにつきるわけである， ( 1. 3) の変

換はユーグリッド幾何学の怠味で合同だが，これを非ユ

ークリッドでの合同に拡張してもよい この方向で議論

の展開は可能であるが，ここではふれないことにする.
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の長さは、13r 以上になる.

そこで凶2.2 で明らかなよう

に求めたい確率Pは以下のよ

うになる. 

.,K 

¥ 
¥ 

π1- 1 
p¥2  ! 
一一一一πr2 4 

(b) 弦の端点が円周上で一

様に分布するものと考える.

門の対称性から一方の端点を

円周上に固定しても一般性は

失われない.図 2.3 で明らかなように固

定されないほうの端点は弦の長さに応じ

て 3 分された弧に対応し，これらの弧の

長さは等しし、から P はつぎのようにな

る.
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以上の 3 つの場合はで、たらめな直線(または弦)の定義ー

がそれぞれ異なるため， 異なる結果が生じたわけで ιち

る.そこで l 幾何確率をあっかうときは注意を要する」

と述べて終わりにしてしまう本が多い.

ところで i 草の点の場合に領域 C。内で一様ではない

分布にしたがうときは， C 内に含まれる確率は一様のと

きと呉なるのがふつうである.それでも!逆説」などと

大袈裟な表現はしない.では直線の場合の「逆説」は~L;~

中に矢を II~める rZenon の逆説j と[丙]じように，逆説と

しての意味は過去のものとなっていると一般に受けとめ

られているのだろうか.これまでの筆者の経験ではどう

もそうではないようである.おそらく定義の異なるでた

らめな直線に関して，どのように異なるかという点まで

防み込んでいない場合が多L 、からであろう.

これを理論的にあっかうのは次節として，ここで少し

筆者の経験を述べておきたい.筆者は積分幾何学を知る

以前にでたらめな直線を定義する必要に迫られたことが

あった.そのとき中札、気持で前述の (b) の場合のように

定義してし、くつかの特性値の算出を試みたことがある.

ところがどうも感覚的にすっきりしない点があり，この

2 
π7 

P31  
一一一一一一一 2πγ3

(c) 弦の中点が半径上で一様に分命す

るものと考える.半径の角度は (0， 2π) 

で一機だとすれば，半径をある角度に民|

定してさしっかえない.すると図 2.4 から明らかなよう

にPは以下のようになる.
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図 2. 3 

以上の議論はあたりまえのことを見漫に述べているよ

うな印象を与えるかもしれない. とれは点の場合力が~n凶白

的に把擾しやすいからで，次:単の直線の場合にはこの議

論の筋道が有効なものとなるであろう.

なおiJlU度論としてきちんとした議論をする場合にはほ

かにも満たさなければならない条件があるが， (1. 2)式

は明らかにそれを満たすのて、割愛する.

}白線の場合については有名な Bertrand の逆説からは

じめよう. この節とつぎの節で l ランダムな l直線J とし

てはなにが妥当であるかという議論をするので，混乱を

避けるため当初は「ランダム」とし、う用語のかわりに

「で、たらめ」を使用する.

凶 2.1 のように円とこれをよぎるで，-tc らめな l直線があ

り，この l直線の円内で、の長さ(弦の長さ)がこの円の内接

[五三角形の一辺の長さよりも大きい確率を求めたい.

これにはよく知られているようにつぎの相異なる解答

がある.ただし円の半径を r とすると内接正三角形の一

辺の長さは、/31・となる

(a) 弦の中点がこの円の中で一様に分布するものと考

えると，この点が円の中心から半径 r/2 以内にあれば弦

ランダムな直線

Bertrand の逆説

2. 

2.1 
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図 2. 5 

図 2.6

IÚ線を乱数によって引し、てみた.何本か引いてゆくにつ

れ，筆者がイメージしていたでたらめな直線とかなり違

うものであることがわかり樗然とした.このときの感じ

をー斤で述べるなら「中心附近をよぎる向線が周辺より

も少なし、」というものであった.

ここでは (a) と (c) の場合を例で示す. この 2 つの場合

は比較的直線の本数が少なくても違いがよくわかるから

である.図2. 5が (a) ，閃2.6が (c) の場合で，統計数値表

(日木規格協会)の一様乱数表 1 ;からそれぞれ30本ずつj1'~:

線を IJI ~、て作成した.ただし説得力のためにはもっとよ

い|弐lを得る乱数のシリーズもあるが，作為を加えていな

いことを強調したし、ため故意に支 l のはじめから使用し

た.

このI山'il苅を比較すると (a) の場合のほうが周辺に近づ

くにつれ前線が多くなることがわかる.相対的に (c) よ

り (a) のほうが周辺の i白線が多いのは前述の研11*の計算

でもわかっている.不正確であるがあえて感覚的表現を

すると，問題はと.れが円内で雨〔線の量の多少に明らかな

傾向(たとえば中心が少なく周辺が多いとか，または逆

とかし、った)がないかということである.

(b) と (c) の差違を示そうとすると本数が多くなるので

1976 年 9 月号

(b) の場合は時す.学者は乱数で|苅を作成したとき (c) の

場合がもっとも求めたし、ものに近いことが直観的によく

わかった.そこで次節以降の理論を理解することがきわ

めて'作坊であった.これを読まれている方は，閃 2. 5 と

|ス12. 6~比較してどのような感じを持たれるであろうか.

2.2 直線の集合の測度

|苅 2. 7 のように平間に直線があるとき，原点からこの

i白線におろした飛線の長さを ρ，電線と z 軸とのなすfiJ

度を 0 とする.するとこの l直線は ρ と 0 を用いて

x cos 8+y sin 8=p (2. 1) 

とあらわされる.そこでこの ρ と 0 で l 章と同じように

I白会線の集合 X の狽IJ度を

川(X)= Jf(ρ， (})dpd() 

x 
(2.2) 

とおき，以下合同変換で不変の条件を考える.
y 

p 

i
 

l
l
-
u
 

(
 図 2. 7 

直線(2. 1)を合同変換( 1. 3)によってつぎのような[直線

に移すものとする.

Xl cos 8+yl sin 81 = pl (2.3) 

これに( 1. 3)を代入して

X(cos 日 cos (}I 十 sinαsin (}I) +y( cos a sin (}I 

sin 日 cos (}I) = pl-a cos (}I_b sin (}I 

よって

XCOS((}I 一日)+ysinW 町) =pl-acos (}1-bsin(}1 

だから，これと (2.1) から以下が得られる.

。 =(}I-a

p=pl-a cos (}I_b sin (}I (2.4) 

XI で (2.3) の直線の集合をあらわし不変の条件

m(X)=m(XI)から

\f(P, (})dPd(}=\f(P九州ρId8 1

または.4)から変数変倹のヤゴピアンを計算すると

。(ρ， (}) _1 1 01 一'
iJ(〆， (}I) -1 a sin (}I_b cos (}I 11-' 

だから

j仰，州〆d81 =Jf(P九州pd(}
X' X 
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となり以上からつぎの等式が導かれる.

Jf(P' 仰dO=Jf(P' ， グ )d仰
x x 

あとはまったく l 章と同じように展開されて

f(p , O)=f(〆 ， 0') 

から f(p， 8)=c 

よって c=l とおいて，直線の集合の測度は

(2.2)からつぎのようになる.

m(X)=JのdO (2.5) 
λF 

以上の議論は最初から変数として p と 0 をとったので、

簡単になった.導出の過程で不変の狽u度は (2.5) および

その定数倍にかぎるということはわかるが，理解を深め

るために異なる変数をとった場合について述べてみよ

う.

凶2. 7で直線が z 軸， y 軸とそれぞれ座標 l/u， I/v で

u=cos 0/ρ， v=sinO/ρ 

とし、う関係があり

10(u，十
ð(p, 0了一予子'存可否)ãï2ーが

だから結局(2.8) は (2.5) に一致する.

ここで、簡単な場合について例を示しておこう.前節の

逆説を考えてみると 3 つの場合で、は考え方の基礎にあ

る直線の測度がそれぞれ違っている.そこで(a) ， (c) の

場合について測度をそれぞれ mα， mc で表示すると，こ

れらは明らかにつぎのようになっている.

叫(X)=JPdPdO

mc(X)=J d凶 (2.9) 

L 十 a

交わっているものとする.このとき直線の方程式は ¥L 
uX十 vy=1

であらわされ， この u ， むで直線の集合の証明度を以下の

ように定義して同様の議論を展開する.

間(Y) = f f(u , v)dz的
Y 

(2.6) 

ただし座標の逆数としたのは計算が簡単なためで，逆数

としなくても同じような議論が可能である.

直線が( 1. 3) で、以下に変換されたとすると

u'x'+v'y'=l 

で， U , V はつぎのようにあらわされる.

u=uF COS 日+v'si竺 a vーが cos a-u' sin 日
工戸三百ジ ' 一 戸戸己耐一

そして m( Y) =m(Y') と変数変換で

Jf(u, 
Y 

(2.7) 

=ff(六'(u' ， vに， vげ')凶d向μ'dv'=fflいf六μμ(何川u' ， v') 但'~.!!')dudv
~.; ,- , r ，~~ ~， ð(u ， り)

であり，または.7)から次式が成り立つ.

よって

( l-au'-bv')2=(u'2+ザ2)/(U2 +V2 )

位午互2=( トau'-bv')3=(~笠立~)3/2 
ð(u, v) ¥U2+V2 / 

f(u , v) =f(u' ， が ){(U'2十世'2)/(U2 + が)j'(2 

しTニカ:って

f(u , v) =C/(が+が)3(2

が導かれ， c=l とおいて (2.6) はつぎのようになる.

n(Y)=lldudu(2.8)  
~(U2+V2) 

図2. 7から u， v と p， 。との聞には

528 

。

図 2.8 図 2.9

そこで|玄12.8 のように一方の端点が原点と一致する長さ

L の線分を考え，これをよぎる直線の集合を X，またこ

の線分を関 2.9 のようにd だけ原点から遠ざけたものを

よぎる直線の集合を X' とし，以下測度の算出を試みる.

I電lから明らかなように O については O三O~π だけ考えれ

ばよく，ほかの場合は前線と線分が交わらない.

そして p=l sin 0 が成り立つから

mα(X)=JPdPdO 

=j1;fsMOdω 
πL2 

4 

叫(X')=[+"J:l 耐 Odω

=;(L2+2HL) 

mc(X)=JdρdO 

=jIsM d似
=2L 

m川)=jfarmod似
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図 2. 10 

=2L 

と計算できて

mα(X)<mα(X') 

mc( X) =mc( X') 

¥ 

¥ 

図 2.11

となる mc は理論どおり不変の測度となっているが，

mα は原点から離れたほうの測度が大きいことがわかり，

前節の閃2.5，凶2.6を比較して感覚的に述べたことを理

論的に実づけている，

さて I 窄における不変な{)!IJ度( 1. 8) によって確率の定

まる点は一様にランダムな点，あるいは略してランダム

な点とよばれている.これと同じ意味あいで (2. 日)の郡Ij度

によって確率の定まる I白線が「ランダムな直線!とよば

れている.つまり zν 平面におけるランダムな l直線は

p-8 平面のランダムな点に対応するわけで、ある.積分

幾何学にもとづく論文ではこの「ランダムな直線 (ran

dom lines)J または「ランダムに分布した(distributed 

at random) 直線」とし、ぅ用語はすべて上述の怠味で使

用されているが，代表的なものとして文献 [8J を，ま

た:fI\訳のあるものとして文献 [11J をあげておく.さら

に附 2.6 よりも説得力のある|苅がのっている点で文献

[12J もあげておこう.

ただし積分幾何学では「ランダム」とし寸用語は使わ

ないのが普通で、，根幹は変換による不変な測度(閃形に

|渇する量)を求めることであり， これを基礎にすると幾

何確率が求められる.したがって積分幾何学にとって幾

何否定ネは例題であり，応用問題であるということができ

ょう.

ここで (2.5) の感覚的説明を図によって行なってみ

る.わかりやすくするため「ランダム」な面を排除し

「一様性j に重点をおく.つまり有限個の規則的な点と

前線で、理論的不備をおかしつつjj'i観に訴える説明をしよ

うというわけて、ある.凶2.10は円の中心を原点として l直

線におろした塁線の足を点で、示したものである • l1 p, 

110 を点線のように考え，点線に~fl まれた領域に l 例ず

つj兄則的に点を配するーこれは p-8 平両での格子状の

点に対応する. この素線の起をもとに[直線を描くと l河

1976 年 9 月号

2.11 のようになりこれは「一様j な直線とい

えるだろう.したがって図2. 10で垂線の足を

円内で一様に分布させると図2.11で円の周辺

、 での直線の量が「多く」なってしまうことが

/ 

この 2 つの図からも推察できる.

今回は直線における不変な測度 (2.5) の説

明に大半を費やしてしまった.次回はこれを

もとに応用のきく内空軍をもう少し簡潔に述べ

ていくつもりである. (つづく)
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