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待ち行列システムの半順序関係

森雅夫・宮沢政清

待ち行列については，たいへん多くの論文が書かれて

きた.しかし，このような事情にもかかわらず，モデル

聞の関係，たとえば頑健性(ロノミストネス)，連続性，順

序関係など(これらの性質の意味についてはあとで説明

するが)を一般的に論じることは，未開拓の分野として

残されてきた.最近ょうやく，これらに対して興味ある

研究がいくつか出はじめている.この小論では，これら

のうちとくに， GI/G/l 型モデルの比較について，ソ連

の Borovkov([ 3 J~[ 5 J) や東独の Stoyan 夫妻([25J~

[31J) らの研究を中心として紹介する. (このような研究

が，東独やソ連という共産圏で精力的に行なわれている

ことは興味深い. ) 

まずシステムの比較に関する一般論を，確率分布聞の

半順序関係とし、う立場からのべておこう. Stoyan らの

結果は，この一般論によりその意味が明確になる.

1. 分布の半順序

待ち行列システムを解析する直接の目的は，待ち時間

の平均や分散，ある時間以上待たされる確率などのシス

テムの特性値を求めることにある.しかし対象とされる

モデルを GI/G/l 型にかぎっても，各種の特性値を計算

することはかならずしも容易ではない.例外的に，とい

っても実用上重要な場合であるが， T(到着間隔)や S(サ

ービス時間)の分布が，指数分布 (M)やそれを何回かた

たみ込んだアーラン分布(Ek ) にしたがう場合に解析が簡

単になる.もしも計算が困難なモデルの特性値を，計算

が容易でよく研究されているモデルで‘近似することがで

きるとか，またはそれらの特性値との大小関係さえわか

れば，正確な値がわからなくてもよいことも多い.

待ち時間の平均値などの近似・不等式についてはかな

りの数の研究がなされ，実用上有効な結果もえられてい

る. これについては，森[18J [19J , Page [22J を参照に

するとよい.この小論では主に，待ち行列システムに半

11原序関係を導入し，その特性値の大小関係を導く方法に
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ついてのベる.

特性値としては，待ち時間または待ち人数の定常分布

だけで定まるものを考える.すると特性値の大小関係を

論ずることは，分布の集合に半順序関係を導入すること

に対応する.ここに半順序‘ピとは，分布 F， G, Hに

対して， (i)FcF, (ii)FcG かっ GcHならば FcH，

が成り立つことをいう.まず準備として，分布関数のク

ラスのうえでの l つの一般的半順序を定義しておこう.

F を直線 (R') 上のある(可測)関数の集まりとすると

き ， R'上の分布 F， G とそれにしたがう確率変数 X， Y 

に対して

FcG ~I::争 Ef(X)話Ef(Y) (VfEF) 

と定義する.なお FcG のことを XcYとあらわす場合

もある.ただし，右側の項はfに関する期待値が存在す

る場合にのみ成立していればよいとする.

このようにして定義された半順序のもつ意味は明らか

であろう.たとえばFを費用関数の集まりと考えれば，

期待費用という特性値をくらべていることになる.問題

は ， F としてどの程度の広さの関数族を選んだらよし、か

ということにある.基準としては， (1) ある時間以上待

つ(またはある人数以上並んでいる)確率， (2)任意次数

のモーメント，などが比較できることが要請されよう.

そこで，つぎのような関数の集まりを考えておこう.

F1 : 単調非減少関数の集まり

F2: F , ìこ含まれるもので、凸かっ連続なもの

れ:同，凹かっ連続なもの

F， は，前にあけやた (1 )の場合を， F2 は ( 2 )の場合をあ

っかうことができる.以後， F" F2， 九，から導入され
(1) (2) (3) 

る半順序関係をとくに，それぞれ C ， C , C，によっ

てあらわす• Fi (i=I ， 2 ， 3) は，一見広すぎるようにも思
。)

われるかもしれないが，じつは，半順序関係cí土 Fi の

関数すべてについて期待値をくらべる必要がかならずし

もないことに注意すると，このような広さはある意味で

必然的である.たとえば cは，集合の特性関数(ー∞
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<t<+∞) 

(1 X(w) ミ t のとき
χ{X(w) >t}= イ

(0 X(w) <t のとき

について調べれば十分である.したがって， これは通常

確率的大小関係 (stochastic ordering) とよばれている

ものに一致する.つぎの Borovkov[ 3 J の結果は，半順
(2) (3) 

序E二 ç二を，必要最小限の関数の集まりで特徴づけてい

る.
(2) 

定理(i)XcYであるための必要かつ十分な条件は

(1.1) E(X-u)+ :5:, E(Y-u)+ (vuER') 

(ii) XcY であるための必要十分条件は

(1.2) E(u-X)+ :5:, E(u-Y)+ (vuER') 

である.ただし， (x)+=max(O, x) とする.なお Besse­

ler & Veinott[ 1 Jは Bonovkov より以前に在庫問題に

対してこれらの順序関係を提案し，この定理と同様な結

果をえている.
(<) 

これらの半順序c (i= 1, 2, 3) を分布関数を用いて表現

するとつぎのようになる.
(1) 

(1.3) XcY~吟1-F(x)孟 1-G(x) (vxER') 

(2) r+∞ r+∞ 
(1.4) XcY~<=叶 (I-F(u))du三五 \ (J-G(u)) 

JX ~X 

du (vxER') 
(3) rx rx 

(1.5) XcY~吟r F(u)du孟\ G(u)du 

(vxER') 
(2) (3) 

これをみても c ， cは確率的大小関係の自然な拡張であ
(2) (3) (2) 

ることがわかるだろう.なおc と cの間には， XcY~q 
(2) (3) 

-Xコー Y， 平均値が同じであれば， XcY~qXcYな

とーの関係がなり立つ.
(2) (3) 

ここで，半順序cおよびCの有用性をみるために，具

体的な分布関数について調べてみよう.

a) ガンマ分布 F;(t) =~t竺竺こがpdx
Jo r(日j)

(j =1 , 2) 

b) ワイプノレ分布 Gj (吋;日j).jXaj- 1 e-ωdx 
(j=1.2) 
(3) 

に対して，んを共通にすれば，日1;;五日2 ならば， F1cF2, 
(3) 

G1 CG2 となる.

c) 正規分市 Xj~N(μJ'σ1') (j= 1,2) 
(2) 

に対しては， μ1話内， σ12孟σ22 ならば， X1 CX2 となる.
(2) 

Cについては， Stidham [24J , Stoyan [25J , [27J , 

[31Jなどの文献でよりくわしく調べられているが，つぎ

の性質でそのイメージが明確となろう.

i) EX=EY とする もしある u。が存在して

(:壬 G(u)
F(u)= イ

(二三 G(u)
(2) 

ならば， XcY となる.

1976 年 6 月号

u<uo 

u>uo 

ii) {X;} を， i， i， d， r， v， 's， すなわち独立で、同ーの分

布にしたがう確率変数列とする. 乙のとき算術平均 Xπ
(2) 

=す (X1 +...+九)の間に， .Kn+ 1c .Kn が成り立つ伽
たとえば， i) または ii) から任意の分布 G と，それと平

(2) 

均の同じ一点、分布Dに対して ， DcGが常に成り立つ.

また同じ平均をもっアーラン分布 Ek> Ek+l に対して，
(2) 

Ek +1cEk(k は次数)となる.

これは， GI/D/1 , GI/Ekf1 などの関係を調べるのに

有益である.

また Stoyan & Rolski [23J は， (1.3)から(1. 4) , 

(1.5)を導くのと同じ流儀で半順序 c ， c を拡張してい

る.だが，具体的な分布に関しての意味づけは明確にさ

れてない.

さて，これらの半順序がもついくつかの一般的性質の

うち，次節での待ち行列システムの比較研究を行なうう

えで重要な役割りを果たすものを簡単に整理しておこ

う.

それらの証明は， Stoyan [27J らによって与えられて

いるが，定理 1 を考慮すればほとんど自明な結果であ

る.まず， λ gEFi ならば， f(g( ・ ))ε F;(i=I ， 2 ， 3) に

注意して
(i) 

定理 2 Xc Y(i= 1 ， 2 ， 3) であるとき
〈の

(1. 6) f(X) cf(Y) (VfEFi) 

とくに， X , Y と独立な Z に対して

(1.7) X+ZcY+Z 

さらに， Fi-= {-f: fEF;} (i= 1 ， 2， 3) とすると

定理 3 任意の fε Fi に対して

(1.8) XcY ゅ Ef(X)注Ef(Y) (i=I , 2, 3) 

をえる.F1 は非増加関数の集まりであり ， F2ーは非増

加で凹かつ連続な関数の集まりである.たとえば， f(x) 

=exp( -()x) (()注0) は . fEF.ーとなるので， XcY であ

れば，そのラプラス変換の聞には， Eexp(-{)X)注Eexp

(-{)Y) が成り立つ.

(注) この結果および証明は参考文献のいずれにも明

記されていないので，ここにその証明を簡単に示す.

Sn=X1 + ・・ +Xn• Zる =Sn+lー (n+1)cー (Xi-c)

(i =1 , 2, …, n+ 1) 

とおく . {X;} の対称性により， Zi と Sn-nc は同ーの分
n+l 

布にしたがうことに注目する.ここで. L: Zi=n[Sn+l一

(n十I) cJを利用して

E(Sη+J/ (n+ 1) -c)+-E(Sn/n-c)+ 

=E{n[S肘1一 (n+ I) cJ+ ー (n+ I) [Sη-ncJ+}/ 

n(n+1) 
n+l η+1 

=E{[ L: ZJ+-L: Zi+}/n(n+1 l;話。

を得ることができる.
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2. 待ち行列への応用

つぎに待ち時間過程についての半順序関係を調べてみ

よう.以下ではとくにことわらないかぎり，先着順サー

ビスを行なう GI/G/1 型モデルを考える.安IJ兼間隔{T;}

およびサービス時間{S山主，それぞれi.i. d.r.v.'s であ

りかつ互いに独立であるとする.以後‘入力'というこ

とばは，到着およびサービス過程の双方をこみにした意

味で使われる . n 番目の客の待ち時間を Wη とすると，

ょくしられているように

(2.1) 日乍+I=(Wη +Sn-Tn)+ (n= 1 ， 2，・ー)

が成り立つ. トラフィック密度 p= ES/ET < 1 とし定
常分布が存在するものとする.

さて 2 つのシステムの比較を考える.各システムへ

の入力を {(Sn， T n) }, {(S，人 Tn')} 待ち時間を {Wn}，

{ Wn' }, また対応する定常分布にしたがう確率変数を，

W， W' とする.

Daley & Moran[ 8 Jは，きわめて直観的にわかる

(υ)X2yo(X+zyE(Y+Z)+ 
という関係に手がかりをえた.ここで， Z は， X , Y と

独立な確率変数である.このことを利用して，再帰的に
(1) (1) 

(2.3) 耳元 clVt'， S-TcS'-T' ならば
(1) (1) 

Wπ'cWn' かっ WcW'

が，容易に示される. (2.3) の内容は， trivial ともいえ

る. H. Stoyan [30J は同じ発想、で ， GI/G/c に対しても

同様な結果を示している.両方のシステムとも最初の時

点、で空であるとすると
(1) (1) (1) (1) 

(2.4) TcT' , ScS' なら tま， WncWn' , LncL'n 

(定常分布も同様)

となる.ここで， Ln, Ln' は客の到着直前の系内人数で

ある. J acobs & Schach [14J は，同じ結果をシミュレ

ーションで行なう一様乱数から確率変数の値をつくるや

り方で， TcT' であれば，各サンフ。ルごとに T壬T' ;な

値がとり出せることを利用して導いている.しかし，こ

の半順序一一確率的大小一ーでは入力に関する条件が強

すぎておもしろくない. トラフィック密度に関していえ

ば， p<p' となる 2 つのシステムを比較していることに

なる.なんとか，分布形は異なるが，同じトラフィック

密度をもっシステムの比較ができないものであろうか.

Stoyan 夫妻 [31J および Borovkov [ 3 J らは (2.2) と

同様な関係が半順序こについても成りたつことに注目し

た.つまり
(2) (2) 

(2.5) XcY 吟 (X+Z)+c (Y+Z)+ 

がいえる. (2.5) は ， rp(x)=(x)+EF2+ であることと定

理 2 から容易に示される.これを利用して ， GI/G/1 型

に関して (2.3) のときと同じ論法で
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(2) (2) (2) 
(2.6) W1c W 1' , S-TcS'-T' ならば， WnclV'n 

(2) 

WcW' 

を示した.

(2.6) より，到着手~ ，1およびトラフィック密度 p の同

じ(ただし，到着やサービスの分布形が異なる) 2 つのシ

ステムの比較が可能となる.たとえば， 1 節で、のベた半
(2) 

順序Cに関する諸性質から， ,1, p を同じとすれば， (M/ 
(2) 

Ek+l/l の待ち時間) c (M/Ek/1 の待ち時間)などが移易

にわかる.このような結果ーは予想されうるものであるが，

正確な言平価を与えたとし、う点で注目に値する.

このほか， Borovkov や Stoyan らは，待ち行列や信

煩性問題などに関して多くの興味ある結果をえている.

その一端を紹介しよう.

a) (Borovkov[3J)GI/G/1 型システム聞において
(2) 

は，入力に関して半順序cが成り立っとき，待ち時間の

定常分布のキュミュラント(分布の特性関数の対数を取

って展開したときの係数で 2 次の係数は分散)につい

て大小関係が成り立つ.これは，定常分布の半順序に関

して，‘ c' よりも強い関係が成立することを示している.

b) (Stoyan[25]) M/G/1 型のシステム(同じ到着率

をもっ)において ， n 番目の客のザービスの聞に到着す

る人数を Çn' サービス終了時刻後の待ち人数を Qn とす
(2) _ (2) (2) 

る.このとき， ScS' ならば:， çηcÇ'm L tこカ:って QncQ'n

となる.また，時刻 t で窓口の空いている確率を九 (t)

とすると ， ScS' ならば Po (t) "?Po'(t) となる.

c) (Rolski & Stoyan[23J) 機械・修理系(機械 m 台

で修理工 1 人，機械の故障率を I とする)において，平

均稼動台数をMとおくと ， ScS' ならばM孟M' となる.
(1) (2) (3) 

Stoyan らは， このようにして，関係cを c ， cに弱

めることによりシステムを比較できる範闘を広げること

ができた. しかし， 彼らの論法も卜分ではない. それ

は，定理 2 の関係が適用可能なシステムに対してのみ有

効である.たとえば，複数窓口系に対して拡張すること

を考えてみよう.簡単のために窓口は 2 つ，すなわち，

GI/G/2 型モデルをあっかう.その待ち時間ベクトルを

Wn=(Wη ， 11 Wn，2) とすると Wn =vVn >1 であり，つぎ

の関係が満足される.

(2.7) Wn+ 1>， =(min(Wn " 十 Sη T"， Wn ,z-Tn))+ 

(2.8) Wn+ 1>z=(max(Wη >1 + Sη-Tn， Wη '2-Tη ) )+ 

ところで，ヂα (X) =(min(x， a))+は，単調ではあるが，

非凸型関数であって定哩 2 の関係は適用できない.現在

までのところ ， GI/G/c に対する半順序関係Cについて

はなにも証明されていない.だが， c~，こ対しても (2.6)

と同様な結果が成り立つものと予想される.

また，このような半順序による一般のマルコフ連鎖の

比較研'先も， Kalmykov 日目にはじまり，その後も，
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Daley[ 7 J , O'Brien[20J , Franken & Stoyan [1 lJ , 

[12J , Stoyan[25J , [26J らにより展開されている.

3. より強い結果への展望

Daley & Moran および Stoyan 夫妻らの結果では，

待ち時間分布の半順序が，入力に関する同じ半順序から

導かれたが，もし入力に関する条件だけをゆるめること

ができれば，より望ましい. この場合，各時点での半順

序を導くことはむずかしいが，定常分布だけを問題にす

るかぎりにおいてはそれが可能となる.たとえば Mi­

yazawa [17]は，任意時点および到蒼時点での系内人数

に対してつぎの結果をえた.

(3.1) M/D/lーく…ー-<.M/九+t! 1 ーくM/Ek/ 1ーく回一

ーくM/M/l

(3.2) ら/FA/lベM/M/lベら/FB/l

ただし，半順序関係ベはè1)系内人数の定常分布に対して

確率的大小関係すなわちcが成りたつことを意味する.

またすべてのシステムは同ーの p をもっとする.なお，

一般に G/F/l は ， T , Sの分布が G， F である GI/G/l

型モデルを示し ， GA(GB ) はつぎの関係を満たす分布で

ある.

(3.3) roo(I-GA(u))du/(1ーら (t) ) ζ 

j:;uGA(du)=加 (vt>O)
(GB に関しては不等号の向きが逆となる)

この分布は，いわゆる νGA-MRLA(νGB-MRLB) とよ

ばれているもので， IFR(DFR)型分布を含む.したがっ

て， (3.2) は M/M/l がかなり広い範囲にわたり安全側

の評価をしていることを保証する.関係(3.2) は，“保存

の法則" (conservation law) とよばれる方程式を用いて

証明されるが，この場合にも複数窓口系への拡張は特殊

なものを除いてむずかしい.

今後，モデノレの比較，とくに定常分布の半順序につい

ては， (1) Miyazawa が示したようなより強い結果を

もっと広い範囲に拡張すること， (2)複数窓口系の場合

の半順序，などが課題となるであろう.著者らの行なった

数値計算によれば，いままでに証明されているより広い

範聞にわたって半順序cの成りたつようである.具体的

には， GI/G/c において， T2T， dSF ならば， 1372137f
が成立するものと予想される. Stoyan の方法論は，こ

のような問題に対して手がかりを与えてくれたので、ある

が，より強力な方法論の出現が待ち望まれる.

4. 複数窓口系と単一窓口系の比較

前節では同じ型 (GI/G/l) のモデルで，入力が異なる

場合を比較した.しかし，システム設計などにおいては，

1976 年 6 月号

児なるシステム問でも比較したいことがある. Stidham 

[24Jや Yu[35Jは，同じトラフィック密度をもっ GI/Ek

/c を c=1 と c>1 の場合について比較した.いま，それ

ぞれのシステム定常状態における系内人数を L(j)， ま

た客の系内滞留時間(待ち時間+サーピス時間)を V(j)

(j =I , c) とすればつぎの関係が成立する.
(1) (1) 

(4.1) L(l)cL(c)cL(I)+2c-l 
(1) (1) 

(4.2) V(I) -UcV(c) cV(l) -S(I) +S(c) +U 
(2) 

(4.3) V(l) cV(c) 

ここに， S(r) =max Sj' U=Tt+ … +Tc- t とする.ま
l :.Çj豆γ

た， Mori[19Jはこの特別の場合として G/D/c， GI/M/c 

に対して
(t) (1) (1) 

(4.4) W(I) コ W(2) コ・・…コ W(c)
(1) (1) (1) 

(4.5) V(l) cV(2) c …...cV(c) 

を示した. ここで， W(j)は窓口数 J の系での定常状態

における待ち時間を示す.

一般に，同じ p(=ES/cET)をもつならば，窓口 1 つ

のほうが能率がよいであろうから ， L， V を小さくするこ

と，逆に，窓口数の多いほうが待たされる時間 W は小

さくなることが予想される.上の結果は，このことを実

際に保証している.しかし，一般のサービス分布に対し

ては， (4.3) , (4.5) などが成立しない例を Brumelle[6J

はえている.

なお， (4. l) ~(4. 5) の結果は，前節までの半順序に関

する結果と合わせれば，複数窓口系問における比較に対

して 1 つの手がかりを与えてくれる.

5. システムの連続性

これまでモデルの特性値の大小関係を考えてきたが，

‘近さ'を調べることも重要な課題である.モデルの頑健

性や，モデル聞の近似問題をあっかうときには，‘近さ'

の概念が必要とされる.‘近さ'を一般的に論じる 1 つの

方法は，なんらかの距離をモデル聞に導入することであ

る.またはそれらの待ち時間(または待ち人数)分布聞に

導入することである.しかし，いままでのところこれら

に関する具体的成果はあがっていない.

このように距離を導入して，それを評価することはな

かなかむずかしいが，単に連続性を示すことについては

近年めざましい成果がえられている.これは， Prokhoｭ

rov, Skorokhod, Billingsley([ 2 J 参照)らによって，

確率過程に関する弱収束(分布の意味での収束)の理論が

教備されたことによる. これらにもとづき Kennedy

[16Jや Whitt[34J は ， GI/G/c 型モデルの連続性，すな

わち，入力過程の分布を十分近づければ，各時点での待

ち時間や待ち人数の分布も近づけることができることを

示した.
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他方， Borovkov [4 J , Franken & Stoyan [IIJ , 

Stoyan[29J らは， 定常分布についての連続性を研究し

た.ことに Borovkov は，ほぼ完全な結果をえている.

彼は，問題を一般化し，確率過程上の汎関数が弱収束す

るための条件を調べた.たとえば i. i. d. r. v's Xn= 

{X♂}お上の汎関数￠を

(5.1) cp(X'η)=max(O， X♂， X:♂+Xzn， …..) 

(n=0, 1, 2, …) 

によって定義する.いま確率変数の弱収束(すなわち分

布の意味での収束)を， iZによって示す.まず刊:存在
するための条件として EXη<O(n=O， 1 ， 2，一)を常に仮

定する.このとき
d 

(5.2)ψ(Xiη) → cp(XO) (n→∞) 

なるための必要かつ十分な条件は
d 

(5.3) Xn • XO (n→∞) かっ

E(Xn)+ • E(XO)+ (n→∞) 

により与えられる.

さて， Xi=Si-Ti とおけば， cp(X) の分布は， GI/G/l 

の待ち時間の定常分布と一致する. したがって， (5.3) 

は，この分布の連続性が成立するための必要十分条件に

なる . GI/G/c や，損失係のシステムに対してもほぼ同

様な結果がえられる([ 4 J 参照). Borovkov の結果は，

非常に一般性があり，待ち行列だけでなく広く各種のシ

ステム，たとえば信頼性システムなどにも応用できるも

のと思われる.

この他連続性と直接関係はないが， Delbrouck[9Jは，

GI/G/1 の待ち時間分布の型について興味ある結果をえ

ている.待ち時間分布のクラスのなかで， M/G/1 型の

場合の分布(これを PolIaczek 分布とよんでいる)がかな

りの範囲を占めることを示唆し，またそれらの分布は，

平均と分散によってほぼあらわしうることを主張してい

る.

たとえば，待ち時間分布の多くが，それと(トラフィ

ック密度 p をかえて)待ち時間の平均・分散を等しくし

た M/M/1 と M/D/1 の分布で，上下からきわめてよく

近似できることを示している.

まとめ

待ち行列システム聞の関係を一般的にとらえようとす

る研究のいくつかを紹介してきた.このような立場から

の研究の必要性はかなり以前から指摘されていたが，今

日ょうやくその足がかりができた段階といえるであろ

う.

待ち行列問題においては，依然個々のシステムの解析

が主流であるが，計算機による数値計算法の発展にとも

ない，集積された個々の結果は，大変な量になっていく
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ものと思われる.今後は，これらのデ{タをいかに合理

的に整理していくかということが，問題とされるであろ

う.

その 1 つの好例として，最近の Takahashi& Takami 

[32J , [33Jの仕事があげられよう.彼らは， M/Ek/C 型

の状態確率をうまく集約して Lumped Markov Chain 

としてあっかいガウス・ザイデ、ノレ法により効率よく計算

する方法を案出し数多くの計算を実施している.さらに

この多量の結果を整理し ， M/Ek/c の平均および分散が

M/D/c と M/M/c のそれらの値の簡単な線型結合で近

似されることを見いだしている.いわば，膨大なデータ

から l つの実験式を与えているのだが，その誤差はきわ

めて小さい.このような果敢なる数値実験の試みは従来

の待ち行列研究に欠けていたもので今後の発展が大いに

期待される.

本稿でのベてきたモデルの比較という観点は，多くの

データの整理に役に立てられるであろう.もしこれら理

論や，数値実験の結果を考慮した数表などが整備される

ならば，待ち行列モデノレの有用性は，応用面においても

もっと大きくなるのではないかと思われる.
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