
必事シ

臼解説 LL三広三子よ

(3) 夢。行逆般--畠

士

行列Aの列ベクトルをグラム=シュミット法で直交化

すると ， Aは直交行列の mXr 部分行列 Qγ と rxn 上三

角行列 U の積

A=QP 

に分解されます.したがって

A+=U+QTt 

(9 ) 

国辺

今回は， Moore-Penrose 一般逆行列とこれに関連す

る計算についてのベる.

~1. 

田

直接法によるA+の計算法

となります.

これらの分解を用いて A+ を計算するためには， rxn 

上三角行列 U の Moore-Penrose 逆行列 U+ を計算する

ことが必要です.このために，基本的につぎの 3 つの方

法が考えられます[3J. 

口 コレスキー法

UUt をコレスキー法で

UUt= FFt 

と分解すると，式( 3 )より

U+=Ut(F-l)tF-l 

ハウスホルダ一変換法

ハウスホノレダ一変換によると，直交行列 P と ， rXr 

上三角行列 R が定まり

rR 寸
PUt=1 
101 

とし、う分解が行なわれます.P の最初の f 行からなる f

Xn 部分行列を九とするとき

Ut=PTtR 

となり，したがって

U+=P〆 (R-l)t

となります.

ロ グラム=シュミット直交化法

行列 Ut の列ベクトルをグラム=シュミット法で直交

化すると ， Ut は直交行列の nxr 部分行列 N と rXr 上

三角行列 R の積

Ut=NR 

mxn 行列 A を mxr 行列 B と rXn 行列 C の積

A=BC (1 ) 

( 10) 

)
 
-l
 
(
 

(12) 

口

( 3 ) 

(4 ) 

A は下三角行列 L と上三角行列 U

(2 ) 

と表現されます.直接法による A+ の計算はすべてこの

事実にもとづいて行なわれます[3]. B と C の階数が r

のときには

B+=(BtB)-lBt, C+=Ct(CCt)-l 

となりますから ， A+ は

A+=Ct(CCり -l(BtB)-lBt

と表現されます.

分解(1)を実行する代表的な方法は，つぎの 3 つの方法

です.

ロガウス消去法

消去法によって，

の積

に分解するとき ， A の Moore-Penrose 逆行列は

A+=C+B+ 

( 13) 

と分解されます.

口ハウスホルダ一変換法

ハウスホルダー変換[2Jによると，直交行列 Q と rX

n 上三角行列 U が定まり

QA=[~J 
という分解が行なわれます.Q の最初の f 行からなる部

分行列を Qγ とするとき ， A は

A=QTtU 

と分解されたことになりますから

A+=U+Qr 

となります.

ロ グラム=シュミット直交化法

(14) 

(15) 

( 5 ) 

(6 ) 

A=LU 

( 16) 

(17) 

に分解されます.したがって

U+=N(R-l)t 

( 7 ) 

(8 ) 
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となります.
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これらの方法を適当に組み合せて用いることにより

.'1.+ の計算法がえられます. 私たちの経験で、は， ガウス

消去法とコレスキー法を組み合せて用いるとよい結果が

えられるようです[3 ]. 

~ 2. 擬ニュートン法によるA+の計算法

mxn 行列 A に対して，擬ニュートン反復公式

Xi+ 1=Xi+ X.も (lm-AXd

=X;+ (Lη-XiA)X乱

(i=O, 1, 2,…) 

Xo =aAt 

によって生成された nXm 行列の系列を {X;} とします.

有限系列 S(k) を

( 18) 

k 

S(k) 三日L: At(Im一日AAt)i

(19) 
k 

=日L: (1，π一日AtA)iA

とおきますと

X!=S(21-1) 

が成りたちます.前回にものべましたが

0<日 <21IAIIz-2

となる a を選ぶとき

lim S(k) =A+ 
k→∞ 

(20) 

(21) 

(22) 

+
 
A
 

一
一

九百

m

ら
ぬ

h

，
刀ずで

(23) 

となり，反復法( 18)によって A+ を計算することがで

きます[1 ， 4J. このとき

A + -Xz=A+ (l-AXl-1)2=A+ (1 -AXO)2
Z 

(24) 
= (I-X，トlA)2A+=(I-AXo)2

LA+ 

となり ， Xz は A+ に 2 次収束します.式(23) より

lim XzA= PR<At)N(A) 

lim AXZ=PR<A)N(At) 
t→∞ 

(25) 
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図 1 擬ニュートン法における traceAXi

1976 年 6 月号

であることがわかりますが，さらに興味深いことには

trace X1A=trace AXz (26) 

は l(註 1) の単調増加関数で

lim trace XzA = lim trace AXz = rankA (27) 

が成りたちます [1 ， 4]. したがって，反復法 (18)を用い

ると ， A+ のみならず， A の階数をも計算できます.

行列 A=(aij) の 2 つのノルムを

π 

IIA!I∞三 max L: laijl 
1 孟t 壬m j=l 

!IAII，三 max L: laul 
1 亘f;孟ηi=l

(28) 

と定義すると，不等式

i!A1122吾川ifoo!IA;h (29) 

が成りたちますから，不等式(21) を満たす aを容易にみ

つけることができます.

図 l はある 8 X 8 行列Aに対して，反復法 (18) を適用

したときの traceAXi の動きを示したものです.この反

復法の収束のしかたは， A の特異値の分布に依存するの

ですが，この場合の特異値は町= 8 X 106 ， σ2キ 5499，

σa =Þ 5422， <T.=Þ 5291 ， σ5 宇 19， σ6=4， σ7=σ8=0 です

[6 J. 

~ 3. 共役傾斜法と Moore-Penrose逆行列

共役傾斜法と Moore-Penrose 逆行列は連立一次方程

式の最小二乗解を介して密接に関連しています.

mXn 行列 A を係数行列とする連立一次方程式

Ax=b (30) 

の最小二乗解を，共役傾斜法で求めることができます.

共役傾斜法では，反復公式

ro=b-Axo, Po=Atro 
ai=IIAtriI122/IIAPiI:22 

(31) Xi+l ==Xi十 aiPi

η+1 =b-Axi+t=η-aiApi 

i゚=IIAtri+11122/IIAtri!122 

J内+1 =Atri+1+んあ

を用いて ， Pi=O となるまで，ベクトノレの行列 {x;} ，

{η }， {p;l が生成されます.理論的には有限回のステッ

プ k( く湘^n)で Pk =O となります.ただし m八R はm と

n の小さいほうをあらわします.このとき

xk=A+b+ (I-A+A)xo (32) 

となり，連立一次方程式 (30) の最小二乗解がえられま

す.ただし ， Xo は任意の初期ベクトルです. xo=O と選

ぶと，最小二乗解のなかで，ユークリッドノルム最小の

解が生成されることになります.

(32)式の右辺の行列は
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I-A+A=PN(AlR(Atl (33) 

ですから，反復法(30)において b=O とおけば，任意の

ベクトノレ Xo の N(A) の上への正射影が計算されます.こ

れを応用して，確率行列の定常確率ベクトルを計算する

ことができます.

mxmD7ll P=(Pij)が
ηs 

Pij註0， L: Pij=l(i=I , 2, …, m) (34) 
)=1 

を満たすとき ， P を確率行列とよび，横ベクトノレ a=

(aha2' "'，日間)が

nu 
注目一

一
α
 
m
Z
M
 

R
 

日一
一

日 (35) 

n) で Pr(kl=O となり，このとき

Xk=A+十 (1m-A+A)Xo (41) 

が成りたちます. Xk はAの最小二乗型一般逆行列です.

反復公式 (40) と双対な公式をもつくることができますが

それはAのノルム最小型一般逆行列を生成します[6J. 

いずれの公式においても初期行列を XO=O とするとき，

Moore-Penrose 逆行列 A+ が生成されます.このとき

trace AXi=m-JlRr<il JI/ (42) 

が成りたち，これは k の単調増加関数となることは先

にのべた擬ニュートン法の場合と同じです[6 ].また，

Xi三 Xdi>k) と解釈すると，この場合にも式 (25) ， (27) 

を満たすとき ， a を P の定常確率ベクトルとよびます. が成りたちます.前節にのべた 8 x 8 行列に，共役傾斜

定常確率ベクトル α は連立一次方程式 法 (40)を適用したときの traceAXi の動きを示したもの

(I-Pt)at=O (36) が図 2です完)

の解にほかなりませんから，共役傾斜法(3 1) をこの方程

式に適用することにより計算することができます. なお前回の (29)式のわは Ut の誤りでしたのでお詫び

確率行列 P が regular または cyclic ergodic である して訂正いたします.

場合には，定常確率ベクトルは一意的に定まり，その各 参芳文献

要素は正となります.このとき，反復公式(3 1 )において

A=I-pt, b=O , x o=(I , I,"', I)t (37) 

とおけば，方程式 (36) の解 x=(ιι …， ~m)tキ0 がえ
符包

られます. Ixl 三 L: Çi とおくとき， Ixl キO となり

日三x/lxl (38) 

は， P の定常確率ベクトルとなります.Pが一般の確率

行列の場合に関しては文献[7]でのベてあります.数理

計画法における Gradient Projection の計算にも共役

傾斜法を用いることができます[8J. 

Moore-Penrose 逆行列 A+ は，担 xm 行列 X の二次

関数

jllm-AXfl/ またはii1η-XAII/ (39) 

を最小にするXのなかで，フロベニウス・ノルムJl XJlF三

(traceXt X) 112 が最小となる唯一の行列Xとして特徴づ

けられます.この性質を利用すると A+ を計算する行列

の共役傾斜法がえられます.すなわち

共役傾斜反復公式

R/Ol=Im-AXo 

P/Ol =AtRr(Ol 

ai=IIAtRγ吋 l l///I/ APr(川1/

Xi+1 =Xi+aiPr(i) (40) 

Rr(i+1l =Im -AXi+1 =Rγ〈わ -aiAPr'il

i゚ =11 AtRr'i+llll//JI AtRr<il 11/ 
Pr(i+ll=AtRr (i +1l+んPr( i)

を用いて， PT〈臼 =0 となるまで，行列の系列 {X;} ，

{Rr(わ}， {Pr(吋を計算します.ただしんは m 次の単

位行列とします.理論的には有限同のステップ k(<m八
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図 2 CG法における traceAXi
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