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一ー一一畠 般逆行列 (2) 

田辺同士

前回は一般逆行列と連立一次方程式や射影行列との代 E確にのべることができます.

数的関連についてのべました.今回は線型写像としての 反射型一般逆行子iJ AT- に対して ， R(Aγ一)と N(Aγー)

一般逆行列の意味，および特異値分解との関連について はそれぞれ N(A) と R(A) の補空間です.すなわち

のべましょう R(AT-) ⑤N(A)=Rn

~ 1. 線型写像としての一般逆行列

前回と同様に n 次元縦ベクトノレ全体からなる実ユー

グリッド空間を Rη とあらわすと ， mxn 行列 A は Rn か

ら R市への線型写像

A: Rn3X 一一→ AXERm (1) 

を定義します.以後このように定義された線型写像をも

との行列と同一視して A であらわすことにします.A の

像空間と核空間をそれぞれ

R(A) 三 {yERm; Ax=y, xERn} cR明

N(A) 三 (XεRη ; Ax=O}cRn 

とすると，一般に N(A) は Rη の真部分空間 (N(A) Ç;

Rn) となります.そこで， N(A) の適当な補空間V

V⑤ N(A)=Rη(2) 

を考えます.ただし，②は直和をあらわします.すなわ

ち ， Rη に属する任意のベクトル Z が nこ属するベクト

ノレ x， と N(A) に属するベクトル x2 の和に一意的にあら

わされるような空間 Vを考えます. (図 1) N(A) の補空

間 Vは一意的には定まりませんが，いずれをとっても，

線型写像A を部分空間 Vに制限

した Vから R(A)への写像

AR(A) , V: V3X一一→

AXER(A) (3) 

l工全単写 (1: 1 かつ上への写像)に

なり，したがって逆写像AR(Al ， V- 1

をもちます.おおざっぱにいう

と， このAR駅(A必)， Vγ-1 を，定義域カが: 

R叩へ， 値域が R

適当に拡張した線型写像が A の , 
一般逆行列なのです.このことは N (A) 

反射型一般逆行列の場合に，より 図 1
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R(A)EÐN(A Tづ =R明 (4) 

が成り立ちます.このとき ， V三 R(A r-) ， W三N(Aγ一)

とすると，任意の yER怖に対して

AT -y=AR(A) , v-1 PR(A) , wy (5) 

となります.ただし ， PR(A) ， W は W に沿う R(A) の上

への射影行列とします. (凶2)

逆に，任意の補空聞を V， W , 

V② N(A)=Rη 
(6) 

R(A) ( W=Rm 

とするとき，これらの部分空聞を像空間，核空間とする

一般逆行列 A-

R( A- )=V, N(A-)=W (7) 

が一意的に定まり，それは必ず反射型一般逆行列となり

ます.これを Av， w+ であらわすことにします.

X=Av， w+ とするとき

XA=PV,N(A). AX=PR(A) , w (8) 

が成り立ちますが，逆にこれを満足する Xは必ずしも

一意的には定まりません.したがって，前回の式(16) の

かわりに，この式によって反射型一般逆行列 Avw+ を

定義することはできないことに注意してください
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XEõ {Ar一}とするとき

X=AR(X), N(X)+ , A=XR(A) ,N(A)+ (9) 

が成り立ちます.また， V, Wをそれぞれ N(A) ， R(A)

の普通の内積の意味での直交補空間，すなわち

V=R(At) , W=N(At) (10) 

とすると ， Av, w+ は Moore-Penrose 逆行列A+に一致

します.

式 (6) を満たす任意の補空間を V， W とするとき ， Rn 

と Rm の内積をそれぞれ

くX"X2 >=x2tNxh <Yl> Y2>=y,tMYl (11) 

ただし

M~ (PR(A) ,W)t PR(A) , w+  (PW,R(A))tPW,R(A) , 

N== (PV,N(A)) t PV,N(A) + (PNCA) , v)t PN(A) , v 

(12) 

と定義しなおすと ， V， Wはこの内積の意味でのN(A) ，

R(A) の直交補空間になりますから ， Av， w+ を A+ と対

等のもの(あるいは A+ を一般化したもの)と考えること

ができます. 実際， 内積(1 1 )から導かれる距離(ノル

ム)をそれぞれ lixllN 三、/云百万i:， !Iyl;~= "'!ilMy とす

るとき，連立一次方程式

Ax=b (13) 

の重みつき最小三乗解，すなわち

11 Ax-b 11M
2 

(14) 

を最小にする♂のなかでノルム IlxIIN が;最小の解は

Av, w+b になります.

これと同様の考えから，任意の正定符号行列M， Nに

対して，内積を( 11)で定義することにより，最小ノルム

型一般逆行列 Amーや最小二乗型一般逆行列 At- に対応

する一般逆行列を定義することができます.条件

AXA=A, (NXA)t=NXA (15) 

を満たす一般逆行列 X をN ノルム最小型一般逆行列と

よび， Am<N)ーであらわします.連立一次方程式( 13) が

解をもっときには， Am<N)-b は，ノルムJi xllN が最小の

解となります.また，条件

AXA=A， リIAX)t=MAX (16) 

を満たす一般逆行列 X をM最小二乗型一般逆行列とよ

び， A!<M)ーであらわします. A!<M)-b は連立一次方程式

の重みつき最小二乗解となります.

条件 (15) (1 6) を満たす反射型一般逆行列を Moore'

Penrose 型一般逆行列とよび， .4MN+ であらわします.

X=AMN+ とするとき

AMN+=AR(X), N(X)+ (17) 

となりますから，反射型一般逆行列はすべて，適当なノ

ルムのもとで Moore'Penrose 型一般逆行列であること

がわかります.
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~ 2. 特異値分解と一般逆行列

行列の特異値分解を用いると，一般逆行列の行列とし

ての性質がし、っそう明らかになります.

任意の mxn 行列 A= (aij) に対して，特異値分解と

よばれるつぎのような分解が存在します.

A=UDVt, (18) 

ただし D=(dij ) は mXn 対角行列(iキj今dij=O) でそ

の対角成分 dii =引は非負の実数で，特異値とよばれま

す.U と V はそれぞれ mxm， nXn の直交行列です.

特異値は σ1註σ2~"""~σγ>0 と順序づけられているも

のとします.このとき r=rank A です.特異値分解(18)

は行列の写像としての性質を端的に表現しています.す

なわち写像A

A:xー→Vtx-→D(Vtx)ー→U(DVtx)=Ax

( 19) 

の第一段と第三段はベクトノレの回転・鏡映をあらわし

第二段はベクトルの成分ごとの拡大・縮小をあらわして

し、ます.

ベクトルのユーグリッドノルム 11 X 112 から導かれる行

列 A のノルムを

11 A 112= max II~主Ik (20) 
X IIxll2 

とするとき ， IIAIf， =σ1 となります.また，行列Aのフロ
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(21) 

に対して， 11 A IIF=J t a~: となりますいま 0 でない
特異値 σz をその対角成分にもつ対角行列を d とします.

中 σ) (22) 

このとき，ー般逆行列 A一，最小ノルム型一般逆行列

Am- ， 最小二乗型一般逆行列 A~-J 反射型一般逆行列

Ar -, Moore-Penrose 逆行列 A+ はそれぞれつぎのよ

うにあらわされます
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一[ J;' 判。
o l 
o J 

I J-l 
A+ = V I I i 

o 

ただし ， F, G, Hはそれぞれ適当な部分行列とします.

If{交行列 U の最初Jの T個の縦ベクトノレが張る部分空間が

R(A) ， 直交行列 V の最後から n-r 個の縦ベクトノレが

張る部分空聞が N(A)であることに注意すると前節での

べたことがよりいっそうはっきり理解できるでしょう.

Moore. Penrose 一般逆行列の表現 (27)においては

rank A ， すなわち O でない特異値の数が重要な役割り

を負っています. A+ の形成にあたって，非零特異値が

いかに小さな値であっても o の特異値とは峻J.jlj され

ます.したがって ， A+ を A の要素の函数(写像)と考え

るとき連続写像ではないのです.このことが，一般逆行

列の計算に不安定性をもたらす最大の原因です.ある種

の不適切問題から導カ通れる行列は観測誤差，計算誤主主，

離散化誤差のために小さな特異値が生じ，本来の階数よ

りもみかけ上高い階数になっている場合があります.こ

のようなときには，その Moore.Penrose 逆行列はあまり

役に立たないことになります.もし私たちがその行列の

実質的階数 h をしっているならば，それを考慮して逆行

列もどきをつくると便利でしょう.行列 A の特異値分

解を (28) とするとき，大きいほうの k 個の特異値を対角

成分にもつ kxk 行列を

ム~(σσzσ) (28) 

と定義し， (27)のかわりに行列 Ak+ を

一[J~' : 1 v' 
(29) 

と定義するならば，いまのべたような場合には役立つで

しょう.この A，，+ を階数 k の擬逆行列とよぶことにしま

す• Ak+ は rank X=k(k壬rank A) となる行列 Xの中で

11 A-XII (30) 

が最小となる行列 Ak のMoore.Penrose逆行列です.た

だし，この場合ノルムは 11 ・ 11 2 と II.IIF の両方の意味

で成り立ちます.

以下にのベる Moore.Penrose 逆行列の漸近的表現は，

すべて特異値分解(28) を用いることにより容易に証明で

きます.

口 A+=a I;(I-aAtA)iAt (31) 
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ただし， 0<日く 211 A 112- 2 とします.この級数は連立一

次方程式 (1 3) の最小二乗解を求める線型反復解法

Xi+ 1 =Xi十日 At (b-Axi) (32) 

と密接に関連しています.ちなみに，この反復法は，方

位式( 13) の最小二乗解

A+b+ (I-A+A)xo (33) 

に収束します.

口 A+=lim(U+AtA)-lAt (34) 
入→+0

=limAt(U+AAt)-l 
入→ +0

Rl 三 (U+AtA)-lAt とおくと ， Rþ は函数

11 b-Ax 112'+2 11 x 1122 (35) 

を最小とするベクトルです.この第 i 項は残差平方和，

第 2 項は z のノルムの平方に A を掛けた一定の罰金

(penalty) で ， À→+0 にしてゆく過程は SUMT と同じ

考え方です.さきほど不必要な特異値を制御するために

階数条件っき擬行列 Ak+を導入しましたが，類似のこと

が凡を利用することにより可能となります.ただし

この場合は階数 h のかわりに正員Ij化パラメータ A を適当

に選んでやる必要があります.九は正則化行列とよば

れ， Tikhonov によって導入されたものです.

口 A+= I;(I+AtA)-iAt 

I; At(I+AAt)-i 

口 A+=limr1
exp{ -AtA(μ -s)}Atds 

μ→∞JO 

=Jrj;At 出p{ -AAl( μ -s) }ds 

参考文献

[IJ A. Ben.Israel and A. Charnes, SIAM J. 11 , 

pp.667-699, 1963. 

[2J G. H. Golub and C. Reinsch, Numerische Ma. 
thematik 14, pp.403-420, 1970. 

[3J D. Showalter, Proc. Amer. Math , Soc. 18, 

pp.584-586, 1967. 

[4J M. Sibuya, Ann. Inst. Statist. Math. 22 , pp. 

543-556, 1970. 

[5J K. Tanabe; Numerische Mathematik 22, pp. 
349-359, 1974. 

[6J K. Tanabe; Computation and Analysis 6-4 

pp.2-25 , 1975. 

[7J 田辺国士;日科技連:計算機活用セミナーテキス

ト pp.41-62 ， 1975. 

[8J A. N. Tikhonov , USSR Computational Math. 

and Math. Physics 5, pp. 181-188, 1965. 

(たなべ・くにお統計数理研究所)

277 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




