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一般逆行列 (1)

田辺国士

正方行列Aの行列式が O でないならば，行列方程式

AX=I, XA=I ( 1 ) 

を満たす行列Xがただ l つ定まり，逆行列と呼ばれ， A-l

であらわされます.このとき，連立一次方程式

Ax=ν( 2 ) 

は，任意のベクトノレ νにたいして，ただ 1 つの解をもち，

それはAの逆行列と右辺の積 A-lν とあらわされること

もよく知られています.ところが，最適化理論，推定理

論，制御理論，電気回路網理論などの分野では，非正則

です.ここでは， その中でも基本的であると思われる

(Rao-Mitra の命名[13J による)一般逆行列 generalized

lnverse について解説しようと思います.行列やベクト

ルにはすべて実数をその要素とするものにかぎって話を

進めます.R似は n次元縦ベクトノレ全体から成る竺間を

あらわし，ベクトノレ x， ν の内積くx， y) を

くx， y)=ytx

で定義することにします.

行列や長方行列がしばしば登場し，これをある意味で逆 S 1. 種々の一般逆行列
転することが要求されます.

したがって，一般のmXn行列Aにたいして， (1)に類

似の代数的関係が成り立つような“逆行列もどき" Xが

定義され，長方行列Aを係数行列とする連立一次方程式

(2)にたいして ， Xy にしかるべき意味を与えることが

できるならば，これらの分野における行列によるモデル

の表現，計算の運用あるいは推論の上で有用な道具とな

るでしょう.

この考えを最初に定式化したのは E. H. Moore( 1920) 

です.Lかし， 1950 年代になって A. Bjerhammar 

(1951 )や R. Penrose(1955) が独立にこの概念に再定式

化を与えるまで人々の注意をひきませんでした.その後

c. R. Rao( 1962) がMoore ， Penrose, Bjerhammar ら

よりも弱L、条件による定式化を与え，それを一般逆行列

と名つ寺け， S. K. Mitra とともにこの一般逆行列の系統

的な分類の研究を行なっています[13J. これに関してわ

が国では渋谷[6Jの研究があります.

そもそもの考え方からすれば，逆行列もどきは目的に

応じて多様に定義されうるわけで，実際この20年ばかり

の聞に数多くの文献が現われ，さまざまな逆行列もどき

が定義されています.ここにその名称の一部を拾ってみ

ますと pseudo inverse , semi inverse , generalized 

inverse, weak generalized inverse, constrained 
inverse , spectral inverse, Drazin inverse など多彩
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逆行列もどきXが満たすべき条件として ， Xy が連立

一次方程式 (2) の解となるという性質を要求することは

自然でしょう.“方程式 (2) の解が存在するような任意の

右辺yにたいして ， Xyは (2) の 1 つの解である"という

条件を満たすnXm行列 Xが常に存在します.これをA

の一般逆行列と呼び Aーであらわします. 一般に A

にたいして Aーは一意的には定まりません.A の一般逆

行列 Aーの集合を {A-} であらわします.

上の条件は“Xが行列方程式

AXA=A (3) 

を満たす"ことと同値です.このとき，解をもっ方程式

(2) の一般解は z を任意の 11-ベクトノレとすると

A-y+(I-A-A)z (4 ) 

とあらわすことができます.

この条件にさらに“Xyは方程式(2) の解の中で，ユー

グリッドの距離 Ilxi!2= 、/xtx が最小のものである"とい

う条件を加えても，これらを満たす行列 X も存在しま

す.これをA のノルム最小型一般逆行列と呼び， Antーで、

あらわします.これは，“Xが行列方程式

AXA=A, (XA)t=XA (5) 

を満たす"ことと同値です.ただし At は行列 A の転置

行列とします. (5) を満たす行列X の集合を {Am-} であ

らわします.
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右辺ベクトル γ の値によっては，方程式 (2) は解をも

たないことがあります.たとえば統計的線形モデルにお

けるパラメータの推定において登場する連立一次方程式

はほとんど常に解をもちません.このようなときには，

方程式 (2) の最小二乗解が意味をもつことがしばしばあ

ります.そこで，“任意の νにたいして， Xy は方程式

(2) の最小二乗解である"という条件をたてますと，こ

れを満たすXがやはり存在します.これをAの最小二乗

型一般逆行列と呼び， AIーであらわします.これは“X

が行列方程式

AXA=A, (AX)t=AX ( 6 ) 

を満たす"ことと同値です.一般に方程式 (2) の最小三

乗解は一意的には定まりません.一般の最小二乗解は，

z を任意の nーベクトルとするとき

AI-y+ (l-A1-A)z 

とあらわすことができます.

(7) 

そこで，“任意の ν にたいして ， Xy は方程式 (2) の最

小三乗解の中で，ユーグリッドノルム IIx l1 2 が最小の解で

ある"とし、う条件をたてますと，これを満たす行列Xは

ただ l つ存在します.これを Moore-Penrose の(一般)

f二(ぺ ) n {Am} 日 {A;}

都合のよい代数的性質をもっています.

(A+)+=A, (At)+=(A+)t 
(AAt)+=(At)+Aヘ (AAt) +AAt=AA+ (12) 

(UAV)+=VtA+Ut (U, Vは直実行列)

逆行列と呼び A+ であらわします.上の条件は官が ~ 2. 一般逆行列と射影行列
行列方程式

AXA=A, XAX=X 一般逆行列と射影行列の聞には密接な関係がありま

(XA)t=XA, (AX)t=AX 

を満たすことと同値です.

“Xが行列方程式

( 8 ) 

AXA=A, XAX=X (9) 

金満たすとき， これを Aの反射型一般逆行列と呼び，

Aγーであらわし，その集合を{Ar-} であらわします.

A とその一般逆行列 A- の聞には一般に

rank A 話 rank A- (10) 

とし、う関係がありますが， この等号が成り立つ一般逆行

列全体と {A r-}は一致します.

これらの一般逆行列は， Aが正別ならばふつうの逆行

列に一致するのですが，一般に図のような関係にありま

す.これらの中で最も重要なものは， Moore-Penrose 

逆行列 A+ です. A+ は A にたいして一意的に定まると

いう点、も好ましい性質です.

たとえば mXn 行列 A が fu Il rank のときには，

A+ は

A+=At(AAt) • (rank A=m のとき)

= (AtA)-IAt (rank A=n のとき)
(11 ) 

とあらわすことができます. (1 1)式の右辺のかわりにA+

とし、う記号を用いることにより，行列の逆転にまつわる

計算の運用に不必要な繁雑さをもちこまずにすませるこ

とができます. Moore-Penrose 逆行列 A+は次のような
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す. mXn 行列 Q の像空間，核空間をそれぞれ， R(Q) , 

N(Q) とあらわします.これらは

R(Q) 三 {yER地 ; Ax=y, XERn} cRm, 
N(Q) 三 {XERn; Ax=O}cRπ 

と定義されます.いま正方行列 Pが

P2=P, R(P)=8, N(P)=T 

を満たすとき ， P を Tに沿う S の上への射影行列と呼

び， PS ， Tであらわします.8 と Tが互いに直交補空間

であるとき，すなわち

Pt=P 

のとき，これを正射影行列と呼び Ps とあらわすこと

にします.

一般逆行列の定義から， X=Aーにたいして

(AX)2=AX, (XA)2=XA (13) 

となりますから ， AX, XA は射影行列です.いいかえ

ると

AX=PR(AX), N(AX) , XA=PR(XA) , N(XA) (14) 

が成り立ちます.式 (1) に対応するこの式は逆に一般逆

行列の定義への手がかりを与えているとも考えられま

す.

実際， Moore はこの立場から一般逆行列の定義を与え

たのです.以下に，前節で与えられた一般逆行列を射影

行列との関連で再定義してみました.
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{A一}= {X; AX=PR(A) , N(AX)} 

={X; XA=PR(XA) , N(A) }, (15) 

{Ar-}={X; AX=PR(A) , N(X)} 

={X; XA=PR(X) , N(AJ} (16) 

{Am-}={X; XA=PR( At), N(A) ( 正射影)} (17) 

{Ad={X; AX=PR(AJ , N(A'J ( 正射影)} (18) 

{A+}={X; AX=PR(A) , XA=PR(X)} (19) 

これらの関係式から

{A-}={X; AXAAt=At} (20) 

{Am-}={X; XAAt=Atj (21) 

{Ad={X; AtAX=At} (22) 

が成り立ちます.これらはすべて，それぞれの一般逆行

列の性質をあらわしているわけです.
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