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Reject allowance の問題f

梅林うも寿*

1. 要約

ヰ;論文では，生産計凶i決定の際E室長軽視されている reject al10wance の問題を取り扱う. この閉

鎖についてはこれまでいくつかの論文が発表されているが，初踏のものは実用化さど意留しながら

それらの結果は必ずしも満足すべきものではない.最近の論文としては [10J ， [11J があり， γ

/レコフ計画法の応用という意味で手法的に興味念そそるが，現実的応用という点でははなはだ疑

問被せざるをえない rej告ct allowanc邑問題の持つ性格上，日常的に業務に応用する必要が強し

そのためにはーーたとえば按取検査におけるごとく一一時数表作成，あるいは醤表誌が望まれるで

あろう.

この研究においては，このような数表，密表fじを行なうとともに多段階 reject allowan田理論

の民間，その定性的諮ー性質を解明しようと試みた.

2. はじめに

生産引佐Jjをたてる場合，いつ，どれだけの量な製造するかということが問題になるが，滋:に関

していえば，ある定められた規務を満足する製品(以後簡単のためにこれを良品，そうでないも

のを不良品ということにする〕を必要最だけ確保することにある.

しかし一般の生産工程では，偶然変動その他によるある躍度の不良品が必然的に発生するの

で警民票量を得るためにはどうしても余裕をもった生産計画をたてなければならない.この余

裕識を通常陀j巴ct allowance (または shrinkage allow組むe， scrap allowance) という reject

allowance が大であると必要最以上のものが発生し，小であると所定の:量が確保できないという

事態を惹起する.工程における不良本の発生は，たとえ生産ロットの大きさが同ーであゥても，

毎回一定しているものではなく，ある確率分布せどするおのであり，その分布を考癒したうえで，

議議な reject allowanc告を決主主しなければならない‘ここで最適という意味は，考癒の場におけ

る利益最大，損失最小を意味し，具体的には超逸品の発生や，盤的不足などに伴うコストの最小

化などがこれに相当する.
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206 梅林光芳

reject allowance に関して発表された論文について，初期のものは'夫丹i 上の視点に立って理論

展開を行なっているが，それらの方法は大別して二つのタイプに分けられるようである.第一の

タイプは，近似解を合理的に少ない努力で見いだすためにいくつかの単純化を試みているもの

で，たとえば[ 1 J では生産個数 n を n十 1 に増加する場合の直接費の土台加と利得の増加をバラ

ンスさせる形で最適生成c個数を決定する方法を提唱し [4J ， [5J ではより一般的モデルでこ

れを行なっている.

第二のタイプは [6J ， [7J でかなり広汎なコスト・モデルが取り倣われている.すなわち，

量的不足の起こったとき再生産を行なうが，その際必要とされるコストおよび超過品に対するコ

ストもモデル化されている.ただし前者では計算 i二一般性に乏しく，後者ではこの点をかなり改

苦しているが，実際の計算上で試行錯誤的プロセスを含んでおり，問題となる点も多い.

以上の論文で、は，結果が生産完了後判明すること，し、L、かえれば検査時点が計画したロットの

生皮終了後である場合を前提としていた.したがって reject allowance は生産前に決定しなけれ

ばならない.これに反して[10J ， [l1 J では， ロソトを函IJ ロットに分筈IJ し，面IJ ロット単位に生

産，検査を行なう多段階方式を論じている.すなわち， 1 高IJ ロットの生産完了後検査を行ない，

良!日1の数の累積を逐次記録していく.そしてこの数と期を示す指標(すでに生産した副ロァト

数)とを勘案して次期の計画をきめる方法である.ここではマルコフ計画法の理論が援HJ されて

おり， [9 J にその基礎をおいている.現実の生産工程で副ロットの分割が可能であっても，そ

のつど司かなりな規模の LP モテ、ルを解かなければならず，実用的とはいいにくい.

この論文では， 日常的な業務への適用面も重視しそのためのモデル，言十算法の開発，および

その結果としての数表，図表を作成するとともに，現実に立脚した多段階 reject allowance を研

究し， これに付随して起こる定性的性質を明らかにすることをは的としている.

3. 多段生産計画と reject allowance 問題

この節では，多段階 reject allowance の定性的性質を研究することが LI 的である.

通常の生産形態では生産における時間的制約が存在する.たとえば与えられた納期までに所定

量の製IIhを得ることであるが，いま仮りに最初の生産結果をみて， もし量的充当が行なわれない

場合，その不足分に対して追加生産をするだけの時間的余絡があるとしよう このときたかだか

2 回の計画が l可能であるとの前提のもとで，各回における reject allowance をどのように定めた

らよいであろうか.すなわち必要(良品)生産量を N とすると，第 1 回，第 2 回の生産計画で

の手配数をどのように決めたらよいであろうか.第 1 回の生産で、良品数が N 以上になれば，も

ちろん第 2 回 u の;fI'[ilij は J5-えな L 、が， もし最初Jある t'!l度不足が生じた場合，第 2 回目はその不足

分を補うために生}Jfflrlï出iをたてることになる.

問題をこのように考えてくると多段生産計画となる.ここで|生産段階数」なる概念を導入す

る(以後簡単のため段階数とよぶ) .段階数が n であるとは次のことを意味する.計画上は生産

をたかだか n 回と定める.各回のJ-l会副は前回の結果をみて行なうものとし，もし z 番日 (1 豆 i<n)
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の計画までで必要(良品)生産量が確保できれば，その時点で、生産を完了とする.依然として不

足が存在すれば， (i十 1) 番目の計画では，その不足分に対して適当に定めた reject allowance を

用いて計画1を立てるわけである n 回の生産終了後なお不足が存在するとしても，そこで全計画

は完了し，以後の生産は行なわない.具体的に ， n は生皮定了までの時間間隔一一納期等の制約

により決定される一ーと 1 ロソトの生産j問問より決定される.

3.1 定義と記号

ここで多段牛.産計岡問題を解析するために定義と記号を定める.

z 一 良品量
一一一一

計両生産量

r は工程歩留をあらわすが， これは一定なものでなく.生皮ごとに変動する確率変数で、ある.

1 はまた(製品量)/(使用材料匿)と定義したほうが実際的な場合もある.とくに化学工業や鉄鋼業

などで、みられる連続体を製造する場合などはそうである.

f(x) : x の確率密度関数， f(x) の連続微分可能性を仮定する.

α: 計四歩留航 (0<α豆 1) ， W: 必要生産量，すなわち W が社両生産自:となる.この場合の
α 

問ject allowance は(:-W) 一般に生産計画を定めることは α を定めることと同値で
ある.このとき実際の工程歩留が d であるとすれば， a'>α で、超過!日が発生し ， a'<α 

で数量不足となる.

P: 量的不足を起こす確率，段階数 n=l のときは Pサ(x)dx.
α町:段階数が刊であるとき番目の計画 (1豆垣間)における計画歩留値 P"i= f"'!(x)ぬは

そのときの不足確率で，これは (i-1) 以前のすべての段階で不足が存在する場合にのみ

考える条件付確率である.ここでは工科.歩留の分布がロットの大きさに独立であると仮定

する.

段階数について，その利害得失を比較するために n 回の生産完了後量的不足の起こる確率 3 を

等しいとおくことにする.すなわち，

(3.1) p" ， .p" ， ・… .p，，"={3 (n=1 , 2 , …) 

とする. (3.1) の条件によってはじめて生産段階数相互間の比l絞が可能であり，各段階での計 iiúj

歩留品s も決定できるのである.

仮定 (3. 1) において P"i(i=1 ， 2 ， … ， n) は確率であるから，明らかに l 孟P"i ミ~(3(i =1 ，… ， n) であ

り， (3.1) を満足する点 (Pn l' P nZ ' …, Pun) は n 次元 Eudid 空間において有界閉集合 5nß を作る.

8n゚  {(P"" p"" …, P ,,")J1 ~ p，勺三~ {3 (i = 1 ，… ， n) ， 日 Þ"i = (3) 

S，，ß の任意の点に対して計ー岡の集合 W，，ß が対応する.ここに W，/= {(wl1 l' 叫"… ， UJlIJ r 叫i~O (�= 

1,… , n)} である.ただし，叩町(i=l，… ， n) は i 番目の段階における計画生産量を表わすものとす

る.

集合 S，，ß から集合 fV" ，9 への対応、は 1 x-{1ではない.たとえば P町=1 とすれば， (k-1) 段階ま

で、の不足Ji\: W' に対して O~玉叩町三五 W' なる任意の言|両量 w川が対応し，号|両としては一意に定ま
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208 梅林光芳

らなし、(ただしこの場合でも WnP から SnP への対応は一意で、ある ) .すべての什こ対して l>Pni >β

なる SnP の部分集合に対しては，理論上 WnP の適当な要素に一意に対応し，したがって計画も

ただ一通りに決定することができる.

われわれの目的は，集合 sf のうちからある基準により定められた最適計闘を求めることであ

るが，ここではまず計画の優劣を判定する基準として，平均超過量 (mean over products，以下

簡単のため MOP と略記する)および平均使用材料 (mean material quantity, MMQ と略記)

をとりあげ検討してみることにする.

3 ・ 2 MOP について

生産段階数 n=l のとき MOP を 01(β) とすれば，

(3.2) 01(゚) = f (:x-W)川x=W f(云一削x)dx

ただし α は与えられた β に対して ß= ff(X)dX で定められる
次に n=2 について考えてみよう. (3.1) から P2 ， ・ P22 =β を満足する集合 (P21 ，P22) = S2P のう

ちで P2 ，= 1, P22 =ß とし ， P2 ， =1 に対応する初回の計画のうち，計画生産量加2，を叩2 ，三五W なる

ように任意にえらぶと，このときの MOP の値 02(ß) は次式で与えられる.

(3.3) 02(β) = (W-W2 1吋1(_~__引x)dx

ここに dt11f(Z)dz で平均工程歩留である
(3.2) と (3.3) を比較すると明らかに 01(ß)>02(ß). したがって MOP については，不足確

率。を任意に与えたとき生産段階数 n=2 のほうが少なくてすむ.このことは一般の場合に拡張

され， β がある一定の値に固定されれば， n が大きいほど MOP を小さくすることが可能で、あるこ

とが示される.そのためには n=k のときの任意の計画 (Pk"Pk" … ， Pk.)ESkP に対して (P(k十 1)υ ・

P(k+l) (k+l))fSk+1ß を適当にえらんで， Ok(ß)>Ok+1(ß) にすることができることをいえばよい.

(3.1) にならって

(3.4) Pk ， ・ Pk2 ・…・P勺 = P(kl1lJ .p(れ1) 2 ・…・ P(k+ 1)(k+l) = ゚  

と仮定しよう.

P(k+1)i = Pkj(i = 1 ， 2，… ， kー1) ， P(糾 1) k 1, P(k+1) (れ 1) Pkk 

とおけば，明らかに (P(糾 1) l'・ '， p(れ1)(k+ 1) )ESk+λ いま ， SkP の計画に対して (kー 1) 段階での不

足量をあらわす確率変数を y(W) とし，その密度関数を P(y) とする.二つの計画を比較する場

合は， k 段階以後を問題にすればよい.それ以前の段階で超過品が発生したとしても，その平

均値は上で示した計画の構成方法から n=k の場合と n=k十 1 の場合とでは等しし、からであ

る.

n=k のとき k 回目の生産で発生する超過品の平均怖は

内W ,. 1 J 、

(3.5) Ok(戸) = I yp(y)dy'l (--::手--l)f(x)dx
~O Jak k

、 Ukk

で与えられる.
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一方， n=k十 1 のときの h 段階での計画では P(糾l)k=l であるから，任意の O<e豆 1 を用いて

生産計画量 ey をこれに対応するものとして選べば，

(3.6) Ok+l (゚) vw 
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となる.ここで P(k け ì(k+I)=Pkk であるから， α(糾 lì(い αkk に注意すれば， Ok(β)>Ok+l(ßl が得

られる.以上は Skß に属するf壬;立の ;H治iに対して Sk+ l ß íこ属する言i‘爵を適当に構成すれば i二述の

結論が得られることを示し， MOP は段階数の増加につれて減少することが可能であること，す

なわち超過量をおさえることに関していえば，生産段階数の大きいほうがよいということにな

る.以上を定理の形にまとめておこう.

定理 3. 1. δバß) ロMinOn(β} とする (Mín はふ，ß のふらゆる計器について考惑することを草;

味する). 

このとき任意の闘定した W( 言。)， ß(l ミß>O) に対して σn(β)>δ川l(β) (n=1 , 2, …). 

3 ・ 3 MMQ(こついて

MOP と!弓様，平均f吏用材料 MMQ もまた計長訟を評錯するための重要な昌子でおる，ここで

はこの問題について論じてみよう.なお MMQt主各段階における(平均)計画生産量の不n と考

えてよいであろう.

さて生産段階わ=1 の場合，不足確率。内えられわば，計画糊 α は ß=ff榊を満足
するものとして決定される，このとき MMQ の倍 M1 (めは

(3.7) M1(゚) 
W 
α 

となる.したがって β が定まれば MMQ はただちに決まってしまう.

n~三2 の場合はこれと異なる.すなわち，集会 Snß のうち言f画のとり方により MMQ の fil邸主違

ってくる. (3.1) において P21=1 とおけば任意の拭!2 ， (<W) をえらんで

I (W -w2,x)f(x)dx 
(3.8) M2 (日)口 W21 十 "0 一 α

また P2 ， キ 1 とすれば

町 r
a

' l {W…一W-x)f(x)dx
(3. 9) M' 2(ß) 口 yy 十。、 "'2 ，

<'<2 ， ιε2. 

ここで M'2(ß) は (3.8) と区別する便宜上の記号である.

したがって，たとえば MMQ な最小にする計画な求めるには (3.8) ， (3. 9) の両式を考慮し

て決定しなければならない. (3.9) において P2 ， ・ P2 ， を与えれば，それにÞGじて α2"α2. が定ま

るが， P2,=a, P22口 b (ab=ß) なる場合と P21 =b， P22ロa なる場合とでは M'2(ß) の{釦士一般に央ー

なるわけであって，かかる意味において可換ではない.

一般の生産段階数 n の場合に，最適な各段階ごとの計l函(もちろん MMQ を最少にするとい

う意味で最逮である〉は動的計器法{以下 DP と時記〉の理論により求めることができる.それ

には次の関数を定義しなければならない.
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210 梅林光寿

G,, (W, ß) : 必要(良品)生産量が W なる 8，，ß の計画を用いて得られる MMQ の最小{fr[.

最適性の原理から

r Min I 空十 r"G"-1 (W (1--~:) ← β) f(x)dx l � 
IF-;;β国同 1 Lα Jo ~，，-. '"' , α J' F(αlJ" ，>'r--11 

(3. ]0) (;,, (W, ゚) ~ Mill¥ ， 1 ト
I Min [阿川+ I G" 1((W- 叫， J・)， β)f(x)山
lO~wnl;計V ‘'0

ゆと 2， l>゚ >O) 

なる関数方程式(漸化式)峨立する ここで F(x)= fん)九また日(α) を満足する α を
α=F-1(ß) とおいた.初期条件としては G1(W， )゚=W!F-1(゚) (0<β豆 1).

したがって (3.10) の仏(W， ß) は逐次解くことができて， G，， (W， β) を決定する α(または w"J

は最初の段階での最適計画を与える. (3.10) の{ }内の第 2 式は p"l=l に対応する計画であ

り，これは前述したように O壬 W"I;::;W なるすべての計画が対応する.さて (3. 10) において河=2

とおくと

Min 一 VI一巳?空:
.̂ W(l-~) 

F一1 (ß) ，語妥Hα=吾重日1 L Lαど JO D一 1 J ρ 

(ゆ3.11町) G2バ(W， β向)=M吋. lはF引(α叫)J

r1(W -W21X) Min [即21 十 \ \'~，c;.:.;';~\..lf(x)dxJ 
O臼ZFwioF I(3) 

第 2 式の[ ]内を 1'2 とおき， W21 に関して微分すると， dT72-=1-a(ただし αニF- 1 (ß) ， 刷工
dW21 α 

工程平均歩留)となる.したがって α=誌ならば，いし、かえると不足確率 β をそれによって定ま

る α が d より小なるようにとれば， 1'2 は叩21 に関して単調減少関数(広義)となる.このこと

から α豆d の場合

r1 W(l-x) 1"1_\ ,1__ ur(' , 1 � ¥ (3.12) MinT2 = W+  I "\~~~I f(x)dx = W(1十一)
0，重加212SW Jo α � 詬 

となる.さらに (3.11) の第 1 式の[ ]内をぬとおくと， α=1 のときの 81 の値が (3. 12) 

の右辺に等しいことに注意すれば， G2(W, ß)= Min 52 に還元できる.
F-l (ß)~ (l' ~l 

また α >a なるとき d1'2 !dω21>0 となり ， 1'2 は W21 の単調増加関数となり， Min れ -wlFI(。)

となる.

もし Min 52;::; Min T2 ならば G2(W， ß)=Min S2 であり， 52 を最小にする α が第 1 同
F-l(ß) 三α壬壬W2 壬W

の最適計画となる.逆に Min 52> Min T2 ならば n=2 のもとでの最適計画は存在しない.何と

なれば W21=0 は第 1 回の計画生産量が O であることを意味し n=l なるときの計両に帰せられ

るからである.

以上のことは次のことを示唆する. もし α>6'なる適当な α に対して Min 52>Min 1'2 が実際

に成立したとすれば，そのような α に対応して定まる β を不足確率とする計画では， MMQ を

最小にするには 2 回よりも 1 回の生産計画で行なうべきである. これらの検討に移る前に若干の

準備を行なうことにする.

補題 3.2. (3.10) の第 2 式で最小値は W1l1=O， または W"I=W のいずれかで起こる.したが
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って

(3.13) G，，(W， β) =W.反ぷめ

なる形に表現される(l仇(日)は W 単位最当りの MMQ の最小値を表わす) • 

証明. Gk {(W -Wk ,), ß}が叫，(または W) の 1 次式であるとされ (3. 10) より Gk+I { }も同様

に 1 次式であることは讃分の線形作爵素之しての性質から切らかである. G1 は註'1 に関して線形

であることから，帰納的に (3. 10) の第 2 式[ ]は Wl ìこついての 1 次式となる‘したがって

定壊の結論が得られる.

補題 3.2 より (3.10) の実費的パラメータは β ただ一つである.

定理 3.3. G"(W, ß), M，，(β) は任意の固定した n， W に対して 3 の単調減少関数である.

怒鳴. M1 (ß) については現らか Mト1(おについて命惑が正しいと仮定する.このとき補題

3.2 および (3.10) より

(3. 14) 仏(日)1rJdmml(合) • 10" (1づ)州x]

の場合のみを考えればよい. (3. 14) において α出品で J が最小になったとしよう.場合を

二つにわける.

(i) F-1(ß)<αn のとき

F-1 (β) は β に関して単調増大であるから， F-l(ß十可)出品なる可>0 が存在する.したがっ

て O<ê~訪なる E を選べば (3.14) の[ ]を持1(<<" ， tめとおくと，帰結法の仮定より

Mn(β) 削(αn，ß) > m(α" ， ß+ε) ~ _ _M� m(α， ß十ê) 口 Mn(ß十 ê).
F-l(ß十ε} 話α さ~1

(i�) F-1(ß) 之江α侭の場合

このとき F(F-l(ß)) 出β であることに註意すれば，

反仏"(防S出ト)同口 J土J十仏仏昨1ω(は∞1日ザ)

ここでで、第 2 夜反見"ト，-斗1(∞1幻)口 1 であるから M，，(β} は β の単調減少性は α" で徴分して

ddL z -j s +川r"り1λ守イ吸
,­w dα，綜客 α9符，，-勾e α，よ

次に (3.8) ， (3.9) について議論を進めよう. (3彪 7) ， (3. めから容易にわかるように

(3.15) Ml(゚) > M2(β+-士 α く d

したがって αくd なるように (3. 1) の 3 を与えれば，炉コ2の計画が符口1 の計画より最適であ

る β を上記の範囲にとることは，大ざっぱないいか枕すれば，不足桝を;以下けること
で、あってきわめて実際的な仮定であろう.

次に (3.9) において (3. 1) より

(3.16)β < PZl' PZ 2 ， α<α21> α22 

であることを盟意しよう.ここで αおお 1ーム α21口 1-ê\， <<2，ロ 1-êz (0<ε， ê l， êZくおとおく.

積分の平均鑑定理等を用いれば， (3.7) , (3.9) から
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q
E
E
 

(3.17) M1 (β) = W(1+e十 o(e))

M'2(β) = W {(1+e1)+(1+e2)[(1-eJ/(OI)) ー (1+e1) (ti-eIOJ/(OI)) 

十o(e1)+o(e2)]} (ただし ， 1-e1<OI<1) 

E→O とすれば， (3.16) より ei • 0(i=1, 2). し

たがって (3. 16) , (3. 17) より ， M1• W , M'2 • 

W(2-ti) となる.このことは不足確率 β をある

程度大きくとれば M1 (β) <M'2(ß) となることを示
M2 (β) 

M，(β) している.
l 一一 Mj (β)

1
1 
P これは (3. 11) において Min52 >Min 九を示

すことにほかならない.したがって以上の結果を図 3.1

総合すればあるんが存在し， 1 ~三3 ミ 11 なるすべての β に対して M2 (ß) 詮厄I(ß) が成立する.す

なわち不足確率が 11 以上であれば，生産段階を n=2 としても n=1 にくらべて平均使用材料

を減少させることはできない.

次に， P3j ・ P32 ・ P3 ， =/1 とおけば明らかに P32 ・ P3 ， 孟 lトこのことは M3 (t1) 迄M2 (Z1) であることを

示す.さて 5nß のうち最適計画を .Pni (i=l ， … ， n) とするとき βミ 11.P31 なる不足確率。のもとでは

M3(ß) ミM2 (β). 一般にあるんが存在し， β逗ln なるとき Mn+ 1 (ß) ミ Mn(ß) にすることができる.

定理 3.4. ß ミ In に対して Mn+l (ß) ~Mn({3) なる In(n=1 ， 2 ， …)が存在し， In は単調減少数列

11 迄 12 ミ~...~/n~'" となる.

ある不足確率。が与えられたとき， β が区間 [Ik ， h-1] 内にあれば，生産段階数を h とすれば平

均使用材料を最小にすることができるが，それ以上段階数をふやしても，使用材料は減少しない

ことを定理は主張している.んを求めるためには， (3.10) より

iﾆ ﾟ � r吾川 (ß) (1 X 

(3.18) 仏 I(ß) = ι~(ß) .+Mn-1 17';両~(町fJ
o
' l1ー瓦疋了)f(x)dx 

を満足する β 山ー1 として決定される ここに Pmlzfウ(x)dx である ただし，これを解析的
に求めるのは困難である.なお附録 I に MMQ に関する計算結果 [14J の一部を示しておく.

4. 最適 reject allowance の決定(生産段階数 n=l)

前節では reject allowance の定性的性質を研究した.もちろん MMQ を最少にすることが常

に最上のものとは限らない.ここでは reject allowance に関係するもっと一般のコスト関数を導

入し，これを最小にする最適 reject allowance を求める方法について研究する.実際上，ルーチ

ンワークとしてこれを行なう場合には，計算の簡便さはもとよりのこと，数表の作製，図表化な

どが強く望まれるところであろう.したがって本節では，その方向に沿って理論展開を行なうと

ともに，実際に数表，図表を作製した.ただし，以下で取り扱う問題は段階数 n=1 の場合であ

る.
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2 項分布の正規分布による近似4.1 

まず以かっそれが正規分布で近似できる場合を取り扱う.ここでは不良数が 2 項分布をなし，

下の記号を定める.

No : 必要(良品)生産量

長:平均不良率(一つの製品が不良品となる確率)

(No ・ þ~5 であれば実用上正規分布に近似してよいとされている)

標準偏差 σ=J ÞC'i;-þJ で与えられる 3 を定めて計画生産量N のとき平均不良率はム

3イマ;元 e-X2/2dx より α を求め

一
円
-
M

(4.1) 

なる ρ を用いて

No十α N= .No 
1-p 

(4.2) 

ここ Iこ a ~土で計画生産量 N を決定することが考えられる.

(4.2) の N によしかしこの場合，reject allowance である.

の N を(4.2) その P を用いて

再計算するとし、う過程がくり返される.

の P を修正し，って (4.1)

図 4.1したがって，図 4. 1 に示されるくり返しから得られる生産

計画系列 {Nj}(i=1 ， 2 ， …)がもしある極限値Nを持てば Nを計画生産量とすることが考えられる.

それについては次の補題が成立する.この場合， reject allowance はもちろん a=N-No となる.

図 4. 1 の計算過程から生じる系列 {Ni} (i=0, 1, 2 ，…)は， l→∞のとき， 0<長<1 な補題 4. 1.

る任意の長に対して有限確定な極限値をもっ.

次の関係が成立する.証明.

(i = 1, 2,…) Ni>No (a) 

Pj <Pj -ーーも
々一ーー一Ni>Nj (b) 

Ni+1 > Nj+l 
(b) (0) 

まず. N2k+ 2 >Nμ ならば， N2k+4>Nふ+2 を示す.それには N2k+2>N2k ー→P2k+ 2 <P2kー→ N2k+3<
(b) (0) 

N2k+1 ー→P2k+ 3> P2k+1 - • N 2k+4> N2k+2 ・

芋=主Pi > Pj (c) 

またしたがってすべての非負整数 h に対して N勾 <N2k+2 が成立する.一方， (a) より N2>No ・

上記証明の過程で N2k+3くN勾+1

N2k< 

(k=O ， l，…)もわかった.

次に， N2k<N2k+l ならば N2k+2< N2k+3 なることを示そう.それには上と同様にして，
M ~ M ~ 

N2k+1ー→P2k>P2k +1 ー→N2k+1> N2k+2一→P2k+1 <P2k+2ー→N2k+2<N2k+ 3 ・

以上の結果を綜合すると，(k=O , 1, 2，…)となる.(a)により N1 >No となるから . N2k<N2k+l 

系列 {Ni} は

No < N2 < N4 < …< Ns < N3 < N1 
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{N2k+1} (k=Û , 1 ， ・・・)はそれぞれ単調増加および単調減少数列部分系列 {N刈，なる関係があり，

で上または下に有界である.ゆえにそれらの極限が存在する.

lim N2k+1 =B とおけば

B= _ _ _~o 一一一一一一一

一 1一門戸(17Fi

いま limN2k=A 
h→田

A-1→斗円瓦

この極N=lim N， (=A=B) の存在がわかった.これから A=B が結論されるので，が成立する.

限を求めてみると

N=  2No土竺tナゾla2þ竺王4Noき空
2(1ーが

(4.3) 

(一般に αヲは No に比較して非常に小さい)の近似式として実用上は (4.3)

一

A
Y

M
川
一

/
γ一
一ρ

α
一
一
+
I
 

r
p

一
的
一+
 

尚一
一

一

F
P

一川
一-P

α
一
一
一

汁
一
:

U
V

一・
一
一
­

N
 

(4.4) 

このとき右辺第 2(4.4) は不足確率を与えた場合の計画生産量を求める式で，で十分であろう.

(4.4) は ， þ=O の場合でも成立する.ま Tこ (4.3) ，項が reject al1 0wance である.

(注) (4.1) または図 4. 1 で初期値を N。主したが，N.。で・なければL 、けないとしづ理論的根拠はない • N. 
以外の適当に大きな数 L を初期値としても同じ結果が成立する.

の結果を利用して最適な reject allowance を求めることを考えよう.次に (4.4)

(生産品 1 単位当りの原材料費，製造費，検査費等を含むものu: 生産品 1 単位当りのコスト

と考えるべきであろう)

a : reject al10wance 

もし不足分に対する再生産を5: 量的不足の場合の損失(これは問題の設定のし、かんによる.

再生産の段取費，製造検査費等を見積る必要が生じるであろう.再生考慮する場合には，

産を行なわないで契約上のペナルティーを支払う場合には，当然そのコストが S になる.

β: 不足確率

として総費用 C(α) を次のように定める.

C(α)=αU(1一β)+(件。U)β=αU十Sß= 担+ぜ亙U+S国φ(x)dx1-� ~'~Jα 
(4.5) 

ここで φ(x) は標準正規分布の密度関数を表わす((4. 5) のモデルで、は，必要生産量的に対す

および生産の段取費は必要不可欠のものとして取り入れていなし、). る単位当りコスト，

C(α) を最小にする α は次の式を満足しなければならない.

u J]百五φ(α) ー←ー
5 1一五

(4.6) 

(4.4) に従って最適な reject al1 0wance を求めればよい.(4.6) を満たす α(>0) を用いて

附録 H にこれらの計算結果を数表化して示すことにする.

収φ(α)勺午(= 0.39894) であるから， No tJ: 十分大きいと (4.6) を満足する a は存在しない こ
のようなことが起こるのは，設定したモデル自身にも原因があるわけであるが，現実には S}>U であ

って，たとえば，長=0.10 で No =1000 ぐらいでも十分使える場合が多い.

(注)
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次に超過品の単位当りの費用 μ を考慮したモデノレとして

(4.7) C(α) = Sß十μζ (a-x)P{xIN十 a)

を考えよう. ここに P{xIN+a} は， 計画生産量 N十a の左き不良個数が z である確率

P{xIN十 a} = N +ac xp(lーがN十a-x であり， N は必要生産量とする. 2 項分布の正規分布による近

似を用いると， 近似的に

(4.8) 引仰α)片宇イS吋イφ(山∞〉いφ刷蜘州州(い川(x)d刈M附)d

ここで鉱工)ニLφ(t)dt ま Tこ (4.4) より a= "!N~戸両面市主である.

を求めるために α で微分すると

互主{坐 -$φ(α)+μ坐φ(A(α)) 十μ42(同LFjp
dα(α) 

dA(α) +μjhw-刑判)} Ø{A(α)} +μ {aー刑判)}φ(A(α))1α-

。 dφ(x)
'-'-で dx =-xφ(x) ， d~__ .，!No;ι-ーなることを利用すると

2マ忘王ムゾNo.þ

(4.8) 式を最小にする α

ア(N十 a)¥ A(α)=L-c一←)

結局竺27)=O より

(4.9) 
S 
μ 

川lFd7BJφ(祐弘7)+仰(VN~+~N~N~p-)} 
一 一一一刑判 ←一一一一一一一

したがって No.， þ をパラメータとして (4.9) の右辺を α についてグラフ化しておけば， 7 との

交点が最適な α を与えることになり， このときの reject allowance は (4.4) より求めることが

できる.

4 ・ 2 差分による方法

ここでは (4.7) のモデルを差分法によって取り扱ってみよう.

a+N 
(4. 10) C(α)=μL:(α -i)P(iIN十 a)+S L: P(iIN+a) 

i=O Z=a+l 

P( ・!・)は前と同様 2 項分布を仮定する. われわれは C(σ) を最小にする最適な o を求めること

が自的である.

L1C(a) =C(a+ 1) -C(a) とし ， a>α。ならば L1C(a) ;;;;;0， 。‘く ao.ならば L1C(a) 三三 O なる。0. (もし存在

すれば)をみつけたい， (4.10) より

(4.11) 

ここ fこ

(4.12) 

L1C(a) = μ(ZP(ilN+a+ト系列IN+a)} (f(a) 一ρ)

a+1 
L: (a+ 1-i)P(i1 N+a+ 1) -L: (a-i)P(i1 N+a) 

f(a) = りー--a+-1-- 一一一一一ーイーヲー一一一一一 一
r: P(iIN+a+1)-L;P(iIN+a) 
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ま
刊
で

~P(i JN+a) 
これらを (4.12) に代入すると ， f(α)一戸ll___--.---..また (4.11) は

---P[占干fJN+a)

( ~P(iJ N+a) 、
(4.13) .c1C(a) = μ(1-þ)P(a+1JN+a) い竺L一一一-pf

lP(a+1JN+a) "J 

j(α) は a に関して単調増大，すなわち j(a+1) ミジ(a) が示されるので(文献[ 5 ]参照)，最適な

reject allowance ao は唯一意に決定される.すなわち (4. 13) より

(4.14) ao = Min {aJf(a) 註 ρ a=O または正の整数}

である.

次に具体的に ao を求める方法について考えよう.

~ fN+a¥ ~ (lVja) 戸(1一戸)N
f(α)=at-fJ- 一一

P(a+1JN+a) 

において分子は

，、 r
1

-
p

xN-1(1-x)adx 
(4.15) 三(行ヤ(1-prsz-t =Hh見 = h-p(N, a+ 1) 
¥I  r ¥- rI (l"_1/1 ¥n' B(N, a+ 1) 

J xN-1(1-x)adx 

90 
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図 4.2 f(a) のグラフ (P=0.05) 口5J
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~4.3 f(a) のグラフ (p=O.10) [15J 

(4.15) 式で B(N，a+ 1), BI_P(N, a+ 1) はそれぞれ Beta 関数，不完全 Beta 関数であり，その

比 11-p(・うは不完全 B世ta 関数上むと呼ばれるもので，これについては文献口むに詳結な数表が

記載されている.あるいはまた

。は {N十 \ ~U1 c¥ rv ,J. n_; ('" (4.16) I; (lVja)pi(l…長)N付吋口上 h. j， n2(F)dF
官、 V I' Q

、 1'1 .12 、 -1..+".¥/2 
ここに h"，."， (F)口ーマ一一一{引ド Fn， 1トl(l+~l.F) 、 1 '''2

1

( 

nt nl n2 \ 、 n2 I 、 n2

-¥2 21 

であって，自由度 n!， n2 の F 分布の密度関数であり，川口2(a+ 1), n2=2N， 九口一 Nþ一一一
(a+1)(1 …長)

で与えられる.したがって F分布表の般を利用して f(a) の植を求めることができる，図 4.2，

図 4.3 に f仙のグラブ [15J を示している.もちろん f(吟は， a が O またはIEの整数についての

み定義されるものであるが，便宜上連続的線で表わしてある.

(例) N口 50，長=0.05， μ口 10， S=500 とすれば， p田 slμ口 50，この場合間 4.2 より，

Min{alf(a)~50， a は O i"たはIEの整数}乞=6，すなわち，最適な reject allowancε は 6 ，

したがってこの場合，言十磁生産量を 56 とすればよいー

次にわれわれは 2項型のコストモデル

N+1l 

(4.17) C(α)=μr: (a…i)PUIN+α)+s r: (i-a)PUIN十 a)
作出a+l

について考えよう. (4.1ちは不足の場合の損失が不是量に比叡jするという点で (4.10) と異な

る. s は不足 1 単位あたりの損失である.

aベト，，<トI+N

(4. 18) AC(a) = μ お (a-ì)P(iIN十a十 1)十sr: (i-a…l)P(iIN十a十 1)
i話。 i=a+2
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a+N 

一μL; (aー伊UjN+a)-S L; (i-a)P(ijN+a) 
;=0 i=a+l 

=μI2(a+1ーのP(i jN+叶 1)一字 (aーのPUjN+a)}

(a+l+N a+N 、

-S1 L; (a+1-i)P(ijN+a+1)-L; (a-i)P(i jN十 a)f

(4. 10) で用いたと同様な分解方法により

呂(叶1一川jN+a十 1) =得(叶1一例i-1jN+a)+(1ーが土 (a+1-i)p(i jN村)

=ヰ(aーのP(ijN十 a)+(lーが (=(aーのP(i\N十 a) 十字P(ijN十 a)}

したがって， (4.18) の第 1 項は

(4.19) μ(ヰ (aーのP(i\N十 a) 十 (1 ーが[手P(ijN+a)+手P(ijN+a)] ーネ (a-i)P(ijN十 a)}

=μ(l-Þ) L;P(i jN+α) 

(4. 18) の第 2 項も同様に計算を行なっていけば

(a+l+N a+N 、，、

(420) S15i(a+1-1)P(ilN十叶 1) 呂 (aーのPUjN+a)} = (l-゙) {1-~PU/N+a)} 

(4.19) , (4.20) を (4. 18) に代入すると

(4.21) LlC(α)=μ(l-þ)令(2|N+o)-S(Mil-FU|N+a))

r L;P(i/N+a) 
=μ(1一利1ーネP(山|+a)ji--~- 一計

ー L 1-L;P(iNj +a) ・ J

さてここで‘

L; P(i/N+ α ç 
f(。)=-jr一 ， ρ= 三一とおく.
1-L;P(ijN+a) 1-" 

f(α) の単調非減少性は直接計算することによって確かめられる.すなわち

a+l 

L; P(i/N十a+1) L;PU¥N+a) 
Llf(a) =-Q百「一一一 - 07一一一

1- L; P(i/N+α+1) 1-L;P(i¥N+a) 

一 (1-þ)P(a+1\N+a)
{1-~ 一一 一- 17-;--i>0 
1-L; P(i\N+a) 一 (1ーがP(a+1\N+a)f 11 一二P(i\N+a)

かくして f(a+1)>f(a). このことは， (4.17) がただ一つの最小値をもつことを意味する. (4.10) 

におけると同様に Beta 分布で表現することによって，われわれは最適 reject allowance を求め
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るグラフを得ることができる.

4.3 最適工程歩留の決定

ここでは第 3 節で扱ったと同様に，一般の連続分布につし、て考えることにする.すなわちこの

場合は，計画歩留値 α(0<α壬 1) を適当に定めて W/α を計画生産量とするわけである.このとき

の reject allowance は W(lーα)/α となる.最適な reject allowance は次の式を最小にする α に

よって決定されるものとする.

(性4.2泣2) C叫仰刷(何凶α吋)= μ Wぺ吋f(云十一1) f(ωzめ)d耐Z什十 5Jザrシ〉〉引州刷(い川zめ)
(件4.22) を最小にする α は

(4.23)ιαケ(α) = {xf(X)dX 

を満足しなければならないことがわかる.

補題 4.2. 任意に与えられた ρ(>0) と W(>O) に対して，方程式 (4.23) は必ず根をもっ.

証明 1 の近傍で α に対する次の不等式が成立する.

I xf(x)dx 
(i) -p-d g 竺王位)止旦

2f(α) 一 α2f(α)

I xf(γ)dx 
(ii) -~一一一三血止並

2f(α)α2f(α) 

xf(x) が 1 の近傍で単調非増加のとき

xf(x) が 1 の近傍で単調非減少のとき

いずれの場合も右辺は α→1 のとき O に近づく.また α を十分小さくすると左辺はいくらでも

大きくなる.したがって (4.23) は，任意の正なる ρ， W に対して根を有する.この根の中から

(もちろんただーっとは限らなし、) (4.22) を最小にするものを選び，それを â とすれば，この

場合 W{â が計画生産量となる.

5. 最適 reject allowance の決定(多段階における最適化)

前節では費用関数を最小にする最適 reject allowance を生産段階数 1 の場合についてその求め

方を研究した.この節ではより一般的にして，段階数 n が 2 以上の場合について検討しよう.

多段階である以上，計算量の増大は宿命的なものであるが，あらかじめその定性的な性質を研

究し計算の簡略化を志向するとともに，最適解を得るための計算過程を明らかにすることがこ

の節の目的である.

Cs: 1 回の生産に必要な段取費.

Cu : 生産品 1 単位当りのコスト(第 4 節の U に相当するもので，生産品 1 単位当りの原材料

費，製造費，検査費等を含むもの). 

V: 過剰品 1 単位当りの損失(保管するのに要する在庫費用，価値の減少により発生する費用，

廃棄の費用等を勘案して決定される). 

われわれは D.P. によるモデルの定式化を行なうことにする.

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



220 梅林光秀

必要(良品)生産量 W， 不足確率 β を与えたとき，段階数 n での費用関数民(W， ß) を以下の

ように定義するものとする.最適性の原理から

(5.1) Hn(W， β) = Min[A, CJ 

ここ tこ

r ~ . C"W . ..... r' 1 x • ¥ " ,. • r".. 1...1 \β\1 
A: Min jCs十一L十 VWI トーl)f(x)dx十 jHn-dw(l- :. )，-，吃 )f(x)dxfl(ß) 自重 1 l α ιLα } J \oIIJ j u,oÑ I Jo .l."n-l ¥" ¥ α J '-P(α) J' ¥wJUW) 

C: Hnーl(W， ß)

ここに前恥と同鵬様， ß=ffシ〉/パ仰刷(μω伽z刈)

CuW 'TTTrTr
1 

x 1¥ (5.2) H1(W , ゚) = CS+~~~-'b\+ VW I 一一l)f(x)dx (W > 0, 1 >β> 0) 
F- 1 (β) , ." Jp-l(゚) \F-l(日) ~ J 

(5.3) H1(W , 1) = 0, H1(0, ゚) = 0 

とする.A は α=1 の場合を除いである正の確率で最初の計画での生産完了を目的としている.

C はその段階での計画生産量が 0 ， L 、し、かえると段階数を n を n-1rこ修正することを意味して

し、る.

定理 5. 1. 任意の固定した W， β に対して

H1(W , ß) ミ H2(W， β) 孟 …… ~ Hn(W , ß) ~ ・・

証明. (5.1) の民(W， ß) の構成法より明らかである.

系1. limHII (W ， ß)=H(W， ß) が存在する.

証明. 定理 5. 1 より {ι(W， β)} は単調減少関数列であり，下に有界であることから，その極

限の存在することがわかる.

定理 5.2. H II (W , ß) (n=1 ， 2 ， …)は 3 を固定したとき W に関し単調増大である.

証明 . H1(W， ß) については明らか.以下帰納的に (5.1) を利用する.

定理 5.3. HII (W , ß) は W を固定したとき， ß に関して単調減少である.

証明. 品(W， ß) については， (5.2) 式において I (竺 -1) f(x)dx の α に関する単調減少性を
Jα 、α/

考臆すれば結果は明らかである.いま ， Hn_1(W， ß) について定理の命題が正しいと仮定し，

Hn(W， ß) についても同様の命題が成立することを示そう.そのためには， (5.1) で A の場合を

考えればよい.何となれば， C の場合は仮定からただちに結論が得られるからである.

(5.4) 品(W， β) = Min !Cs +~::.~+VW(( ~. -l)f(x)dx 
唱 1(戸)壬α 吾IIα J. 、 αf

十 r"H，， -l(W (1--'~.)β) f(x)dx~ Jo -.,,-, ,.. ， α J' F(α) J ~ '-'--) 

において α11 で{ }内が最小になったとする.

( i) p-l(β) く偽の場合

F-l(ß十可)=α" なる可>0 が存在する.したがって O<e;;却なる任意の ε に対して (5.4) の

{ }内を S(W， α， ß) とおくと
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Hn(W, ゚) = S(W， α則。)ミ~ S(W， α耐 ß+ e:) ~ _ . Min S(W， α， ß 十e:)= Hn(W, ゚ +e:) 
F申 I(p+.) 益。話1

ここで上式の最初の~は，滞続法のi反定より帰結される.

(i�) P-l(ß) 口α" の場合

F(F-l(β)) 出R であることに注意すれば

Hn(W,ß) = C，+ーや空 ÷γW( ( _~-1)f(x)dX十 r"Hn-1 (W(1一子いいx)dx
an Jal1 ¥ lt'n Jo 、 ιt'n j 

(5.3) より H1 (W， 1)出。とおいたから，定理 5.2 より H"(W， 1) 口O がすべての W について

いえる. したがって殺後の項は O となり ， H，，(W， ß) の単調斌少伎が5夜明された.

さて (5.1) で A<C なるとき A叩最適， C<A なるとき C…最適と呼ぶことにしよう.すなわち，

A-最適であるとは第、 l 段階の計画は A をとることを意味する.

ふ主主建 5.4. ある Wo および β。(主主わが存在して， W;;:三Wo， ßo~三ß~l なるすべての W および 3

に対して

Hn-I(W， ß) 口Hn(W， ß) ならば， Hn(W , ß)=Hn+l(W, ß) 

証明. (5.1) で n の代わりに nや1 で聾き換えた式を考える H" キl(W， ß) がひ最適であると

き，明らかに Hn+1 (W， ß)=Hn(W, ß) である . Hn+1(W， ß) は A一最適ではありえないことを示そう.

もしA 最適であるとすると

r ~ . C.,W . • .... r1f で 1
(5.5) 品川W，ß) 出 Min ICs+-'-'~ー十 VW! (二一一1)f(x)dx 

FωI(PJ 壬a芸1L α ‘ t芝、α/

十f"Hn (W(1-~.)一号 ìf(x)dx 1 Jo ""¥" \αJ' F(�) /.1 \-j~-J 

(5. 5) の第 4 噴に定理の仮定を用いて Hn を Hn-l に置きかえると，右辺は Hn(W， ß) より大，す

なわち，品川W， ß)>Hn(W, ß). これは定理 5.1 の仮定に反する.したがって H叫1 は A-最適で

はありえず，定理が証明された.

定理 5.5. ある W に対して Hn(W， ß) が A-最適とする (n~2). このとき H，t+1(W書 ß) も A-最

適である.

証明 Hn十l(W， ß) が c-最適とする.すなわち，比十l(W，ß) 口H，，(W， β) を板定ずる，このとき

(56)413Js十 cf十 VWK(叫んl(W(l--:i)， ゐ)]} 
口 Hn(W， ß) 口 Hn+1(W，ß)

<11Ll(cs十 E子十 VWK(α) 十L[Hn (W(l- ;i), Fι) J} 

ここで簡単のために， K(α)口((:.-1) f(x)d爪 L[G(x)JロC"G(x) f(x)dx とおいた・
J. 、 α/ 山

(5. めの左辺で{ }会最小にする α の値を仇とすれば

申ト1(W(1-~:)'Ffa-:j)J <市(W(1引，均)J

が成立する これはん1(W(1ーが 'Ffa~J) く品 (W(l ーよ)，品計ないのほ鵠んが
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(0 ， ι) の中に存在することを意味するが，このことは定理 5. 1 に反する. これは Hn+1 (W， β) が

C-最適であると仮定したことに帰国するのであって，定理の証明が終わる.

(注)

f,.., C"W , lTUTr'(X ,\,/_'-'_,'" ra ,/.,\JJ (5.7) H，(W)=Min~C， +'::'.::"-+VWI (~.-l)f(x)dx+Cpl f(x)dxf 
a::ill a Jα\ a 九 J

で HμV) を定義し， (5.1) にならって

(5.8) え(W) = Min[A ,C] 

A : Min {c，+主?庄 +VW((三一 l)f(x)dx+(Hn→ ， (W(ト王))f(x)dx! 
<a:iﾕll a Jα1 配 J o '¥ a/r 

C: Hn_ ,(W) 

によって逐次 H.(W)(n=2 ， 3 ， ・・)を定義するものとしよう. (5.8) のモデルでは，不足の場合の損失

らを導入しそれとのバランスの上に立って不足確率 3 を決定するとし、う点で (5.1) と異なる.

Hn(W) についても，すでに示した一連の定理に対応する定理が成立する.証明は前とほぼ同様にして

行なえる(定理 5.2/ の証明には若干の修正が必要なのでそれを示しておく)

定理 5.1/. 任意の固定した W に対して， H1(W) 詮H2 (W);;;; ・…ミHn(W) ミ-…・である.

系 1'. lim H.(W)=H(W) が存在する.

定理 5.2/. H.(W)(n=1 ， 2， ・・)は W に関して単調増大である.

証明. (5.7) で任意に固定した W に対して{ }内を最小にする α を ã(W) すれば， H1(W)= 

C ,+ C但十 VW(円 -1) f(x)dx+Cρ 作(川ここで W/~W なる，すべての W' に対して
U 山1i、日.10

C Hl(W)~孟三 C，+.>' 十 VW'I トー -1) f(x)dx十CρI f(x)dx;;;;H1(W'). したがって H1(W) について
J" 、α.Jo 

は定理が示された.一般の H，， (W) (n;;;;2) については (5. 8) より帰納的に容易に結論が得られる.

定理 5.3に ある Wo が存在して W豆Wo なるすべての W に対して H._1(W)=H.(W) ならば，

比(W)=I五川(W).

定理 5.4に ある W に対して fん(W) が A-最適で、あるとする (n;;;;2). このとき H，川(W) も A

最適である.

以後はすべて (5. 1)で定義される H，， (W ， ß) について考察を進めることにする.

定理 5.6. 0<β。 <1 が任意に与えられたとき，それに応じて Wo (β。)が定まり ， W~Wo(ßo)， 

β。壬β豆 1 なるすべての W， β に対して fん(W， ß)=Hl(W, ゚ ) (n=2 , 3, …). 

証明. まず /'h(W ， ßo) について考えよう. 2 段階の計画であるから，たとえば最初の計画で

A をえらんだときの 2 段階を通じての平均費用を HA(W， ßo) とすれば

C"W , HTH  r1 I x ~ ¥ ,/ \, , r HA(W , o゚) = c，十 U ー +vWI (-:':--l)f(x)dx+1 'C,/(x)dx 
正~2 Jα2\ι~2 Jo 

[a
2 CuW(l-~) 

+1 一一ーしf(x)dx", -1 ， ρ 

Jo • ¥ F(α2) / 

+VWr勺1- ~)f(X)dXI 一二i7V0 1-1)f(Z)dz 
付、 α2/hi(FUii)r lFhJ/ 

ここで α2 は (5.1) で n=2 のとき A の{ }内を最小にする α の値である (F- 1 (β。)壬 α2)' 同様

に最初の計画で C をえらんだ場合の Hc(W， ßo) は
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Hc(W , {3o) 口 H1(W， {30) = C 十 CuW 十 VW[1(z-11f(x)dr
- '-"ST-þ_l(β01 -, ."  Jr l(゚) \p-=l(β。f- J.)

H2(W , {3o) =Min {HA(W , {3o) , Hc(W , {3o)} であり

(σ5.9め H.ιA川， {3oんoρ) 一H島C胤品ωル)=K.W+ι叫叩f2γ2f(xバん川(いx

ただし

K = Cu {よ +iglfiiiyf(X)d-叶{3ol} + V {f.: ( ~-ー1)f(x)dx 
ム - \F(α2) / 

223 

十|勺l--~-lf(x)dxl (---，空、 -l)f(x)dxー( (平一1) f(x)dxf Jo \α2 } J \~ j'-"OV I 内\ 1i'-1 (β~//'-/-- JF -l( ß) \F-l(β。~/ / '-/--) 
ムF-1(F[:示) , \Þ(σ2) ) 

K<O であっても Wo ({3o) が定まり W<三Wo (β。)なるすへての W に対して HA(W， {3o)~Hc(W， β。)

である.したがって，そのような W に対して H2(W， β。)=H1(W， β。).

上の議論では 3。を任意に国定して考えてきた.実際に Wo (β。)は β。に依存して決定されるの

であるが，いま任意に定められた β。に対して， Wo (β。)ロ Min Wo(β) とおく (Wo (β。)>0 なるこ
ßo '毒F逼 l

とは適当に大きな 3 に対して K>O になることの事実から明らかである). 

さて ， Wo ({3o) を改めて Wo({30) とすれば， W~Wo({3o) ， β。=三β豆 1 なるすべての W，{3 ìこ対して

H2(W , {3) =n(W, {3)が成立することがわかった.一般に Hn(W，{3) =H1(W , {3)を証明するには数

学的帰納法による.いまんが与えられたとき ， Hi(W , {3 )(i~詰)で定理が成立すると仮定する.こ

のとき定理 5.4 により ， Hk+l (W， β)=Hk(W， {3)となり ， Hk+ l(W, {3)についても定理は満足され証

明が終わる.

定理 5. 6 によれば，必要(良品)生皮量 W が適当に小であれば n 段階の計画は 1 段階に変

更できることがわかる.

次に最適政策を求める計算過程について考えてみよう.

計算手順は以下のとおりである.

1) 必要(良品)生産量 W， 不足確率 β，段階数 n を定める(同時に Cs ， Cu ， V も与えておく). 

2) W を M等分して J=W/M とおく .W に関しては J， 2J ， 3J ， ...， MJ(=W) としづ点の上で

考える.同様に 1-{3を L 等分して占=(1一β)/L とおき， β については， β， ß+ò ， β十 2ò ， ・

。 +(L-1)ò の上で計算を行なう.

3) (5.2) によりまず H1 (iJ ， β +jò) (i=1 , 2,… , M;j'=O , 1, 2, ''', L-1) を計算する.つぎにこ

の結果を用いて (5.2) を反復使って順次 H2 ( ・・)…ι(・・)を求める.その際 A-最適であれば

最小値を与える α の値を記録しておく.次頁のような表ができる.

この表で，たとえば n=2 のときの iJ， β十jò の枠には H2 (iJ ， ß十jò) の値およびこれを決定す

る α=ム(iJ ， ß+jò) が記入される.

定理 5.6 によって，上者における M より上の部分では n のいかんにかかわらず対応する枠内

の数値が等しい.すなわち ， H1(iJ , ß+jò)=H2(iJ , ß+jò)== …… =Hn(iJ , ß+jò) (i =1，… ， k;jニ 0 ， 1 ，
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，を 1 2 
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件ι ー叫ーに己コ隣ご.1 jû，(.1，β) â ，('・ 4

24 1 W民1(02d4βF H，(- う

â,(") 

ト_，J
iHl(・ 4抑制ぷ

k.1 þ，(M，β â ,HI I â，(・ j 11 â,(-.) 

2 : 
(HI)A 

2 

3 世田冊目 相--剛

; 

L.J....ー 」一一 i 
W zmJ-… -1j 

11 

.., L-l) (そのような h が存在する).したがって，計算の過程で Hj (iJ1， ß十jò) 出品(iJ ， ß十jò)

(i口L … ， k; jヱ=0， 1，…， Lーむを縫かめれば，持ミ主3 以上‘の場合の対F与する部分〈表の太線より上

の部分)の計算は不要である(定理 5.4). とくにすべての対応する部分で H1 ( ・・ )=lゐ(・・)なら

ば習以後の計算はまったく打ち切ってよい.このときの計討は n=1 に還される.

次に実擦に計磁を実行する場合，第 1 段階の決定は α口弘(W，ß) を尽いて生産量 Wj丸(W，ß)

でスタートする.あとは確率的な D.P. の政策決定法に従い前回の結果により以後の決定を行な

うが，ある段階での不足量が kJ 以下になれば，事長に示されるようにこの時点で段階数 1 の計酪

に変更できる.

付鐸 I

生産段階数 n ~ふ現実には十分大きくとることは許きれないe そこで実際的な見地から，

鈍口1 ， 2 の場合について MMQ の計算とその数表北を試みてみよう.まず鵠題となるのは工程歩

留分布 f(x) であるが，いろいろのデータを分析してみると Beta 分布がよくあてはまるようであ

る.したがって以後の計算では f(x) を Beta 分布として行なうことにする.

さで， Beta 分布の密度関数 f(x) は次の式で与えられる.

凸
V>
 

1阿部
o

r
r
J
 

OくZくl

x;;;五 0， x~l 

こ こで， B(À!, À2) 出イfがめ作刊川〆ペ時4吋l(山{
それぞれ

出 r\f(抽出」Lγ
ゐ )，1+À2
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r1_2..r _'-'_ ...2 _ ).1 ・ ).2
2 = I x2f(x)dx-m ー

J。 而王布市百五干1)

となる しMって m， 付与えれば， ).10).2 が定まり，内)が決定できる あるいはゴ =k とお
けば

).1= 竺nラt旦 ).2 =旦二竺LÀ1
m 

となる(実際の計算にはこれを利用した).
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図 2 P'l と MMQ との関係 (n=2)
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o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
β → 

図 3 β と G，(ß， W) の関係

m=0.75 
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図 1 は n=l の場合の不足確率 P(=β) と M， (ß) (補題 3.2， (3. 13) 参照)の関係を示したも

の (m=0.75). 図 2 は，工程歩留分布が m=0.75， 02 =0.07 の場合を例にとって ， n=2 の P2 ， と

MMQ の関係を表わしている.これによると 3 の値によって最適計画の近傍の状態が変わって

いることがわかる.すなわち，不足確率。が小なるに従って変化の度合がはげしい.図 3 は，

(1) n=l 

表 1 最適計画の数表

m=0.75 (1'=0.07 m=0.75 (1'=0.05 

β(=P) a MMQ I MOP 11 a 'MMQ 1 MOP 

.05 I .185 5.41 I 3.07 .295! 3.39 1 1. 56 
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.30 

.35 

.40 
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.295 3.39 1.59 

.395 , 2.53 .97 

.4751 2.11 .67 

555 I 1. 80 i • 46 

.615 1.63 .35 

. 675 1. 48 . 26 
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。'=0.03 m=0.70 0'=0.01 

。(= P) � I MMQ MOP � MMQ I MOP 
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β を与えたときの Mz (β)(補題 3.2 参照)のグラフである.

表 1 には最適計画 (MMQ が最小とし、う意味で)の数表の一部を掲げておく [14].

付録 11

U: 生産品単位当りのコスト S: 量的不足の場合の損失， ρ=Fとおく 最適な吋ct allowｭ
ance は (4.6) より α を求め，これを用いて (4.4) 式より得られる.
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