
経営科学(日本オベレーションズ・リサーチ学会邦文機関誌)第四巻 第 3 ・ 4 号 (1974年 7 月)

0-1 計画法によるシステム信頼性の

冗長配分と選択問題の最適化T

1.はしがき

玄光男*

奥野治雄料

一般にシステムの信頼性を向上させるためには，そのシステムを構成しているサブシステムに

冗長ユニットの配分か信頼度の高いユニットの選択，つまりサブシステム・レベルに冗長性と選

択性を与えることが必要である.とくに，システムに無制限な冗長を与えることは実際的に無意

味で物理的にも不可能である.システムが冗長になっただけ種々のシステム資源も増大するの

で，これらを制約条件として，システムの信頼度関数を最大にする問題は，今日まで種々の最適

化手法により研究されてきた [lJ ， [l1J 

Tillman , et al. [19J は，非線形関数の冗長ユニァトに関する階差をとり係数として，いわゆ

る差分法を適用して整数計画問題に定式化を行ない，解法アルゴリズムとして Gomory の平面

切除法により最適解を求めた. Mizukami [16J は分離可能な非線形の信頼度関数を 8 法により

分離可能な凸関数の不11 へ変換して線形計li!Jj問題へ定式化を行ない， Tillman , et al. と同様に

Gomory の解法アルゴリズムによって最適解を求めた. Misra [14J は，非線形問題の離散的最

適化の Lawler-Bell のアルゴリズムを適用して最適解を求めたが， Tillman や Mizukami のよう

に非線形関数の線形化は考麗していない. Henin [9 J は，システム資源が一種類だけの線形な制

約条件の場合について， Branch-and-bound 法を適用して最適解を求めたが，数種類のシステム

資源でかつ非線形な制約条件の場合には多くの問題点があり，この点は同手法を応用したGhare

Taylor [7 J , [18J の場合も線形な制約条件は数種類の場合でも同様である.

最近， Misra [15J は，数種類のシステム資源が線形な制約条件のとき，二つの手法として Lag司

range の未定乗数法と離散形最大原理を適用して最適解を求めた.そのいずれの手法による解も

実数になっており，四捨五入によって最適解を求めている.具体例としての二つの数値例とも整

数化された故適解は， j!ilj約条件を一応満足しているけれども，本米各サブシステムの冗長ユニソ

t 1973 年 9 月 14 日受理.
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ト数が正の整数をとることを制約条件として考慮した場合には問題が残る.さらに， Misra は，

手法の適用後に非線形な代数方程式を解くための収束性に問題のある Newton 法を使っていな

いことを強調しているが， Tillman , et al. [20J は，非線形なシステム資源の制約条件であった

ため Newton 法を使用せざるをえなかったわけで、ある.

本論文においては，より一般的な場合として数種類のシステム資源が線形あるいは非線形な制

約条件のもとで，システムの信頼度関数を最大にする並列冗長ユニット配分問題のほかに，シス

テムの並列ユニット選択問題，システムの並列冗長ユニソトの配分と選択問題，さらにシステム

の待機冗長ユニット配分問題などについて非線形整数計両問題としての数学的モデルを示し，

0-1 線形計画問題への定式化を提案し，従来の非線形整数計画問題と提案する 0-1 線形計lalj問題

との聞に一対ーの対応関係が存在することを明確にすることによって， 0-1 線形計画問題への定

式化が正当性をもっていることが示される.そこで以下において，このことを具体例で実証する

ために， Tillman , et al. ゃ Misra が扱った数値例で，提案する 0-1 線形計画問題で求めた最適

解が Tillman ， et al. ゃ MÌ$ra のものと一致することを示している.

さらに，種々の最適化手法の中で，故障モードを考慮したより複雑な問題まで拡張した点も合

めて，とくにすく守れていると思われる Tillman ， et al. による整数計画問越への定式化と提案す

る 0-1 線形計画問題とを定量的に評価するために，両手法の制約条件の数と変数の数をそれぞれ

式で示し，一般的な場合にも評価で、きるようにしたことである.この jlílJ約条件の数と変数の数

は，一般の計画問題における処理時間に大きく影響するものであり， Tillman , et al. による手

法と提案する 0-1 線形計画問題への定式化との聞にも明確に処理時間の大きい差があることを示

した.

2. システムの数学的モデル

一般に工業用プロセス・システム，電力系統システムや経済的なシステムなどには，多段階シ

ステム (multi-stage system or series system) によって表現できる面が数多い.また，次に示す

仮定によっても複雑な構成をしたシステムに対して，信頼性の観点から多段階システムにして扱

うことができる.いま対象とする多段階システムについて，次のような仮定 1) ， 2) , 3) を設け

て，システムの並列冗長ユニットの配分，並列ユニットの選択，並列冗長ユニットの配分と選

択，そして待機冗長ユニットの配分の数学的なモデルについて述べる.

仮定: 1) システムは故障率がほぼ一定の安定した時期 (constant failure-rate period) ，すな

わち，偶発故障の期間 (random failure period) で運転されており ， n 個のサブシステムか

ら構成され各サブシステムの動作機能 (operating function) が直列的にシステム全体の機

能を左右すること.

2) ある特定のサブシステムの故障が他のサブシステムの動作機能に影響を及ぼさないも

のとし，サブシステム・レベルの冗長方式として各サブシステムに並列冗長 (2 ・ 1 ， 2 ・ 2 ，

2 ・ 3 節)または待機冗長 (2 ・ 4 節)を用いること.
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3) 各サプシステムは基本ユニットと冗長ユニットより構成されており，各ユニットの故

障は独立に発生し，その保全の機能はないこと.

2 ・ 1 システムの並列冗長ユニット配分

システムの並列冗長ユニット配分の数学的モデルは， Bellman, et al. [2] , Mine [13J の dy­

namic programming による最適化手法に始まり，最近 Misra [15J の Lagrange の未定乗数法

と離散形最大原理による方法に至る今日まで，種々の最適化手法が適用されてきた信頼性理論の

必本的なモデノレで、ある [lJ ， [11]. 

サブシステム i (i=l , 2, "', n) のユニットは信頼度 ρa と m 個の冗長ユニットをもったコスト，

重量，容積等の s 種類のシステム資源 gri(m小 (r=1， 2 ， … ， s) とその利用しうる制限量んなる

既知の値をもっているとする.図 2 ・ 1 にサフ\ンステム i における決定プロセスのモデルを示す.

システムの並列冗長ユニットの配分問題は，システムに限られた

コスト，重量，容積等のシステム資源が一定制限された非線形な

制約条件

(2 ・ 1) Gr(m) = L; g,i(mi) 三五 b" r = 1, 2, …, s, 

あるいは線形な制約条件

(2 ・ 2) Gr(m) L; g川 "mi 三~ b" r = 1, 2,… , s, 

のもとで，システムの口的関数として非線形な信頼度関数

(2 ・ 3) RS (111) ニ n R;(11川= rr {1 ー (1 ーか)川)

1111 

R，.( 間，)

凶 2 ・ 1 サアゃシステム i におけ

る決定プロセスのモデノレ

を最大にするような各サブ、ンステムの冗長ユニソト数押1= (111 t, 1112, "', 1ì1 i , "', n'ln) を配分する非

線形整数計画問題である.これを非線形整数計画問題!と呼ぶことにする

2 ・ 2 システムの並列ユ=ッ卜選択

ある制約のもとで，企業政策におけるある時期にどのような意思決定を，あるいはシステム設

計におけるあるサブシステムにどのような設計立案を採用するかという，信頼性理論の分野に限

らず，より広範囲な選択問題がある 1)

サブシステム i のユニットはおのおの ai(a; ニニ 1 ， 2 ， "'， αi) 種類の信頼度 Piai とコスト，重量，

容積等の s 種類のシステム資源 gri(a;) とその利用しうる制限量んなる既知の値をもっていると

する.図 2 ・ 2 にサブシステム i における決定プロセスのモテ守ルを示す.システムの並列ユニット

選択問題は，システムに利用できるコスト，重量，容積等の s 種類のシステム資源が一定制限さ

れた線形な制約条件

(2 ・ 4) Gr(a) = L; gri(ai) = L; g円aiE玉 br ， r = 1, 2,… , s, 

1) 国鉄鉄道技研の阿部氏によると，踏切架設地点 i にどの種類( 5種類)の信号機 j を施設するかとい

う信号機の選択問題があるという.最近では， コンビュータの高速記憶装置におけるファイノレの選択問
題が下記の 71 ベージにある.

Diethelm , M. A.,“A method of evaluating mass storage effects on system performance," AFIPS , 
National Computer Conference, 1973. 
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αa 

R, (a ,) 

図 2 ・ 2 サブシステム Z におけ

る決定プロセスのモデル

のもとで，システムの目的関数として非線形な信頼度関数

(2 ・ 5) Rs(a) = 日 Ri(ai) = rr Pia;( = rr {1ー (1-ρ叫)} ) 

を最大にするような各サブシステムのユニット α=(ab a2, "', 

aj, "', an) を選択する非線形整数計画問題である.これを非線形整

数計画問題 H と呼ぶことにする.

2 ・ 3 システムの並列児長ユニットの配分と選択

このシステムの並列冗長ユニットの配分と選択問題は， 2 ・ 1 節

のシステムの並列冗長ユニットの配分と 2 ・ 2 節のシステムの並列ユエット選択の問題を同時に合

んでおり， Fyffe, et al. [3 ]は，二つの線形な制約条件の場合 dynamic programming によって

最適解を求めた.

サフシステム i のユニットはおのおの ai 種類の信頼度 ρlaj とコスト，重量，容積等の s 種類の

システム資源 gri(mi ， ai) とその利用しうる制限量んなる既知の値をもっているとする.図 2 ・ 3

にサブシステム i における決定プロセスのモデノレを示す.システムの並列冗長ユニットの配分と

エ[ 選択の問題は，システムに利用できるコスト，重量，容積等の s

R,(m j, a,) 

図 2 ・ 3 サブシステム i におけ

る決定プロセスのモデル

種類のシステム資源んが一定制限された非線形な制約条件

(2 ・ 6) G, (m , a) = 2: g,i(mi , ai) = 2: g，iai(mi) 話 br ，

グ= 1, 2,…, s 

あるいは線形な制約条件

(2 ・ 7) G, (m, a) = 2: gr叫 -mj 壬 br ， r = 1, 2. …, s 

のもとで，システムの目的関数として非線形な信頼度関数

(2 ・ 8) Rs(m, a) = 11 Ri(mi, ai) = rr {1ー (1ーρiaj)m i }

を最大にするような各サブシステムの冗長ユニット数 m= (nt 1, m2， ・"， 1ni, "', '1nn) とユニット

a= (a1, a2, …, ai, "', an ) の選択を同時に行なう非線形整数計画問題である.これを非線形整数計

画問題E と呼ぶことにする.

Fyffe, et al. は，システム資源が s=2 種類までの線形な場合だけを扱い，さらに数学的モデ

ルの定式化について明確な表現が欠けているために，次のようなシステムの並列冗長ユニットの

配分問題とシステムの並列ユニットの選択問題との関係を論じなかった.すなわち，システムの

冗長ユニットの配分と選択の非線形整数計画問題皿は，各サブシステムのユニットの種類 ai=l

(i= 1, 2,… , n) とした場合の式 (2 ・ 6) ， (2 ・ 7) ， (2 ・ 8) がそれぞれ式 (2 ・ 1)， (2 ・ 2) ， (2 ・ 3) にな

り， 2 ・ 1 節のシステムの並列冗長ユニットの配分の非線形整数計画問題 I に帰着し，また各サ

プ、ンステムの冗長ユニット mi=1(i=1， 2， … ， n) とした場合の式 (2 ・ 6) と (2 ・ 7) ， (2 ・ 8) がそ

れぞれ式 (2 ・ 4) ， (2 ・ 5) になり， 2 ・ 2 節のシステムの並列ユユットの選択の非線形整数計画問題

E に帰着されることになる.
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2 ・ 4 システムの待機冗長ユニットの配分

最初の各サブシステムの基本ユニットだけ動作させて， あるユユットの故障とともにそれを故

障検出切替素子 (fault detecting & switching device; FDS 素子)で検出して，初めて冗長ユニ

ットを起動させるような冗長方式を待機冗長 (stand-by redundancy) とし、う. いま各サブシス

テムにおける待機冗長ユニソトの FDS 素子の信頼度は 1 であり， }j占本ユニソトが故障するまで

待機冗長ユニットが待機している間， その故障率は O とする.

サブシステム i の冗長ユニットの mi 個が 1 個の動作中のユニットを支援するために待機して

いるならば， このサブシステムには mi+1 個のユニットがあり mi 回の故障がこのサブシステ

ムを故障させずに起こりうる. 一般にこのようなサブシステム i が時間 f までに h 回の故障を

起こす確率をお(h， t) とすれば，次のような Poisson 分布に従う [17J. んはサブシステム i の

故障率である.

(2 ・ 9) 針(h， t)=(Tfhr， h=O，は

よってサブシステム i に待機冗長ユニットが m 個ある場合の信頼度は次のようになる.

(2 ・ 10) ~ J,..( 1" .t¥ _ ~ (À川h
Ri(mi;t) ニ Ffz(h， f)=E h!E 

サブシステム t のユニットは，故障率 Ài とコスト， 重量，容積等の s 種類のシステム資源

g円 (mi) とその利用しうる制限量ムなる既知の値をもっているとする 図 2 ・ 4 にサブシステム i

における決定プロセスのモデルを示す. したがって， システムの

待機冗長ユニットの配分問題は， システムに限られたコスト，

重量，容積等のシステム資源が一定制限された非線形な制約条件

(2 ・ 11) Gr(m) = L: gr,(mi) 壬 br, r = 1 ， 2 ，・・ , S, 

あるいは線形な制約条件

(2 ・ 12) Gr(m) = L: gy/'mi ~玉 b" r=1 , 2,"', s 

のもとで， システムの目的関数として非線形な信頼度関数

(2 ・ 13) ; v .l.," ..¥ _ rT ~ (ﾀit)h IW;f)=ERz(ms;t)=EA 副 E

m, 

R;(mi;t) 

図 2.4 サブシステム Z におけ

る決定プロセスのモテソレ

を最大にするような各サブシステムの冗長ユニット数 m= (m r, m2 ， ・"， mj, "', mn) を配分する非

線形整数計画問題である. これを非線形整数計画問題N と呼ぶことにする.

Messinger, et al. [12J は， このシステムの待機冗長ユニット配分の非線形整数計画問題を

dynamic programming, incremental reliability per pound, そして一般化された Lagrange の未

定乗数法の最適化手法によって， システム資源が s=3 種類の線形な制約条件の場合だけを研究

している. しかし非線形な制約条件でかつシステム資源が 3 種類以上の場合には， これらの最

適化手法には問題点が残る.
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3. 0-1 線形計画法による定式化

本節においては， 前章で定式化されたシステムの並列冗長ユニットの配分， 並列ユエットの選

択， 並列ユニットの配分と選択， さらに待機冗長ユニットの配分などの非線形整数計画問題が，

0-1 変数の導入によって線形化され， 0-1 線形計画問題へ定式化されることを示し さらに非線

形整数計画問題と 0-1 線形計画問題との問に一対ーの対応関係 (one-to-one corresponding) が

あることを明らかにする

3 ・ 1 システムの並列冗長ユニット配分の定式化

次のような 0-1 変数を定義する.

(1 ;サブシステム i に冗長ユニット j 個を配分するとき.
Zリ

lO ;そうでないとき.
(3 ・ 1)

システム資源の非線形な11;1]約条件式 (2 ・ 1) に 0-1 変数を適用すると， 次式のように線形な1WJ約

条件

(3 ・ 2) 山) = .t f: an} X，} 壬 b" r = 1, 2, "', S 

となる.ただしんと 1Ii はそれぞれサブシステム t の冗長ユニット m の下界値(lower bound 

value) と上界値 (upper bound value) であり，制約条件の係数 arij は冗長ユニット mi に関し

て分離可能 (separable) な非線形関数 gri(mi) が 0-1 変数の導入により線形化された変数 Xjj の

係数であり，次式で示される.

(3 ・ 3) arij ニ grJj)

線形な命lj約条件式 (2 ・ 2) に 0-1 変数を適用した場合も式 (3 ・ 2) と同じになり， このときの係数

arij は次式で示される.

(3 ・ 4) arij = J'gri 

また， 0-1 変数の定義により次のような制約条件が付加される.

(3 ・ 5)2rsy=L1=l， 2，， n

一方， システムの目的関数として最大にすべき非線形な信頼度関数 (2 ・ 3) については，

両辺に自然対数をとり 0-1 変数を導入すると，次式のように線形な目的関数となる.

(3 ・ 6) fs(x) = L: L: Cij Xij 

ただし， 目的関数の係数 Cリは次式で示される.

(3 ・ 7) Ci} = ln {1一 (1-ρy}

その

したがって， システムの信頼度関数を最大にする並列冗長ユニット配分の非線形整数計画問題

は， 0-1 変数刊に関して線形化された 0-1 線形計画問題へ定式化されたことになる. これをか1

線形計画問題!と呼ぶことにする.

次に， この非線形整数計画問題 I と 0-1 線形計画問題 I との聞には次のような関係が成り立
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ペコ.

定理1. 式 (3 ・ 3) あるいは (3 ・ 4) と式 (3 ・ 7) が満足されるならば，非線形整数計画問題 l

の実行可能解と 0-1 線形計画問題 I の実行可能解との聞には，一対ーの対応関係がある.

この定理の証明は自明であるので省略する.

3 ・ 2 システムの並列ユこット選択の定式化

次のような 0-1 変数を定義する.

[1;サブシステム z においてユニット 1 を選択するとき.
J'ij = i (3 ・ 8)

lO ;そうでないとき.

システム資源の線形な制約条件 (2 ・ 4) に 0-1 変数を適用すると，次式のような線形な制約条件

(3 ・ 9) 仰)=220rajZaj 話 bnr= 以・ 5

となる.ただし，係数 arij は式 (2 ・ 4) の gria; と等しい.また， 0-1 変数の定義により次のよう

な制約条件が付加される.

(3 ・ 10) 2zzj=I, z=1, 2,, n 

一方，システムの目的関数として最大にすべき非線形な信頼度関数 (2 ・ 5) については，

両辺に自然対数をとり 0-1 変数を導入すると，次のように線形な目的関数となる.

(3 ・ 11) fs{x) = 土 2 印刷

7こ7ごし， 目的関数の係数 Cリは次式で示される.

(3 ・ 12) Cリロ ln ρ'} 

その

したがって，システムの信頼度関数を最大にする並列ユニット選択の非線形整数計画問題は，

0-1 変数 Zりに関して線形化された 0-1 線形計画問題へ定式化されたことになる. これを 0-1 線

形計画問題 E と呼ぶことにする‘

次に， この非線形整数計画問題 H と 0-1 線形計画問題 E との聞には次のような関係が成り立

ペコ.

定理 2. 式 (3 ・ 12) が満足されるならば，非線形整数計画問題 H の実行可能解とか1 線形計画

問題 E の実行可能解との聞には， 一対ーの対応関係がある.

(証明略)

3 ・ 3 システムの並列冗長ユニットの配分と選択の定式化

次のような 0-1 変数を定義する.

r 1 ;サブシステム iでユニット Jを選択し， k個の冗長ユニットを配分するとき.
Xjjk 

lO ;そうでないとき.
(3 ・ 13)

システム資源の非線形な制約条件式 (2 ・ 6) に 0-1 変数を適用すると，次式のように線形な制約

条件
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となみただし，制約条件の係数 αYI片はう記長ユニット YI1i に関して分離可能な非線形偶数 g打。s

(削i) が 0-1 変数の潜入により線形fとされた変数 r榊の係数であり， 次式で示される.

(3・ 15) ari油口 9円滑)

線形な11道約条f'I: (2 ・ 7) に 0-1 変数を適用した場合も式 (3 ・ 14) と向じになり， このときの係数

arifh は次式でポされる.

(3 ・ 16) a， リk=k・ g，jj

また， 0-1 変数の定義により次のように制約条件が付加される.

(3 ・ 17) 泣き川口 1， i = 1, 2, "', n 

システムの目的関数として最大にすべき非線形な信頼度関数 (2 ・ 8) については，

ii時辺に自然対数をとり 0-1 変数を適用すると，次式のように線形な民的興数となる.

(3.18) 

ずこだし，

(3 ・ 19)

!s(x} 出L: L:E cりk Xijlt 
i=l Jロ 1 k=Ji 

目的関数の係数 C川は次式で示される.

Cij会 ln {l-(l-Pij)勺

その

したがって， システムの信頼度関数を最大にする立を列7i:長ユニットの配分と選択の非線形整数

~t随i際婦は， 0-1 変数耳打ゐに関して線形{じされたか1 線形計画期題へ定式化されたことになる.

これを 0-1 線形計制閉鎖国と呼ぶことにする. 2 と[司様に， このシステムの並列7i::食品ニット

の配分と選択のか1 線形計画問題瞳は，各サブシステムのユユットの種類j=l(α円 1，出1， 2，

…, n) とした場合には 3・ 1 節のシステムの並列究;長ユニット配分の 0-1 線形計瞬間童書 i に帰着

され， また各サブ、ンスデムの7i::I芝ユニ γ ト k=l(制i= l;出 1 ， i=1, 2, …, n) とした場ずすには. 3・ 2

聞のシステムの-~グ11 ::L :;ニット選択の 0-1 線形計繭問題目に帰着される.

次に， システムの主主列冗長ニエニユットの配分と選択の非線形整数計顧問題謹と 0-1 線形計関問題

醍との関tこは，次のような関係が成り立つ.

定理 3. 式 (3 ・ 15) あるいは (3.16) と式 (3・ 19) が満足されるならば，非線形整数計鶴間題

!日の実行可能解とか1 線形計闘問髄聞の実行可能解との間には， 一対ーの対応関係がある.

(証明略)

3.4 システムの待機冗長ユニット配分の定式化

0-1 変数の定義として 3 ・ 1 節の式 (3 ・ 1) を用いると，システム資源の非線形な昔話約条件の場合

には式 (3 ・ 2) のように線形な制約条件となり，線形な骨jlJ約条件の場合も式 (3 ・ 2) のようにな

る.

一方， システムの目的関数として最大にすべき非糠形な信頼度関数 (2.13) については，その

両辺に自然対数をとり 0-1 変数を適期すると，次式のように線形な自的関数となる.
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fs(x;t) = - L; À,t+ L; L; Cij Xij 
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(3 ・ 20)

目的関数の係数 Cij は次式で示される.

? (ﾀit) " 
czy=lnAh! 

しだた

(3 ・ 21)

システムの信頼度関数を最大にする待機冗長ユニット配分の非線形整数計画問題したがって，

これを 0-1は， 0-1 変数町に関して線形化された 0-1 線形計画問題へ定式化されたことになる.

線形計画問題目/と呼ぶことにする.

システムの待機冗長ユニット配分の非線形整数計画問題W と 0-1 線形計画問題W との間次に，

には次のような関係が成り立つ.

と式 (3 ・ 21) が満足されるならば，非線形整数計画問題町式 (3 ・ 3) あるいは (3 ・ 4)定理 4.

一対ーの対応関係がある.の実行可能解と 0-1 線形計画問題Wの実行可能解との聞には，

(証明略)

数値計算例4. 

並本節では 3 章で 0-1 線形計画問題に定式化された、ンステムの並列冗長ユエットの配分問題，

そして待機冗長ユニットの配分列ユニットの選択問題，並列冗長ユニットの配分と選択の問題，

と Misra [14J が扱ったシステム資源とシステムに要求され[19J Tillman, et al. 問題のうち，

目的関数として非線形なシステムのコスト関る信頼度の基準として非線形な制約条件のもとで，

システさら『こ，数を最小にするようなシステムの並列冗長ユニット配分問題を 4 ・ 1 節で述べる.

システム資源が s=3 種類の線形な制約条件のムの並列冗長ユニットの配分と選択問題として，

もとで非線形なシステムの信頼度関数を最大にする問題の数値例を 4 ・ 2 節で述べる.

システムの並列冗長ユ=ット配分の数値例4 ・ 1

目的関数として非線形なシステムの信頼度限られたシステム資源の線形な制約条件のもとで，

関数を最大にするシステムの並列冗長ユニット配分問題は，文献[ 4 J において非線形関数のシ

ステム信頼度を ò- 法によって分離可能な凸関数の和へ変換して定式化された整数計画問題を，

Gomory の平面切除法の解法アルゴリズムによって求めた Mizukami [16J (p.401) の数値{7IJ ，

[19J (p.891) の数値例などを筆者の

提案するか1 線形計画問題に定式化を行ない，解法アノレゴリズムとして Geoffrion の Implicit

enumeration 法[ 6 J により電子計算機 NEAC 2200 Model 500 を利用して最適解が得られ，

そして Tillman， et al. Misra [14J (p.118) の数値例，

種々の最適化手法の求めた値と一致することを示した.

本論文では， Tillman, et al. [19J が扱った差分法を応用した非線形関数の正の整変数で、ある冗

長ユニット数に関する階差を係数として定式化した整数計画問題を， Gomory の平面切除法によ

り求めた数値例と Misra [14J が扱った Lawler-Bell [10J の非線形問題の離散的最適化のアル

ゴリズムを応用した数値例を，提案する 0-1 線形計画問題へ定式化を行ない，求めた結果が Ti1l司
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man, et al. と Misra がそれぞれの最適化手法で求めた最適解と一致することを示そう.

Tillman, et al. [19J (p.892) と Misra [14J (p.119) が扱ったシステム資源とシステムに要

zたされる信頼度の基準として非線形な制約条件のもとで， 目的関数としてシステムの非線形なコ

スト関数を最小にーする主主列冗長ユニットの配分問題全，提案する 0-1 線形計画問題に定式化する

と次のようになる.

mm f(x) ロ 3・呂ωけ2・件以2

subject to 

的)口 36-28Mli-2aI山

の(X) 口…85+3

のいう出…35十 30 土山十30 岳山

州)口 0.1625+ ま a4!j Xl 

g4+i(X) 出 1-21リ詮 0， i = 1, 2 

Z 口 (Xjj) E {O, 1} 

ただし， 11=0, Ul ロ~3， 112=4, 
1 

--~ J 
Cu = C2} 口 Je , aUj a12i 口 3j+P，

aZ1j = 022} 出 j十e-J ，
-12 

a31j 口 a32} 口 je ム，

a41i = ln(1-0. 1}), a42; 口 In(l…0.25i)

である. この定式化されたか1 線形計踊掲題をさらに電子計算機で得られた実行可能解，最適鱗

などのほかに処理時簡を表 4・ 1 に示してある.定式化した変数と電子計算機で使用した変数との

変換は，

X I,i-l = XJ, X2バヱ認め+4， j 出 1 ， 2， 3 ， 4

となっていることカミら， この 0-1 線形計画問題の最適解は茨 4 ・ 1 により

Xl = 1 X!'o* , "8 X4+4 = 1 "2,4* 

となることから，各サブシステムの援護な冗長ユニット数は ml*=O， 持12*ロ4 となり， このとき

のシステムのコスト関数値は1. 082 となって， T il1man, et aん [19J (p.894) とお1ìsra [14J 

(p.120) と一致する.
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表 4 ・ 1 Tillman, et al. の数値例を 0-1 線形計画問題で、求めた結果

OBJECTIVE FUNCTION 
x 1 x 2 x 3 x 4 x 5 x 6 x 7 x 8 

.0 182.0 220. 7 200 ‘ 8 121. 3 147.2 133. 9 108.2 

CONSTRAINTS 
CONS"r、ANT

G1 36.0 .0 -4.0 -10.0 -18.0 -4.0 -10.0 -18.0 -28.0 

G2 85.0 30.0 41. 0 64. 1 91. 5 41. 0 61. 1 91. 5 120.5 

G3 38.0 .0 23.4 36.4 42.5 23.4 36.4 42.5 44. 1 

G4 16.3 99999.9 -10.5 1.0 一 .1 -28.8 -6.5 -1.5 一 .4

G5 1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 .0 .0 .0 .0 

G6 1.0 。 .0 .0 .0 一1. 0 -1.0 -1.0 1.0 

FEASIBLE SOLUTION 
x 1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x 8 

STEP 2 1 0 0 0 0 0 0 

OPTIMAL SOLUTION 
1 0 000  0 0 1 

OPTIMAL V ALUE OF OB]ECTIVE FUNCTION = 108.20000 
CPU TIME 00; 00'00"749 

4 ・ 2 システムの並列冗長ユニット配分と選択の数値例

システムの並列冗長ユニットの配分問題にさらに選択性の問題を考慮した具体例として，シス

テム資源が 3 種類の線形な制約条件のもとで，非線形なシステムの信頼度関数を最大にする問題

の数値例を表 4 ・ 2 に示す.

表 4 ・ 2 システムの並列冗長ユニット配合と選択の数値例

Piil 

2 3 

1 10.862, 2, 31 片側 5， 14, 9 I 

~_1~~915，土~ー0.98竺 17， 8 I竺ケ， 52，竺-
3 10.935 , 7, 21 十 87735421l

これらの数値例の問題をここで提案した 0-1 線形計画問題に定式化すると表 4 ・ 3 のようにな

る，定式化された変数と電子計算機で使用した変数との変換は，

XU2 X I, X113 二 X2 ， X114 = X3, X121 X4, X122 Xョ X211 X6, X212 X7, 

X213 Xs, X221 X9, X222 XI0, X232 X1b X233 X12 , X234 = X13 , X311 X14, 

X312 X15, X322 = X16, X323 = X17, X324 = X18 

となっている.この 0-1 線形計画問題の最適解のほかに実行可能解と処理時聞は表 4 ・ 4 に示され
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表 4 ・ 3 表 4 ・ 2 の数値例を 0-1 線形計画問題へ定式化された目的関数と制約条件

OB]ECTIVE FUNCTION 

x 1 

xll 

19.0 

61. 0 

x2  x 3  x4  

x 12 x 13 x 14 

2.0 .0 4.0 

14.0 3.0 67.0 

x 5 x 6 

x 15 x 16 

.0 89.0 

4.0 15.0 

x 7 

x 17 

7.0 

2.0 

x 8 x 9 

x 18 

1. 0 20.0 

.。

x 10 

.0 

CONSTRAINTS 

CONSTANT 

G 1 25.0 -4.0 -6.0 -8.0 -5.0 -10.0 -2.0 -4.0 -6.0 -6.0 -12.0 

-2.0 -3.0 -4.0 -7.0 -14.0 -6.0 -9.0 -12.0 
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表 4.4 表 4 ・ 2 の数値例を 0-1 線形計画問題で、求めた結果

FEASIBLE SOLUTION 

x 1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x 8x 9x 10x llx 12x 13x 14x 15x 16x 17x 18 

STEl' 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

ST巳1' 50000000 0 0 0 0 0  000  

STEP 23 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

OPTIMAL SOLUTION 

0000000000001000  

ている. これらの結果は，解法アルゴリズムとして Geoffrion の Implicit enumeration 法により

屯子計算機 NEAC2200 Model 500 によって求めたものである.友 4 ・ 4 より X4ニ X7=x15=1 であ

るから，最適解はね=X121 によりサブシステム 1 にユニット 2 を選び冗長ユニット l 個を，

X7= X212 によりサブシステム 2 にユニット 1 を選び冗長ユニット 2 個を， X15ニ X312 によりサブシ

ステム 3 にユニット 1 を選び冗長ユニット 2 個をそれぞれ配分することである.このときのシス

テムの信頼度は 0.985 となる.

5. Tillman の手法と本手法との比較

これまでいろいろな最適化手法により，種々なシステム資源の制約条件のもとでシステムの信

頼度関数を最大にするシステムの最適冗長ユニプトの配分問題が研究されてきた.近藤，平尾

[ 8 ]は， dynamic programming，離散形最大原理，積みあげ法 (sequenc巴 of undominated 

policy) ，そして校はらい法 (Branch-and-bound method) などの最適化手法について，各手法
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の計算時間，記憶容量，解の精度などの応用上の特徴を定性的に比較した.

本論文では， Tillman [21J の故障モードを考慮してより複雑な問題まで拡張し研究した点も

含めて，すぐれていると思われる最適化手法としての Tillman ， et al. [19J による整数計画問題

への定式化と，提案する 0-1 線形計画問題への定式化を評価するために定量的に比較する.その

評価基準として，各定式化した計画問題における制約条件ーの数と変数の数をそれぞれ定量的に示

しその結果としての計算時間 (CPU 処理時間)を同ーの電子一計算機で、求めた

次に， Tillman, et al. による手法と本論文で提案する手法とを評価:するために，定量的な一

般式と Tillman ， et al. [19J が扱った数値例による定量値を示しそれによって提案する 0-1 線

形計画問題への定式化が Tillman ， et al. の整数計画問題への定式化よりも有効で効率のよい手

法であることを示す.

(1) 非線形関数の線形化が直接的で簡単である.

Tillman, et al. の手法では，非線形関数の正の整変数に関する階差をとって係数としている

ために，係数が二つの項よりなっている.このことについて， Tillman, et al. は係数の一般式

を示していないが，最適化手法として Branch-and-bound 法を適用した Ghare-Taylor [7 J, 

[18J は，システムの非線形な信頼度関数を線形化するために Tillman ， et al. と同様に差分法を

応用し，非線形関数を線形化した係数の一般式を示した(文献[ 7 J の p.840，文献[18J の

p.28). だが，本論文で提案する手法では，正の整変数の非線形関数を直接に係数となるよう

ハ 1 変数を使用しているので、イ線形化された係数は一つの項だけであることから， ,Tillman,' et al. 

の手法よりも直接的で簡単に線形化される. この点に関しては， Ghare-Taylor の線形化にも同

係である.

(2) 制約条件の数が nXu 個少ない.

Tillman , et al. の手法の場合は，次のような制約条件の数 MT で表わされる.

(5 ・ 1) MT = s+n+ I: Ui = S十月十 n X u, if Ui = U , i = 1, 2, "', n 

4 ・ 1 節で扱った Tillman ， et al. の数値例では， s=4, n=2 , u=4 であるから MT=14 となる.

一方，本論文で提案する手法の場合には，次のような制約条件の数 MH で示される.

(5 ・ 2) MH = s+n 

Tillman, et al. の扱った数値例では ， MH=6 となる.両手法の制約条件の数の差は，次のよう

になる.

(5 ・ 3) MT-MH = nXu > 0 

したがって，本論文で提案する手法の制約条件の数は， Tillman , et al. の手法にくらべて nXu

個少ない. Tillman , et al. の放った数値例で、は ， MT-MHニ8 個だけの制約条件の数が少ないこ

とになる.

(3) 変数の数が nxl 個少ない.

Tillman, et al. の手法の場合には，次のような変数の数 NT で表わされる.
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(5 ・ 4) NT = 戸 (Ui十 1) = nXu+n, ifui = U, i = 1 ， 2，…，珂

4 ・ 1 節で扱った Tillman ， et al. の数値例の場合には ， NT =10 となる.一方，本論文で提案する

手法の場合には，次のようになる.

(5 ・ 5) NH = L: (u ， -li 十 1) ニ nXu+n-nXI， ifui=U, li=l, i=1 , 2, …, n. 

Tillman , et al. の扱った数値例でt工 ， ul=3, 11=0, u2=4, 12 =1 であるから NH=8 となる.両

子法の変数の数の差は，次のようになる.

(5 ・ 6) NT-NJ[ = nXl > 0 

したがって，本論文で提案する手法の変数の数は， Tillman, et al. の手法にくらべて nXl 個少

ない. Tillman, et al. の扱った数値例では， NT -NJ[=2 個だけの変数の数が少ないことにな

る.

(4) 計算時間が少ない.

一般に計画問題における計算時間 (C PU 処理時間)は，その制約条件の数と変数の数によ

って大きく影響される. よって， (2) と (3)で定量的に制約条件の数の変数の数を示したので，本論

文で提案する手法の計算時間は Tillman ， et al. の手法にくらべて明確に少ないことは明らかで

あろう.その具体的な数値例として， Tillman ， et al. が扱った 4 ・ 1 節の問題では， Tillman ， et al. 

の手法では 3.823 秒の処理時間，本論文で提案する手法では O. 749 秒の処理時間であった. これ

らの処理時間は同ーの電子計算機 NEAC 2200 Model 500 で求めた値で、あって， Tillman, et al. 

支 5 ・ Tillman ， et al の手法と提案ーする手法との比較

手法

i七絞事項
Tillman. et al目の手法 錠案ずる手法

解法アルゴリズム I Gomory の平面切除法* I Geoffrion の Implicit

I Geoff巾n の Impl凶 enumeration 法

enumeration 法**

使用コンピュータ i IBM 7044* I NEAC 2200-500 

NEAC 2200-500ホ*

係数の項数 2 

瓦同瓦瓦 é') ~1瓦LL-J示J一一一 l瓦二J -
I 14 = 4+2+2x4* 6 = 4+2 

! lv!r = s+nxu** 

112=4+2X4** 

変数の数 NT nx…… ; NH = 土山i + 1) 

110=2x4+2*'料 i 8 = (3-0)+(4-1)+2 

CPU 処理時間|未発表本 I 0.749 秒

I 3.823 秒料 l 

* Tillman , et al. による，料筆者らによる.
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は IBM 7044 で求めた処理時間については発表していない.

表 5. 1 に Til1man ， et al. の手法と本論文で提案する手法との比較を示す.

6. むすび

本論文では，数種類のシステム資源が線形あるいは非線形な借り約条件のもとで，システムの非

線形な信頼度関数を最大にする並列冗長ユニットの配分問題のほかに， より一般的な場合のシス

テムの並列冗長ユニットの配分と選択問題，その特殊な場合としてのシステムの波列ユニットの

選択問題，さらにシステムの待機冗長ユニットの配分問題の非線形整数計画問題を 0-1 線形計1I↓IÎ

問題への定式化を提案した.そして，従来の非線形整数計画問題と提案した 0-1 線形計画問題と

の聞に一対ーの対応関係が存在することを明確にし，そのことによって 0-1 線形計画問題への定

式化が正当性をもっていることが示された.以上のことを具体例で実証するために， Ti l1man , 

et al. や Misra が扱った数値例によって，本論文で提案した 0-1 線形計凶i問題によって得られ

た最適解が， Tillman, et al. や Misra の求めた結果と一致することを示した.

さらに，本論文で提案した手法と Tillman ， et al. の手法を評価するために，次の事項につい

て定量的に比較した.その評価基準として，非線形関数の線形化された係数の項が一つの項で表

わされるために直接的で簡単であること，制約条件の数が nXu 個少ないこと，変数の数が n × I
個少ないこと，さらに以上の定量的な値からも計算時聞が少ないことを示した.その具体例によ

る評価値としての CPU 処理時聞をも明確に示した.したがって， Tillman , et al. の手法により

本論文で提案した手法が実用面で効率的な手法であることがし、える.

本論文で提案した手法は，システムの信頗度関数に故障モードを考慮した複雑な非線形整数百i企

画問題にも有効な手法であることがより明確になってきた [5 ]. 
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