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く総会報告〉

拡張型輸送問題?

成久洋之*

1. ~まえがき

~rl:i典的輸送問題に対する有名な解法として Hichcock and Koopmans の飛び石法 (St叩ping

針。n巴 methoめがある.これは LP における単体法より効率的なアルゴザズムであるとされて

し、る.

拡張型輸送問題 (Gをneralized transport設tÎon problems) というのは，…格の線形計画問題で

あり， }i典的輸送問題における条件式の在辺の係数がすべて 1 であったのに比し，実数で構成さ

れているー

拡張型輸送問題についての考え方は，いわば拡張型飛び石法 (Generalized st芭pping stone 

method) とでもいし、うるものであり，機械製当問題等にも応舟されうることが知られている.こ

の績の論文としては， E. Bal社s and P. L. Iv品nescue ， J. R. Lorie , K. Eisemann 等のものがある.

2. 拡張盤斡送開題の定式化

験送問題についての拡張問題としてはー Ferguson 呂nd Dantzig や Charnes 呂nd Cooper 

すでに取り批っているわけで，その場 f?の数学モデルとしてはつぎのとおり.
m 

(1)minEZMJ 
n 

(2) s. t. L: d ,j Xij二i二 Xis :;::::;;: fli , 

(3) L: xij = bj , 

(4) Xij , Xìs 三 O.

この問題において，

mコヱ機械の額顕

匁口製品の種類

ai 出機械 i での全生産時間

bjニ寸製品についての全鑓婆数

r 1974 若手 5 月 2 日受理軍

事務衛庁段落.
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112 成久洋之

d'j=i 機械で j 単位製品を製造するに要する時間

Cíj=i 機械で j 単位製品を製造するに要する費用

Xijこ t 機械での製造に割り当てられた j 製品の生産量

としたときは機械割当問題 (Machine loadin宗 problem) とみなすことができ，その他この種の

問題として定式化しうるものはかなり多い.

この拡張型輸送問題に対する一般的解法手法としては， Charnes and Cooper や Hadley 等が

述べているように，まず古典的輸送問題のそれと同慌に初期実行可能解から出発し，逐次改善し

ながら最適解を求めるものがあり，その場合つぎのステップを経過する.

( i ) その解が最適解であるかどうかを調べる.

( ii ) もし最適解でなければ，基底要素の入れ替えをおこなうことにより解を改善する.

この手順はまったく古典的輸送問題と同じものであるが，古典的輸送問題に用いたループ技法は

(1)~(4)での拡張型輸送問題にはそのまま利用できない難点がある.すなわち，古典的輸送問題で

の/レープは完全に閉じたものとなっているのに対し，拡張型輸送問題のそれは閉じたループを含

む樹 (tree) を構成しているところが異なっている そのような樹の構成法について論じたのが

Ivanescue と Balas であり，つぎにその考え方を紹介することにしよう.

3. 基本的考え方と諸定義

(1)"-'(4)で、述べた問題を LP 問題の標準形で記述するならば，係数行列 P の列ベクトル恥は

(5)ρ'k=d'k C，+ ム"+" (k キ n+l)

(6) 久川士Ci

となっている.ただし， e，，(lz ーコ 1 ， .・ e ・ ..， m+n) は m+n 次元線形空間の h 番目の単位ヘクトルを

表わすものとする.

いま，ある基底実行可能解 XO が求められたと仮定しよう.このとき ， XOij>O となるような

恥のすべての集合 MO を基底 (basis) と呼ぶ.さらにこの場合 ， XO が非縮退 (non-degenerate) 

であると仮定すると ， XO'j>O に対応して(削十月)個の一次独立な戸リからなっていることがし、え

る.もし， ρt仰が解を改善するために基底に導入されるべき要素であるとすると ， M=MoU 

{p'oio} とする.

有限次元のベクトル空間で、の一次従属なベクトル集合で，そのすべての真の部分集合が一次独

立であるようなベクトル集合を最小従属集合という.

戸t州 $ MO と MO の部分集合とからなる最小従属集合はム仰の最小従属集合という.集合 S

が P'o;o の最小従属集合であるための必要十分条件はあ山が S の他のすべての要素の線形結合と

して表わされることであることは明らかである.

M の異なる要素からなる系列

ρÌlj l' �i2j2' ・・・・・・， ρl tJ t

で，しかも
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113 拡張型輸送問題〈総合報告〉

ia-l = ia キ iα ト h ix-l キ ja = ja+l 

あるいは

ia_l キ iα ia +h ja-l = jα キ ja+l

さらに

(k = 2,… '., 1-1) 

となっているものを M における径路 (path)

M の部分集合 S において ， S の要素 ρl}JI と戸i山に対しであ山とお2J2 との聞に径路が存在し

ているとき ， S三M は連結 (COll Ilected)

とし、う.

ù 占i' n+1

で，

しているという.

ま Tこは連結している集合 S が与えられたとき ， S の要素 ρリにおいて ， j=n+1 である場合，

これらの S の要素のことを S の隅 (corner)þi ， JES と þih ES とにおいて il キ i ， h キJである場合，

とし、う.

これをループ(loop) あるいは巡回路とい連続集合 Sfi5. M が隅のみから構成されるとき，

ただ 1 個の þi ，jEL (i1 キ i) とただ 1 個の戸ijJjl キj) からなるルーループ L の要素 pげに対して，

フ。を単純ループという.

という.核]{J， ]{2,…… , ]{h の集合において，単純ループとか.n+lEM とを核 (kernel)

]{jo 宰 U ]{j 

2 個の独立な核を含むループを二重ループ

(io = 1, … ・・ ， h) 

この核の集合は独立であるという.

(double loop) といい，単純/レープでもなければ二重ループでもないものを多重ループ (multiple

となるとき，

とし、う.)
 

>ー、
，F

<
)
 
(
 
l
 
単純ノレープ

Pi!ﾌp ρl1J2' ・・・・・・ ， �ikh 

が与えられているとき，

k k 

-口 diリj
Ia=i h=1 

(7) 

このループは対称 (symmetrical) であるという.であるならば，

とし、う.基底の連結部分集合の最大のものをその基底の成分 (components)

M での最小従属集合についての性質4. 

いかなる最小従属集合 Sfi5. M も連結している.補題1.

(証明)補題が成立しないとすると ， S は少なくとも 1 個の最大連結部分集合 So をもつことに

この So は従属ではないので

I: α'Jρij= 戸 αij(dijei 十 em+j) キ O
PijrS 0 i゙jES 0 

なる.
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成久洋之114 

となり ， (L; αiojdioj)ejo キ O
Pior:So 

となるらが存在するか，あるいは

(2::: αjjo)em+io キ O
PjjOESO 

しかしながら，となるおが存在するかのいずれかである.

iうio}ES-So， Pi;oES-So 

となるような ei o あるいは em打。は存在しないので， S の従属性は矛盾していることになる.

非対称な単純/レープ

L={戸i lj 1' ρ;2j l' 戸i 2 h ， ……， ρttlt ， ρ21Yt)

補題 2.

7こ t!. し， r=1 , 2, が与えられたとき，集合 {eir} U L と集合 {emü，} U L とは最小従属である.

とする.

つぎの各量を定義する.明証

Z
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九yh=jAdah+1JhhiLdzkJh

(8) 

(h = 1, 2,'…" t-1) 
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(9) 

。。

(h = 1, ・…・・ ， t) 

!12i h+lhl ニ dH1LHdzk → ， jk 1 [ dikJk “ k- 1 k~fd 1 

glib 4- d 一一σ1'h+ l1 11 ー y 'hJh (11) 

(h = 1,…… , t-1) (1~ 

1 _~ 1 

g2ilit = --~- I� dik+ljk 
“ k~l 

(1~ 

(h = 1, …・・・ ，t) g2 一一?山 _2'11+1111+1 - -Y 'h+I1h 
Uth+lJh+l 

Q~ 

ただし ， if+1=i !, j, +l=h 

上記諸量よりつぎの関係をうる.

eil = g\litPi 1 h 十 g\Úlあ 2J ， 十・・・・・・十 gJ i山あ iJ f

em+h = g2i 1 hρ'111 十 g2i2hPi ，;， 十・・・・・・ +g2i山Pi ， h

(1~ 

。。

単純ループ L'= {Pi o }.，ム 01 1'・・・… ， Pi山九;J が，一次従属であるための必要十分条件は補題 3.

またこのとき ， L' は最小従属でもある.そのループが対称であることである.

いま ， L' を対称/レープとし，

fんa山h削川J
k~O k-O 

(証明)

(h = 0,…… , t) 

(h = 0, ......t-1) a • 

.1 'h+I1h+l - ,.1 'h111+1 

としよう.

。ヵ

(18) 
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〈総合報告〉 拡張型輸送問題 115 

すると，

(l9) Piojo = !iohPio九 +!i ， hPi ，九十…… +!;titPitit+ !i tJ t+ ,PiÚO 

となる.すなわち，対称条件が成立することから，

4
i
 

一
一

+
 

'R 
'R 
d
 
rHM 

,tts 

-
R
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d
 
tHM 

+
 

r
f
'
 

M
W
 

となるからである.

したがって十分条件は証明されたことになり，補題 2 よりただちに必要条件は証明される.

さて ， L' が対称であり，しかも従属集合であることから，それは同時に最小となっているわ

けである.すなわち，単純ループどの定義からして ， PijEL' に対しただ 1 個の九戸L' とただ

1 伺の PihEL' を持っているので，どからその真の部分集合 L" ，を除去すると，少なくともあsE

L' -L" のみを含む 1 個の列と 1 個の行が存在することになる.

径路 D= (ql， ・・…・ ， qk} が与えられたとき ， ql=Pi , j" qk=丸山であるならば

il か j んあるいはまた，

r = i2 か s=h であるとき

D は ρij ~ニ ρほとを結合するという.

径路 D とノレープ L とがあって ， DnL=φ であり，しかも D がか lÍlと釘ú，EL で結合するとき，

D は要素 Pi Ii， をノレープ L で結合しているという.

補題 4. Pi山EMが MO の核 Kc と結合しているならば，集合 {eio} U Dr U Kc は最小従属である.

ただし ， Dr は{戸ioj， ・…・・}となる径路で KC と M とを結合するものを表わす.

補題 5. ρioioEM が MO の核 Kc と径路 Dr により結結.合しているならば，集合{仇eι，肘，

最小従属でで、ある.ただし ， Ds は(ム10' …・・)となる径路で Kc と M とを結合するものを表わす.

(証明) いまかu1v を Kc と戸'o}o とを結合する径路 D の最後の要素であるとしよう.つまり，

ん山$Kc であることは明らかである.ここで，つぎの各量を定義する.

rdiujv' u = v 
~J)叩山口 1

l 1 , u キ c

r 1 , u = v 
~~ W"itdv 

ldiujv' U キむ

r+ , Kc が要素でρi ， n+! +ei 

!ー ， Kc が要素で Pi ， n+l -ei 
帥 r

, 1 , Kc がループで u v 

2 , Kc がノレープで u キ U

+, Kc が要素で þi ， n+l -ej 

Kc が要素で Pi ，叫 -ei

1 , Kc がループで u キ U
帥 δ=

1, 2 , Kc がループで U=v
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116 成久洋之

また，つぎの各関係式において使用する記号 gliris と片山とは， ei u あるいは向+Ju をそれぞれ

表わすために(9)~帥で、与えたものと同じものであり Kc が/レープでないときには

Kc = {ei} に対し ， g+;r. 1'山 1 ，

Kc = {ーの)に対し g-;r.n+l ー1

とする.

帥 g3ioh = l/dioip (ÞiojJ:D,) 

、
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制 g3;h+lih+1 - g3ihih+l ρ'h+11h十 /_Dr)

倒 g3iris -W'iuiv93;uivグiris 丸山EKc)

上記諸式よりつぎの関係式をうる.

倒 ei o = I: g3ijβii+ L; g3ij�ij 
Pijfﾐr ÞijεKc 

このことから補題 4 が成立することがわかる.

さら Uこ，

~o) 9\ ,io = 1, (ム 'ioEDs)

~l) g4ihih 

~~ g\ ，.什 lhl = -g¥hih' (ρ'h 十 ，iI.EDs)

~~ g4削 -w勺u .it.g4i川/)gðiriけ (ρzバsEKc)

これらの関係より，つぎのように表わされる.

~4 e附+io = L; 9¥i�ij+ L; g4ij�ij 
PijfDs i゙jfKc 

したがって，補題 5 の成立することがわかる.

5. 基底とループの構造

基底 MO の成分 c について考えよう . c の要素を含む行 i を集合を Ic とし ， c の要素を含む列 j

(jキ河 +1) の集合を !c とし，それらの集合の要素の数 (cardinal number) をそれぞれ IIc 1, I!c I 

とする • c の定義からつぎの関係が成立する.

制 L; dijXij土 Xis 二日i ， (iElc) 
jfJ c 

。。五 X戸 bj ， (jE!c) 

。方向と 0， (iElc,jEJc) 

補題 6. 非縮退基底 MO の成分 c は必ず 1 個の核を含む.

(証明) ど = {þii!þiiEc ， j キ n+1} とする.古典的輸送問題で知られているように，ループを合
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く総合報告〉 拡張型輸送問題 117 

まないものに対しては，どは 11cl+11cl ー1 個以下の要素からなっているはずである.

しかしながら， c は 11cl+11cl 個の要素を含んでいるわけであるから，要素久n+1 を含むかあるい

はどにおけるループを含むかいずれかである.いずれにしろ c は核を含むことになる.

さて，いま c の中に二つの核が存在しているものと仮定してみよう.ここで，つぎの 2 ケース

を区分する.

ケース 1 少なくとも一つの核，たとえば K'c がループである.

ケース 2 :核がループでない.

ケース 1 では，ループ K'c の要素が少なくとも1{闘は存在し，これは二つの径路により λ九と

結合できる . er と E刑判は二つの径路と krrc とによりその線形結合として表わしうることになり，

C が制~帥の基底であることに矛盾する.

ケース 2 では，二つの核を結合する径路が常に存在する.したがって，補題 4， 5 によりこの経

路の要素は二つの伎と他の要素の線形結合として表わしうる.このことは二っとも c が伺~例の

基底であることに矛盾するものであり，補題 6 のように必ず 1 個の核のみを含むことになる.

補題 7. 最小従属集合 S~M はループである.

(証明) 補題 1 より S は連結していることが知られている.いま S がループでないと仮定して

みよう.すると，隅ではない要素が存在しなければならない jキ n+1 であり，しかも釘j=dijei

十 em+i であるが， S が最小従属であることから

r: kr小s = 0 (k" キ 0)
PrsfS 

となる関係が成立するはずである.したがって，もしれキj となるようなんhES が存在しない場

合には ， kijdijCi=O で、あるかまた Îl キ i に対し ρi ，，-ES が存在しない場合にはあん，+j=O となる.

したがってん=0 となり， S が最小従属であることに矛盾する.すなわち，補題 7 が成立するこ

とがわかる.

補題 8. 二重ループL は従属集合であり，それが最小従属であるための必要十分条件は対称サー

ブループを含まないことである.

(証明) いま L の核を Kr と Ks とする.LキKrUKsである場合， Kr と Ks とを結合する径路 D

の要素を九とする . D=DrU {ρリ} uあとなるような径路とする.補題 4 および補題 5 より ， ei 

と em+j は DrUKr と DsUKs の要素の線形結合として表わしうる.したがって， ρり=dijei+em+j

は Lー (ρij} の要素の線形結合として表わしうるので L は従属である.

もし L=KrUKs である場合， L-Kr の要素をかj とし ， Dr と Ds を L-Kr=DrU {ρij) UDs に

対する径路とすると，恥が D， UDsUKr の要素の線形結合で表わしうることを証明でき L は従

属となる.

さてループについてつぎの各ケースに区分して考えてみよう.

ケース 1. L = Kr U D U Ks (D キ φ)

ケース 2. L = Kr U Ks で
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118 成久洋之

( i) Kr n Ks は少なくとも 1 個以上の要素を持つ.

(ii) Kr n Ks はただ 1 個の要素 Pij を持つ.

ケース 1 とケース 2 (i)の場合 ， pjjf.L に対して ， Lー (ρリ}の要素はその行および列において他の

要素が存在しないことを意味しており ， L が最小従属である.そうでないとすると，補題 7 によ

り L-一-ρ

最終的』にこ L が最小従属集合を含まなくなるまで続行する.このことは L の仮定としての従属集

合であることに矛盾する.

ケース 2 (ii) については Lー(ん}が単純ループ L' であるので，補題 3 よりその必要十分条件

は対称性にあることは明白である.以上で補題 8 の成立することがすべて説明された己とにな

る.

6. 基底要素の変換

いま ， Cl , C2 , .••• ", C{ を基底 MO の成分であるとし ， Kt， Kz ， ・・・・・・， ]，心をそれらの核であるとする.

さらに，各成分に対応した帥~例における添字集合をそれぞれ ft，九一…・， 11 ; !I,]2, 一"，]1 とす

るとつぎの補題をうる.

補題 9. 針。joEl= M O, iof.!r, jof.Js とするとき，あ山は径路 Dr と Ds とにより Kr と Ks とに結合しう

る.さらに，集合 Liojo=KrUDrU (Piojo) UDsUKs は二重ループである.

(証明) Dr と Ds の存在性については{九jo} U Cr と{九jo} U Cs との述結性からいえる.集合

LiOh は明らかにループである.

，キ s ならは ， Liojo は1Eに 2 伺の核を持つことになる}'ニS で Dニニニ DrnD，"'; φ ならば， 1.'i010 は

異なった核 Kr (あるいは Ks) と

Kt = [{戸io .iO} U Dr U DsJ一 (Dr n Ds) 

とを持ち二重ループである.

rニS で D=φ であるなら， ρllJl とか， 1，とを Dr と Ds とが ρlOJO に結合している Kr (あるいは

Ks) の要素とする.また K1 r ， K2r を集合 K， に対する二つの径路とする.

Kr = {ρi1h} U K1r U {ρiÚ'} U K2r 

この結果， Kr と同様に，

Ku = {針。 jo} U Dr U {戸i1h} U K1r U {丸山} U Ds , 

Kv = {Piojo} U Dr U {Pi1h} U K2r U {ρi ，i，} U Ds 

はともに核である . KrcKuUKv であるから，核 Kr ， Ku ， Kv の中の 2 核のみが独立であり ， LiOJO 

は二重ループである.

いま， ρlOJO を MO の中に含まれてない要素とし ， L;ojo を補題 9 で、定義された二重ループである

とすると，つぎの定理をうる.

定理.九joEl= MO の最小従属集合 5i仰はただ一通りに決定されるループである.もし，単純対称
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ノレープ L'CLiOio が存在すれば， Sioio=L' であり，そうでないときには， SiOJo=Liojo である.

(証明) 定理の前半の部分は補題 7 より証明されており， Sj仰の唯一性については MO が基底

である事実からいえることである.

補題 8 と 9 とより ， Liojo は二重ループであり，したがって従属である . Li叫が単純対称ルー

プ L' を含むとき，ムoioEL' (そうでないときには MO は補題 3 により従属な部分集合となる)で

あり，しかもどは最小従属であるから Sω。口 L' となる.

もし Liojo が単純対称ループを含まない場合，補題 8 より最小従属であり，したがって ， þi仰

の最小従属の唯一性から Sioh=Liojo となる.これらのことから定理の成立することがわかる.

つぎに， ρ10JO を基底ベクトノレの線形結合で、表わす場合の要素戸ij$MO の係数 yOij の決定法につ

きのべよう.

Li山 = Kr U Dr U {Pi山 U Ds U K、

ただし Dr は針。i を含む径路であり ， Ds はあ'0 を含む径路である.さらに，

Tr = Kr U D , 

Ts = Ks U Ds 

とする. Siojo が単純対称ノレープ L' であるならば，

例針。io == L: jij戸リ
þij{L'ー {Piojol

となる.ただし ， j，"j は(1加:与えられたものである.もし Siojo が二重ノレープ L川。であれば，帥~

帥より，

帥 ρiojQ = diojoeio + em打。 =dj山 L:_ g3jj�jj+ L:_ g¥j�ij 
ρijfT r PijfT 5 

となる.ただし， g3ZJ とめy はすでに与えられたとおりである.

ここでつぎの諸量を定義する.

r 1 , �ijESiojo 
(40)ρÛij = ~ 

lO ，ムj$Siojo

。L

L

 

一
一
一
一

O

O

 

F

3

 

0

0

 

C

U

Q

u

 

t
i
n
u
 

，
f
a
-
-
J、，ι
'
i
、

一
一

。、

λ、
引
り

ん
叫
い

r 1 , pjjE Tr 
~~μ00 = ~ 

lO , Pij$Tr 

r 1 ，あjETs
~~νOij = { 

lO , Pij$T. 

これらの関係を使って，つぎの系をうる.

系 Pioio を基底ベクトルの線形結合で表わす場合，要素かJEMO の係数 yOjパ土つぎのように表

わされる.

~~νÛij =ρOi;[).O(μOijdijg3ij十 νOijg\j)+ (l-).O)joJ 

上記定理とその系および単体法での考え方から，基底を追い出される要素 ρhk に対して，
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XOhk ・ 0
-。一 mlll X"ii 
Y"hk ρ f. L+ ._:_ -~Ö-

リ )0'0 Y り

120 

。母

この結果，新しい解はつぎのただし ， L勺山は yOjj>O となるような Li山ヨÞi; の部分集合である.

ように求められる.

， ρijE三 Sio;O

。 XOhk
) XU� - ---;;o~.~ YUij， ρjjESjoJo;ρ'jj キルoJo

z り= ¥ Y"hk 

XO 1) 

XOhk 

yOhk 

~G 

， ρij = ρiojo 

であれば，

法

Si山が単純対称/レープ L'=(九)0' ……， Plt'O) 

( i ) 

方算計7. 

ρi; $ L' ー→ yjj= 0 

i゙; $ L' -一歩

h 

yOihjh+t = n dikikl 日 dik油+，
k~O k~O 

、
t

ノ

・

1
・

1
r
a
‘
、

(h = 0, ...・"， t) 。ヵ

(h = 0,…… , t-1) yOih+ ,;h+t _yO ih+ljh+l -Y";hih+l @$ 

Sio;O = L; ojo なら tまW
H
μ
 

戸ij $ Lioio 一一-> yi; = 0 ( i ) 

( ii) �i; E Dr , j = n+ 1 (Þi.n +1 は核 K， である)

y'ω1 = diojoldioh 

yrihjh -l- l 日 dikikln dikik+ 
k~O k~O 

@$ 

$~ 

yr ・ "rih+lih+l -Y' ihjh+l $1) 

�ij E Ds, j = n+1 (þiバ+1 は核 Ks である)(iii) 

伺 yS
i ,;O = 1 

'hn 
ι
k
 

d
 

h
H
H」
「

,,,
F 

+
 

-
h
k
 

.Mm 

,a hHM 
一
一

止
n-M 

M
W
U
 

$~ 

y
S
ih+1ih -ysihih $~ 

(iv) ρりεKq (q は r か S であり ， Kq は単純ループ)であるとき ， D の要素の最後のものを

ρUZVw で表わし，

Kq = {お1Ì1' ρi2 Î1' ……， ρi lÍt} , 

L1= 日 dik;k-n dik+lﾍk' il+1 = il' jl+1 = j , 
k~1 k~l 

として， q=η z=w あるいは q=S， zキw に対して
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yqi/tih == --~~里山U3zh ト1d ltI 
I /J lh 川 11 uik+lJk 11 Uikjk 

k=l k=h十1

く総合報告〉

1 ) (11 = 1,……, 1 

f-dhU4quzew 行
'tJt 一一ーー A 11 Uik+l;k 

k~l 

~~ 

~G 

(11 = 1,…… , t) yqih+ljh = ー-yqihjh6カ

となり， qzηzキ UJ あるいは q=5， Z= lV に対して

yQih+ljh ~ dilイω トld h 
'h+υh - A 11 u'k+l1k 11 UikJk 

“ k~l k~h+l 
(h ,= 1,…"', t-1) 

dilhyq叩ω 円，
?rilit = - -A 三一一 11 aik+ljk 

“ k~l 

~~ 

(h = 1,……, t) dih+ljh 
y"f.ih l-1ih+ 1 ーコヶ一一一- Y'ih+ljh 

U'h+ l1 h -1ト 1

~~ 

A
川
w，

ふ
h
v

となる.

Dq = φ ー→ Z = w， du山 =di山， Yuzvw = 一.1/1 .1 1

とする.

この節では， yOjJ の計算公式を中心に記述したが，要は LP 問題における単体法と根本的に同

MO のたとえばある基底 MO から別の基底に変換するとき，しかしながら，じ考え方といえる.

Sω。三五 MO の中から選ぶわけであり，係数 yOij は戸ijESi山すべての成分から選択するのでなく，

この場合， ρij$SiO;O に対してはめ;=0 とするわけで，本質についてだけ計算されることになる.

的に計算量は減少することになることから，単体法をそのまま適用するよりはずっと効率的とい

しかもここで用いた主要な考え方は古典的輸送問題に対する飛び石法であり，えるわけである.

このループ技法を用いた拡張型飛び石法のいわゆる拡張型飛び石法としての記述となっている.

これは主としてK.Eisem-これまで、述べたのと多少違った観点からまとめてみよう.考え方を，

ann による考え方である.

Eisemann の方法8. 

Kurt Eisemann は，機械割当問題に対する拡張飛び石法を提案しているが，根本的にループ

技法を用いたものである点で， Balas and Ivanescue のそれと異なったものではないといえる.

しかしながら，解を改善する過程で各ノレープに重みづけをする考え方はよりわかりやすい面があ

るかもしれないので紹介することにしよう.

ここで考える問題は(1)~(4)で述べたものとまったく同じものであるが，多少記号を変えて書き

表わすとつぎのとおり.

z
 
c
 

nZM' 

聞
や
伺
n
 
m
 

~l) 
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s. t. I; aijXリ三三 Si， i = 1,…… , m $2) 

I; Xjj = tj, j = 1, ・…・・ ， n ~~ 

Xjj ~ 0 (64 

さらに拡張したものとして，帥の代わりこの問題は本来輸送問題の拡張されたものであるが，

Iこ

I; bj州j = tj 事事

とすることができょう.

bij キ O として ， bijxij = x'Jj, aij/ bリ =a'ij として新たな問題として定式化しなおすと，結局は制

ここではさらに非負いかなる形式でもよいが，~併の形式の問題として表現しうるわけであり，

変数を導入することによりつぎの形で表わすことになる.

m+l n+l 

min I; I; CijXリ
;=1 j=1 

n+l 

s. t. I; aj川j = Sj, i = 1, 2, ・…・・ ， m 十 1
;=1 

~~ 

"'+1 
I; bi;Xij = t j, j = 1, …・・・ .n

事力

~~ 

~~ 

~~~帥の問題をコンパクト・タブローで表現することにより，基底解の要素とそれを結ぶ線分

Xij 孟 O

よりなるグラフでその性質はつぎのようになっている.

基底要素の数は (m+n+1) 個に限定されているから，基底は任意個数のループを含む.

2 個の相接するループは一次従属である.

2 個の連結ループは一次従属である.

、
、
ノ

・

l
r
，
，
、
、

2 個の連結したスラック要素は一次従属である.

スラックに連結した/レープは一次従属である.

、
‘
，e
J

・

1
・

1
r
，
，
‘
、

、
、J
ノ
、
、
』
ノ

・

1
7

・

1

、

・

1

・

l

f
j
‘
、
，
，

h
、

(v) 

ノレープかあるいはスラックに連結してない樹 (tree) を含む一次独立なベクトルの集合(vi) 

ことはできない.

上記諸性質を利用した解法アノレゴリズムとしてはまず，初期実行可能解を求めねばならないわ

これを初期分布 (initial distribution) 

(span) は，列ベクトル空聞を張る

さらにつぎの量を計算する.とし、う.

Wij = aijZti 十bijVj-Cij

けで，

。。

この式における Ui， Vj の値は，基底要素に対応する Wij については叫j=O とすることにより求

める.

各スラック要素 Xi， n+l ~こ対して Ui=Oステップ1.

基底グラフにおけるすべてのループを決定する

各樹に対してはターミナノレ・ノレープあるいはスラックから出発し，その樹の連結

ステップ 2.

ステップ 3.
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した部分に沿って進む.

初期分布に対応して，新規基底変数を決定しなければならず， コンパクト・タブ世ーにおける

IJ 要素が新しい基底要素として選ばれ， XIJ=(} とする

選ばれる(しかも最大のものが選ばれる).

この IJ 要素は Wij が正のものについて

YIJ=(} とすることにより . 1 行の他の基底要素を調整しなければならず， このため I 行におい

てはん/}=ー(aIJ/a[jlO だけの増減を交互に謁整して進むことにする、

ステッブ 4. IJ 要素から出発し， スラック要素か/レ{プで終わっている行径路を求める.Jキ

n+l のとき，同様に列径路を求める.各行および列の径路における要素に対して Xjj の修正

をた/)だけ交互におこなう.

ステップ 5. 鐙路が終わる/レーブに対しては在意にループ方向を定め，ループ吸収係数 A を

つぎのように決定する.

(ノレープ吸収係数 A の決定法)

ひき続

そのループの任意の行を選択する.その行に沿って，

つぎの第 2要素にはラベル 1 をつけ，以下，

2N 1湿のループ襲来があるとするとき，

最初のループ要素に 2N のラベルをつけ，

~ 2，……， 2N-l とラベルづけをする.そこで Jレ

ずる.

守幸

&~ 

&~ 

N 

α= 日偽k_lb滋
k=l 

N 

ß= 日 b脱却la2k

À=α/(α-ß) 

このえ>0 の方向にループ方向を決定する.

ステップ 6.

{I~ 。 =:YTJ刀 11// = min X;j/ Ifu 
'0<0 

プ要素の h に対して，

ステァプ 7. (i'， jうの位置と (J，j) とを入れ替える . x// i主 O となり，

となり，強の基底要素は Xij十点j() と翼整された穏に変化する.

つぎの諸畿を計算:

(I，J) の位援に ;t'IJ=。

ステップ 8. すべての Wjj~O となった段階で最適解が求められたことになり， プルゴリズム

は終了する.

9. お わ ザ iこ

ループ技法を用いた拡張型輸送問題の解法手法における基本的考え方を記述したものである

ヵ"線形計画法としての単体法と比較してかなり効率的なものであるとされている. もちろん最

近では， LP 問題に対して椙当に大型なものも解きうるようになっているが，大規模な LP 需題

を解きうるということと，問題の特殊構造に立脚した効率的アルゴリズムの開発とは別問題であ
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ることはいうまでもない.

単体法で解く場合と比較し直感的にも主張しうることは，この種の拡張型輸送問題に対して

は単体法が軸操作ごとに全要素の修正をおこなうのに比して，ループ技法ではそこで考えられる

ノレープ要素だけの修正でよい点に効率的たる理由があるわけで，計算量は相当に減少するわけで

ある.さらに. この種の方法を用いた場合，非線形輸送問題に対しても一部利用できる利点を含

んでいるわけであり，本来この種のループ技法がポテンシャルを考慮したものであるところに，

アルゴリズムの有限性ならびに効率性がひそんでいるといえる.したがって，本論ではふれなか

ったが，非線形問題にも応用しうるということは縮退した場合の取扱い方が十分に解決されうる

ことを示しており，しかもそれほど困難な処理方法を必要としないということが暗に示されてい

るわけで，その Topology 上の性質と相倹って今後ともますますこの種の問題解法が多分野に応

用され，研究されれば望外の喜びとしたL、次第である.
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