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《紹介と展望》

多次元分割表の取扱いについて T

長谷川 実*

1.要約

分割表についての研究は，歴史的に見ても統計学上の基本的な問題として古くから取り扱われ

ていますが，このところ応用面を強調したいくつかの論文が発表されています. とくにここで強

調したいのは，最近の傾向として取り扱われている手法が計算機の利用と結びついて実際に利用

されてきていることと，この使用が多くなるにつれて理論的に整えなければならない問題がはっ

きりしてきたことです.こうした理論と応用との相互関係は好ましいものですし，これからの発

展が期待されます.

この小論では，多次元分割表の研究の最も基本的部分を最近の傾向に従って取り扱い，この手

法をどのように使用するかについて私が最近取り扱ったデータを中心に述べてみたいと思いま

す. とくに行動科学の分野での利用を期待しています.

2. モデルの構成

2 ・ 1 ここでは 3 次元分割表について取り扱います.理論的には 4 次元以上の分割表でも 3 次

元での議論と変わらないのですが，最後に述べるように 4 次元以上の分割表を実際に解析する

際にモデルの取扱いを巡ってかなり重要な問題が生じます.

さて ， IXf>く K 分割表を考えてみます.与えられたデータは

X叶(i=1 ， 2， ・"， I;j=l , 2 ， ・ ..， f;k=1 ， 2，. ー ， K)

とします. この与えられたデータから理論上最も好ましい真の値一母数一

m!jk (i =1 ， 2， ・"， I;j=l , 2 ， 一 ， f;k=l ， 2, "', K) 

を構成することが問題です.何が最も好ましい性質なのかについて種々の議論がありますが，こ

こでは最尤法 (Method of maximum likelihood) を中心にこの推測の問題を取り扱います.

最尤推定量の基本的な性質， とくに大標本論の立場に立っと，近似的に望ましい性質を持つこ

とが理由のーっとなって，最近の傾向として最尤法を中心としたこの問題の解析が行なわれま

す. Birch の基本的な研究[1 J , Bishop [2 J , Goodman [l1J [12J , Fienberg [7 J のいわゆ
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* Control Data Institute, Toronto. 

59 

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



実長谷川60 

2 章においては Birch の研究を中心とる Quasi-independence に関する研究が代表的な例です.

これらの研究の基本的部分を紹介することにします.して，

を構成X=(Xiik) より可能な推定量 M=(mjjk) の形(モテツレ)まず与えられたデータ，2 ・ 2

個々のデータとそれを扱う研究者の判断にどのようなモデ、ノレを考察の対象とするかは，します.

まず次のような各因子聞の相互関係を表わす代表的なモデルを考えてよって定まることですが，

みます.

田は互いに独立なモデ、ル:π
日各因子I.(1) 

mUk=mi・・ m・J ・ m..k/(m…) 

E と互いに独立なモデル:因子園が因子 L(2) 

押Mニ閉山 m..k(m...

因子!と因子 E とが周辺分布を考えると互し、に独立なモデル:

mij.=n1i.. m.j.jm.. 

(3) 

因子 E のどの値に対しても因子!と因子 E とが互いに独立なモデル:(4) 

mUk=m川 m.jk(m..k

3 因子聞の相互作用が見られないモデル

上モテ、ル(5)については別に詳しく述べることにします.

ここで注から順を追ってモテ、ルは複雑になっていますが，

意しておきたいのは，各モデルの聞の関係はそれほど明白

2 x 2 x 2 分割表の例

6 2 8 

3 1 I 4 

9 3 : 12 

0 

1 1 1 2 

1 1 2 

2 2 4 

(5) 

表

とと Birch [1 J 例題は Simpson [21J ではありません.

に見られます. (4), (5)が成立し (3)が成立しない簡単な例として表 O をあげておきます.

いわゆる loglinear model を考えます.ここではまず附品を八つの要素に分解して，

log mjjk=U十 U1 Ci) 十 U2 (j) +U3怖)十 U12(JJ) 十 U13Cik) + U23 (jk) + U123 Cijk) 

L; U l ω = L;U2(j) = L; U3 出ニ O

L; u山j)= L; u山j)= 0 

L; u川k) = L; U13 (jk) ニ 0

L; UZ3Cjk) = L; ltZ3 Uk) = 0 

L; lt123 Ciik) = L; U123 Cijk) = L; U1Z3 (ijk) = 0 

ここで u は {mj片)に固有な一定量， ltl Ci) は因子 I に固有な量， U12(リ)は因子!と因子 H との相互

田の相互作用を代表する量ですR
H
U
 

そして U123 (j)ん)は 3 因子[，関係に固有な量，

こうすることによってそれまでに得この loglinear model の導入は Birch によるものですが，

られた結果(たとえば.Roy and Kastenbaum [20J) がかなり見通しょく見られるようになりま

ここで考える対象とするモデルは，次の八つのいわゆる non-hierarchical model です.した.

U123 (ijk) = 0, U12 Ci j) ニ 0， UZ3(jk) =0, U13(泊)=0

UI23(;jk) =0, UZ3(jk) =0, UI3(ik) =0  

(L 1) 

(L 2) 
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(L 3) UI23(ijk) =0, UI2(jj) =0 

(L4) U123(ijk)=0 

61 

(L 2) と (L 3) はそれぞれ三つの場合があります.簡単な計算によって (L 1)から(1 ), 

(L 2) から( 2) , (L 3) から(4 )を導くことができます.モデル (L4 )は (5 )に対応す

る Roy-Kastenbaum ， Birch によるモデルで， IU123(川)ニ 0 ，すなわち 3 因子による相互作用の

ないモデル」あるいは「各 2 因子聞の部分的な相互関係を代表するモテ〉レ」ということができま

す.これらのモデルの中で、どのモデルが与えられたデータに対して適当であるかを判断する一つ

の基準を与えようとし、う試みが以下の目的です(これらをまとめて Quasiーindependence の研究

ということがあります). 

2 ・ 3 初めに 3 次元の行列がどのような仕組で得られた(標本)行列であるかについて仮定を

設ける必要があります.ここで考えるのは次の四つの場合です.

(1) ポアソン分布型:行列の各要素 Xj片が互いに独立なポアソン型の分布(平均帆刈)に従う

場合

(2) 多項分布型:与えられた N個の標本が IxJXK 分割表に多項分布 M({ρμ};N) に従って

分類された場合，このときの確率関数は (nzjjk= N，ρijk として)

N! n (nzjjk!N)x;;k!n Xjjk! 
.jl< ijk 

(3) 因子園の任意の値 k fこ対して，周辺度数 X..k= L: Xjjk を求め，これにより与えられた X..k

個の標本 Xiik が IXJ 分割表に多項分布 M( {゙ijk} ;X..k) に従って分類された場合，このときの

確率関数は (m品 =X..出jk として)

Þ= 日 (X..k!! 日 X品!) ( n mjjk! X..k)x榊
k ij ij 

(2)に従う行列 (Xjjk) について X・4 の分布を考えるとよく知られているように

q=N! 日 (m..k!N)ω!n X..k! 
k k 

したがって Xjjk の m..k=X..k という条件つきの確率 ρ!q が(3)に相当することは明らかです.

(4) 混合型: (1) と (2) とを混合した場合が最尤法を論ずる上では(1)に帰着することに注意しま

す.確率変数列

X!, X2 , ・・‘ ， Xap Xal+l , ・・ ， Xα2' Xaz +l , ・・" Xap Xas+l , ・・ ， Xt 

を考えます.このうち s 個の組(九一1+ 1，・"， Xaj) は他と独立な多項分布 M(nzαμ+1(0) ，… ， m町{町 ， Nj)
α2 

(Nj= L: Xt) に従うものとし ， (X山 10 … ， Xt) は平均 mj(θ)(i=α$+1，… ， t) の他と独立なポアソ
I~αj_l十1

ン分布に従うものとします. このモテソレより得られた O の最尤推定量を()*とします. これに対

して(1)のモデル，すなわち確率変数列 X1 ， X2…，九，… ， Xt が平均 ml((}) (1 =1 ， 2 ， …， α10 ・・ ， t) の互

いに独立なポアソン分布に従う場合を考え，この(1)のモデルにより得られた O の最尤確定量を 0

とします. このとき()=伊かつ mz((}) =m，(()*) が成立する条件は
α3 

L: mz((})=Nj (j =1 , …, s) 
I~αj-l+1 

です. この証明は次の尤度関数を比較することにより得られます.
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(1)のモデルの尤度関数を 11， 但)のモデルの尤度関数をんとします.

x
 

,JJt 

x
 

削m
 

ρ
t
v
 

t

円
H
4

一
一

'''b 

14 = 白 {(Nj!/IT Xl!) 自 (m川)刊)昨門川h!
j=1 1= αj-l+l 1=αj-l +1 k= α， +1 

が得られますが，簡単な計算により

14= 日 (Nj!eNj/NjNj ) ・ h

が得られ， N h '" , Ns が O に無関係なことに注意して証明が終わります.

いずれにせよここで、述べた仕組みで、得られた標本は，その尤度関数の本質的な部分が

L: x釘tυJ片k log m附tυJ
ijk 

=X...U+ L: Xi..Ul(i) + L: X小U2ω +L: X..k U3(k) + L: Xi戸山ij) + L: X川U13(品〉十 L: X.jk U23 (jk) 
j k ij ik jk 

+L: x桁aυJ片k U123 (ωtυ川J片h
ijk 

であることがわかります.以下の議論では， これらの仕組みで得られた標本行列について論ずる

ことにします.また mμ はすべて O でないことを仮定することにします.

2 ・ 4 Birch の定理

まず，尤度関数の形から最小十分統計量は

(L 1) においては Xi ・ .， X山 X・4

(L 2) においてはお3・ ， X..k 

(L 3) においては Xi.k , X.jk 

(L4 )においては X川 Xi.k ， X.jk 

です.簡単のために標本行列の要素 Xijk はすべて O でないと仮定します.このとき各モデル

(L 1 ), (L 2 ), (L 3 ), (ιL4的)の下で mυ品h に対する最尤推定量話仇品

(ω1) 最小十分統計量に対応する m附.}此h の周辺量に対する最尤推定量は標本のそれと一致する.

すなわち (L 4) のもとでは治υ.=X山話品川=X川， m・jk=X.jk が成り立つ.

(2) 最尤推定量治此は， (1)によって得られる等式の唯一つの解となっている.

証明は Birch [1 ]を参照していただきたいので、すが，ここでは (1) についてごく簡単に記してお

きます.

ポアソン型の仕組みで得られた場合の尤度関数 L が

logL=長 {ωlogmω-muk-10g(xijk!)}

で与えられますから，。を任意のパラメータとすると

θ10同 L
-初-25((加-mijk)而 log mijk} 

が成り立つことに注意します. したがって

θlog L =y 一間
θU … 
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θlog L 
一面恥ア= {(xj..-mj..)ー (X1..-m1..)}

θ logL 
百両示正=(X山-mυ.) 一 (XjJ.-mj1.) 一 (XJj・ -mJj.)+ (Xl1.-ml1・)

これから ， m...=x…, mi..-Xi・・ =m1..-X1.. すなわち 11t i.. ーら.=(m…-X…)/1 から mi..=Xi.. ， 同様に

m.j・ =X.j・， また

成山-Xル=(1ﾎti1o - Xi1 ・)+(mJj・ -X1j・)一(泌11 ・ -Xl1.)

= (mj..-Xj..)/J+ (命小 -X.)・)/1ー (m...-x…)/1J

すなわち， m山 =Xjj・

他についても同様に証明できます.

ここでモデル (L 1 ), (L 2 ), (L 3 )についての最尤推定量はそれぞれ mω=Xj"X，}， X"k/X••• ，

2命仇晶仏zυJ片k=Xi山X.日.k/仇x丸..川.

3. 逐次近似法による解の構成

3 ・ 1 2 ・ 4 において，モデル (L4 )の下では最尤推定量 {mjjk} は

r mjj.=Xjj. 

( * ) iη2j.k=X川

~ m.jk=X・ jk

を満足しなければならないことを示したのですが，ここでは解の存在と一意性とを逐次近似法で

証明します.しかもこの方法はあとで述べるように，そのまま計算機の使用が可能ですから実際

に使われています.

まず第 1 段として任意な正の初期値を選びます.ここでは mω(0)=1 とします.次に Zゅを使

って

mjが1) = mjjk(O)Xjj・ /mjj・ (0)

を作ります. mii・ (1)=Xω が成り立つことに注意します.次に Z凶を使って

m品(2)=mω (I)Xj.k/m川 (1)

を作ります. mj.k (2) = Xj.k が成り立つことに注意します.最後に X.jk を使って

mω(3)=mjjk(勺.jk!m.が2)

を作ります.m・ル (3) =X.jk が成り立つことに注意します. この方法を (r -1) 回くり返したとき

{m川 (3r-2) ， m品 (3r-l) ， mjル (3r)} が次のように作られています.

(1) mjjk (3r-2) = mjが3r-3) Xjj./ mjj. (37-3) 

(2) m帥(3r-l)=mω (3r-均的・k/m同 (37-2)

(3) mjjk(3r) =m品(3r-l) x.jk/m.が37-1)

ここで m;j. (3r-2) = X;j., m川(37-1) = Xj.k , m.jk (3r) = X・ jk・したがって m…(.) =X... (s=3r, 3r-1, 3rー

2 )が成り立つことに注意します. さて(1)， (2), (3) より

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



64 長谷川実

miが3r) =miが3ドめ (X.jk/m・片 (3 1' -1)) (X,.k/mi.k (31'-2)) (Xij・ !miJ.(3ド3) ) 

が得られますが， これをくり返すと

と置いて

f片(r)=X・ jkYI (m.jk (3r ーI)m・ jk (3 1' -4) …m.jk(2) 

gik (r) =Xi.kY /(m川 (3r-2) mi.k (3r-5) ・・・ mi.k(I))

hij(r) =Xij・ 1'/ (mij・ (3r-3) mjj・ (3 ，. -6) ー "n'l ij・ (0) ) 

(3r) = f.c (1')" .,. (1') ゐ(1')押'l ijk\V' ， =J  }k"'gik¥'Jni} 

が最終的に求まります. また

(31'-1) ~コ f ，， (r ー 1) f"'f.，Jr) 品(1')mjjk ¥_. -, =)  jk~' -, g� V 'n� 

(3r-2) ::::ェ f:L (r-1) n"L (r-l) h. :(r) mijk ¥V. -, = J jk ¥' -, gik ¥' -, flt 

が成り立ちます.

f片付)について

r r 
L: X・ jk logfが1') = L:X.jkL: (log X・jk-log m.jk(35-3)) = L: L:x.jk(log X・ }k一logm・ jk (35-1)) 

jk jk 5=1 5=1 jk 

を考えますと，まず

Y23 (5) = L: x.jk(log X.jk一log m , jk (35-1)) ミ O
jk 

に注目します. これは与えられた a= {ai} に対して L: ai log bi (L:bi= L: a;) が b=a で最大値をと

ることからただちにわかります. この事実は以下でくり返し使われます. したがって

L: X・ jk log lik (1') = L: Y23 (5) 

jk 5=1 

より ， L: Xφ logf片付)は rìこ対する増加列であることがわかります. 同様に g〆べ hZ2(Y〕につい
jk 

て

YI3(5) = L: xi.k(log Xi.kー log mi.k (35-2)) 

ik 

Y12 (5) = L: Xij・ (log X;j ー log m;j. 山-3))

と定義すると
r 

L: X川 log gik(r) = L: YI3(5) 

ik 5=1 

L: X山 log hiJ (1') = L: Y12 (5) 

より YI3(5) ミ 0， YI2(5) ミ O を考え合わせてこれが f に対する増加列であることがわかります.

で m… (31') =X... より

に注意し

L: X;jk(log X;jk一log m ;jk (3ペミO
ijk 

L: X;jk log Xi片ミ L: X.jk logfゲタ)十 L: Xi.k log g〆1') 十戸 Xij. log h;j(r) 

ijk jk ik ij 

から L: Y23(s) く∞， L: YI3(5)<∞， L: YI2(5) く∞が得られます. このうちとくに
5=1 5=1 5=1 

0= lim Y23 (1') = lim L: x.jk(log X.jkーlogm刊 (3ド 1))
Y→∞ y→∞ jk 

加担

、・'-
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に注意します. L: m・片山-1)=X…を使い L: X・jdOgUjk (L: Ujk=X…)形の関数が最大値を u=x(l)
jk jk jk 

(x(l) = {X.jk} )でとることに注意すると

1・ (3r-1)
1m 押1・ jk'-' -, =コ Z・ jk

グー.00

が得られます.同様に lim Y13 (r) = 0, lim Y12 (r) = 0 より
グーー.0。

1 ・ (3r-2)
1mm;・k 二コ Xi.k

y→∞ 

lim m;j. (3r-3) = X;j 
rー令。。

が得られます.

さてここで m品川の収束を示すことにします いま適当ない}の部分列 {s }， {t} が存在し

て

lim mijk(s) =C;jk 
5~O。

lim m;jk(t) =d;jk 
t→∞ 

が成り立つと仮定します.上に述べたことから

C・jk=d.jk=X.jk

c;.k=d;.k =X;.k 

Cjj・ =d;j・ =Xjj

がすでにわかっています.また

L: C;jk log m;ル(1) = L: X・ jk logf片付<)十戸 Xj.k log gjk(U) + L: Xjj. log hij(叫
ijk jk ik ij 

(ここで t=3t' に対して U=v=w=t'; t=3t'-1 に対して u=t'-l， v= ω =t'; t=3t'ー2 に対して

U=v=t' -1, w=t') を考えますと

vu 

∞
Z
F
 

+
 

y
 

∞
Z
F
 

十官
ν

∞
Z

円
一
一

m
 

g
b
 

o
 

p-v 
Z
ゆ

m
一

一
一

'R 

J
u
 

g
b
 

O
 

L
κ
 

FしZ
H
 が成り立っています.同様に

∞∞∞ 

L: Cijk log Cijk = lim L: C川 log m;此 (5) = L: Y23 (s) + L: Y13 (s) + L: Y12 (s) 

ijk →∞ ijk 5=1 s=1 5=1 

がわかっています. よって

L: c品(log C;ikー log djik)=0 
ijk 

が成り立ちますから ， c=d が得られ mjjk(刊の収束性が示されたことになります.

mjjk(∞)=limmj片付)
Y一令。。

とおくことにします.すでに

m;υ山2ρ 凶∞)=~ mjj品ωhμ(同∞)=limm;υ附1ρ ケ何y吋)=Xυ 
hγ→∞ 

(∞)-~.. ~ ..(∞) 
押lj・ k''"''"''=Xi ・ k ， m・ jk'-' =X・ ik

は証明されています.したがって断片(∞}は方程式(* )の解であることがわかりました.さら

に {mω(∞)}がモデル (L 4) を満足することは適当な部分列 {s} を選び
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lim fjk (5) = fjk (∞) 
s→∞ 

lim gjk(5)=g品(∞)
s→∞ 

lim hjj =hi/∞) 
s-・。。

とすることができますから

logmμ(∞) = lim log mjjk (35) = log fjk ( ∞) +log gjk(∞) +log hjj(oo) 
s-令。。

が得られて U123=0 が成り立つことがわかります.以上で条件 (L4 )を満足する方程式(キ)の

解 {mjjk(∞)}が構成されました.

よって 2 ・ 4 と組み合わせますと，モデル (L4 )を満足する最尤推定量がこの方法によっ τ得

られたことになり， Birch の結果の一つを再び証明したことにもなっています.ここで注意して

おきたいのは，得られた {mjjk(∞)}は初期値のとり方に関係しないということです.このことは

Birch の結果(2) より明らかですが，実際計算の上でも簡単な場合には次のようにしてわかりま

す.

正の初期値 {m品 (O)} として mjjk(0) = ajjbjk を選びますと

mjが1) = bjkXjj./ (1:. bjk) 
k 

mjjk(2) = {bjkXjj'/(1:. bjk)} Xj.k/1:. {bjkXjj・ /(1:. bik)} =X山町.k/Xj..
k j k 

したがって m品(2) は，すでに m品(0)= 1 とした場合のそれと一致しています.

3 ・ 2 ここで Deming-Stephan の方法について述べます. 3 ・ 1 で述べた逐次近似の方法につ

いてはいくつもの研究がありますが(たとえば Norton [18J , Kastenbaum.Lamphiear [15J , 

Brown [4 J , Ireland-Kullback [14J) ，この方法を実用的に使い始めたのは Deming-Stephan

[6J です.研究の動機は， 1940 年センサスで得られた分割表 Y=(Yjjk) をたとえば 1947 年セン

サスで得られた同じ種類の分割表 X=(Xjjk) とどのように比較するかということにあるようです.

すなわち， Y=(Yjjk) を試料として X=(Xjjk) をどのように調整するかということです. Demingｭ

Stephan のこれに対する一つの解答は次のとおりです.

X より一つの行列 M=(mjjk) を

m・jk=X.ik(Y…/x...)

m ド川k=X川(ωy払.../

m山 =X町X;jυ巾Jρバ.ベ(ωy..….../XιιX...…..)

を満足し，かつ

S口 1:. (m附a品一y釣s片刈)2/ルyυ
tりjk

を最小にするように求め，この M をY との比較に使用する.

これを通常の Lagrange 法を使って解きますと， Lagrange mu叫ilti中pμli怜er を Aλ.j帰k ， Àド川hバ(ん.K=O町)， Àん2υJ

(はÀ[Jρ.=0 ， Àij・ =0) として

mjjk=Yω(Xji./Yjj・ +À.ik-kAVEÀ.jk+ん.k-kAVEÀj •k ) 

=yω(X・ ik/Y・ jk+Àω-iAVEÀjj.十Àj ・k-iAVEÀj •k ) 
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=Yω(Xj.k/Yj.k+À;j・ -jAVEÀリ・ +À.jkーjAVEλル)

が得られます.ここで kAVEﾀ.jk=.L:: yjjkÀ・jk/Yjj・で他についても同様に定義します.ここで
h 

Deming-Stephan は，この逐次解として 3 ・ 1 で、述べた方法を提案しています.まず X を Y の因

子E の方向に単純に比を使って調整すると M1=(m，ル(1)) 

(l)=IJI. ,.7'.. mjjk ¥6) = YiikXjj・ /Yjj・

が得られます.ここで mjj.(I)=X山ですが，一般にこれからは m・jk(l) =X.jk, mj.k(l) =Xj.k は得ら

れません.そこで次に M1 を Y の因子 E の方向に単純に比を使って調整します.

mj泊 (2) =mjjk山 Xj.k/m川 (1)

より M2 =(mjjk(2)) が得られます. ここで m沖(2)=Xj・h ですが m山 (2) =X;j., m.民 (2) =X.ik に一般に

成り立っていません.そこで M2 を Y の因子 I の方向に同様に調整すると

mjjk(3) =miik(2)x.jk/m・民 (2)

より M3 =(mjjk(め)が得られます.ここで m.が3) =X.jk です. この方法をくり返すことによって，

直観的には各因子に対する調整がよくまざり合って求める解に近づいていきます.すなわち初期

値 mjjk(O) を Yiik とした場合の 3 ・ 1 で述べた方法にほかなりません Deming-Stephan は，こう

して得られた Mr=(mjjk(川は収束して M∞=(加川(∞))が得られるが，これがこの問題に関する

解であると簡単に記しています.

3 ・ 3 次に実際計算上の注意をします. 3 ・ 1 で述べましたモデル (L4 )を満足する最尤推定

量の構成は，そのまま計算機のプログラムに書くことができます. ここでは実際このプログラム

を組むときの注意を述べます.

まずいつ計算を終了するかについてですが

ur=maxli先jjk (r) - mjjk (r-I) 

i , j , k 

を考えて，めが適当な与えられた数(たとえば 1/1000) より小さくなったときに織品(r) を食品

の近似解とする方法が考えられます.あるいは

め=max {I mjjY) - Xυ. 1, 1 mj.k(r)-X沖1}

を計算の終了の指示量とすることも考えられます.もっと計算に結びついて

wr=1 .L:: X品 log 仇jjk (r) - .L:: Xjjk log mjjk (rー 1) 1 

ijk ijk 

を考えることもできます.いずれの場合にしても本質的な差はありません.一般的にいって(の

ちに述べる行列の要素が O を含む場合を除き)，この逐次近似の収束は早くて叫が30) 以上になる

ことは誤差を適当にとるかぎりあまりありません.そこで 3r=45 程度で収束しない場合はそれ

までで計算を終了して，もう一度モデルについて検討し直すほうが普通だと思われます.

次にこの逐次近似法では Z此が全部正であることを使っていないことに注意します.すなわち

計算上では標本行列の要素のいくつかが O であっても方程式( *)の解は一応構成されています.

それではこの場合でもこの逐次近似法による方程式(* )の解はモデル (L4 )を満足する最尤

推定量でしょうか? Birch の定理を述べるにあたって ， Xjjk> 0 は問ル>0 とともに仮定されて

いますから， これは考えておかなければならない問題です.
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一般的にこの問題を次のように整理してみます.与えられた IXjXK 標本行列 X= (Xiik) に対

して

Xjjk (n) = Xjjk (X ,Jk>O) 

Z品川 =1/n (Xiik=O) 

と定義して行列 Xn=(Xjik(叫)を考えることにします X" に対しては Birch の結果が使えますか

ら，モデル (L4 )を満足する最尤推定量(仇必(n)) を考えることができます.そこで問題は

(1) mjik (n) は n に関する収束列か

(2) (1)が成り立つとき，湯川=lim mjik (n) とおくと (1品川)はモデル (L4 )を満足する最尤推定
n→∞ 

量かということになります.この問題は一般的な条件の下で肯定的です.標本行列 (Xiik) の要素

のいくつかが本質的に得られない場合(これに対して O とおいて解析された場合があります)に

ついての取り扱いに関しては，たとえば Fienberg [9 J があります.また Fienberg-Holland

口OJ はこれらの問題を詳しく研究しています.

4. モデルの選択

4 ・ 1 まず簡単に，一般的に以下で使われる統計量について説明します.与えられたデータ

(この場合 IXjXK 分割表 X=(Xω)) に対して 2 ， 3 章で述べた方法によって，一般に八つの

non -hierarchical モデルを考え，このおのおののモデ、ルに対する最尤法による推定量を求めるこ

とができます.

さて第二段階として，おのおののモデルが実際のデータ X とどのくらいよく適合しているか

を測る必要があります. このような場合に通常使われている統計量は

または

X
2
=.L; (mjik-Xjik)2/miik 

ijk 

G2
=2.L; xjJk(log Xiik一log miik) 

ijk 

です.この統計量 X2 およびぴについての標本数が多い場合の近似的な性質についてはよく研

究されています(たとえば Rao [19J 第 6 章を参照してください).さしあたってここで必要な

ことは， X2 および G2 がモテソレが持つ条件に対応した自

由度のカイ 2 乗分布に従うと見なしてよいということで

す. 自由度については

自由度=(分割表の要素の数)一(モデ、ルの中のパラメー

タの数)= (モデルの下で‘ O とおいたバラメータの数)

が成り立っています.したがってよく知られているよう

に，右のよ\うな自由度についての表 1 が得られます.

表 1 各モデルに対応する自由度

モデル 自由度

(L 1) I]Kー I-]-K+2

(L2) (IJ-1) (K-1) 

(L 3) (1-1)(J-1)K 

(L4) (1-1)σ-1)(K-1) 

4 ・ 2 次にモデルの選択にあたって有用な統計量 G2 の分割について述べます. ここで述べる

方法は Bishop [2 J , Goodman [l1 J によっていますが，この方法は Lancaster [17J , Kuｭ

Kullback [16J らによって導入されました.
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いま，一つのモテ‘ルが他のモデルの特別な場合になっているとします.たとえば (L 1) は

(L 2) の特別な場合になっています.与えられた標本行列 X=(Xi片)に対して (1Ît i ik (1)) , (1ﾎtiik (2)) 

をそれぞれモデル (L 1 )の下での最尤法による推定量， (L 2) の下での最尤推定量とします.

ここて、

G市)=21:: Xijk(lOg Xi片ーlog 成z此(1))
ijk 

C2(2)=21:: Xi片 (log Xi片ーlog 1ﾎtiik(2)) 
ijk 

とおきますと ， 1ﾎtijk(2) = X山 X..k/X... ですから mjj・(2)=Xiノ・が成り立つことに注意し

C2(1) -C2(2) = 21:: xiik(log 1Ît i ik(2)ー log I品川(1))
ijk 

=21:: Xii. U叫が)

=21:: 1ﾎtii.(2).udij) 

=21:: 1ﾎtiik(2)(log 1Ît iik(2)一log 1ﾎtijk(l)) 

したがってぴ(1)-C2(2) は，与えられた行列 M2 =(m川(2)) に対してモデル (L 1) がどれほど適当

かどうかを調べる統計量とみなすことができます.すなわち統計量 C2(1)-C2(2) は近似的にが一

分布に従い，その白白度は C2(1) の自由度と C2(2) の自由度の差で与えられます.

このことは (L 1 ), (L 2 ), (L 3 ), (L 4 )のすべての組についていうことヵ:できます.すな

わち，モデ、ル(Ll)の下での最尤法による推定量を Mt= (1Ît iik (t)) としますと

C2(t)-C2(l+1) (ミ.0)

は与えられた行列 1\1['+1 に対してモデ、ル(Ll)がどれほど適当かどうかを調べる統計量になって

います. こうして一般的に統計量 C2 はし、くつかの項(意味のある統計量)に分解することがで

きます.たとえば

C2(1)-C市)=(C2
(1)-C2(2)) + (C2(2)-C2(3)) 

は 4 ・ 3 で詳しく述べるように，モデノレ (L 1) とモデル (L 3) とを比較する上で重要な役目をし

ています.

4 ・ 3 ここでは実際に得たデータを元にしてモデ、ノレの選択について述べます.表 2 はミネソタ

大学の Stoeckeler 教授が，女子学生，両親，学生が選/，だ同年配の男子について，その人々の

一般の価値に対する基準と実際に住家を選ぶにあたっての価値基準の差について調査したものに

基づいています (Stoeckeler-Hasegawa [22J). 

一般に(十+)， (+), (::t), (一) , (一一)の I1民で，経済性を重んずる立場からおもに審美的

な面を強調する立場に移動していますが，ここでは簡単に五つの線型な基準を選んだことにして

おきます.そこで因子 I はクゃループ(1.女子学生， 2. 母親， 3. 父親， 4. 同年配男子)，因子 E は

一般の価値基準，因子Eは家を選ぶにあたっての価値基準ということになります. このような問

題で、は解析方法を選ぶにあたってさまざまなことが考えられますしまたその中から適当な方法

を選ぶことがたいせつなわけですが，ここでは簡単に 2 ， 3 章で、述べた方法をそのまま適用して

みることにします.
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表 2 4 x 5 x 5 分割表の例 (Stoeckeler-Hasegawa [21J) 

グループ I グループ E

(一一) (ー) (土) (+) (+ +)計 (一一) (ー) (土) (+) (++) 計
(ーー) 5 4 4 。 。 13 (一一) 1 。 1 。 1 3 

(ー) 3 6 6 5 3 23 (一) 。 2 。 1 。 3 

(土) 1 。 10 9 2 22 (士) 。 2 5 7 4 18 

(+) 2 。 4 6 10 22 (+ ) 。 1 1 12 12 26 

(+ +) 。 。 1 6 13 20 (+ +) 。 。 2 5 27 34 

計 11 10 25 26 28 100 計 1 5 9 25 44 84 

グループE グループN

(ーー) (ー) (土) (+) (++) 計 (一一) (一) (土) (+) (++)計

(ーー) 2 1 1 2 1 7 (一一) 2 4 。 1 。 7 

(ー) 。 1 4 1 1 7 (一) 。 6 5 2 2 15 

(土) 1 1 3 2 5 12 (土) 2 1 3 8 3 17 

(+) 。 。 3 8 9 20 (+) 。 。 4 7 10 21 

(十+) 。 1 l 8 29 39 (+ +) 。 。 l 4 9 14 

計 3 4 12 21 45 85 計 4 11 13 22 24 74 

考えるモデルは 8種類あるわけですが，そのうちで次の 4 種類がこの問題に関して本質的で

す.

(1) log mω=U+Ulω +U2 (j) 十 U3(前十 U12 (ij) + U23 (jk) + U13 (ik) 

(2) log mUk=u+Ul(j) +U2(j) +U3(k) +Ul2Uj) +U23(jk) 

(3) log mijk=U十 Ul (i)十 U2(j) 十 U3(k) 十 U23(jk) +U13(ik) 

(4) log mUk=u+Ul(j) 十 U2(j) 十 U3(k) + U23 (jk) 

まずどのモデ、ノレも U23 の項を含んでいますが， これは因子 H と因子固との相互関係を表わす量で

すからこの問題では除くことはできません実際に計算してみると ， U23 を除いたモデルは完

全に不適合の範囲にはいります.さて 3 で、述べた方法によっておのおののモデ、ルに対して最尤法

による推定量を求めることができます.また第 2 段階としてもおのおののモデルが実際のデータ

とどのくらいよく適合しているかについてび(または X2) 統計量を使って調べることができま

す.こうして得られJたおのおののモデルに対するぴの値は表 3 に整理されています.

表 3 各モデノレに対応する統計量 G' 4 ・ 2 で述べましたが，実用的に使わ

モデル

(1) U+Uj+U, +U3+Uj , +U23+U13 

(2) U+  uj +U, + u3 + U1, + u" 

(3) u+uj +u, +u3+U,, +U13 

(4) u+u j +u, +u3+u" 

ホ 粗い近似値になっています

。(自由度) れている道具は G2 の分解がおもなも

47.0* 

59.10 

70. 75 

120.67 

(48) 

(60) 

(60) 

(72) 

のです.この方法はいわゆる nested­

hierarchy (一方が次のモデルの特別

な場合になっている)モデルの列に対

してのみ使用が可能なことに注意しま

す. この注意、は重要で， この例については

モデルの列 (1), (2), (4) 

モデノレの列 (1), (3), 但)

が二つの nested司hierarchy モデノレの列で，おのおのの列の要素についての比較が可能ですが，
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(2) と (3) との理論上厳密な比較は現在のところ可能ではないようです.したがって分散分析の方法

とは異なって， nested-hierarchy モデルの列の取り方によって異なるそデ、ルの選択が可能で、す.

さて，モテ'ルの列(1) ， (2), (4)を見ますと，表 3 より (1)， (2)のモデ、ルはよく与えられた X=(Xjjk)

に適合していますが， (4)については有意水準 5%で不適合になっています.そこで(1)か(2)のモデ

ルのどちらを選ぶかということになります. ここで

G2 (モデノレ(2))-G2 (モデル(1))=59.1-47.0=12.1

で，自由度は 60-48=12 に注意しますと有意の差は見られないことになります. ちなみに， 自

由度 12 のカイ 2 乗分布の 95%点は 21. 026, 99 %点は 26.217， 99.9%点は 32.909 です.

そこで次の hierarchy モデルの比較に移りますと，自由度は 72-60=12 であることに注意して

G2 (モデノレ(4))-G2 (モテツレ(2))= 102.67 -59.10=43.57 

で完全に不適合であることがわかります.このような場合はモデルの選択を(2)にすることが適当

です.モデル (1) はよく X に適合していますが， より簡単なモデノレ (2) とに有意の差がみられませ

ん.一方，モデル(2)はよく X に適合していますしかっ同じ nested.hierarchy モデル列の次の

モデル(4) との聞に有意の差が見られるからです.

もう一方の nested.hierarchy 列(1) ， (3), (4) について考えてみます.まずモデル (3) もよく X に

適合していることに注意します.しかし

GZ (モデノレ(3))-G2 (モデル(1))=70.75-47.0=23.75

ですからモデル(1) とモデル(3) とは有意水準を 5% とすると有意な差が見られます. したがってこ

の nested-hierarchy モデル列においてはモデノレ(1)を選択することが適当です.したがってこの場

合には，結果としては異なる nested-hierarchy の中のモテ、ルが全部比較で、きたことになり，モデ

ル(2)が適当なモデルとして選択されました.

モデル(2)は

log mjjk=U十 Ul(j) 十 UZ(j) +U3(ん)+U12 Ci j) 十 UZ3 (jk) 

となっていて重要な情報を提供しています.すなわちこのモデルを選択することによって因子 I

と因子 E との相互関係，因子 H と因子園との相互関係は無視できませんが，因子!と因子E と

の相互関係および 3 因子の相互関係は無視できるということです. とくにク事ループと一般の価値

基準との関係が強調されて，一方ではグループと家の選択に対する価値基準との相互関係があま

り見られないということは常識的な結論ですが，もっと詳しく考えてみる必要があります.しか

しこの節の初めに述べたように， この例に対するこの種の解析の仕方には， 標本の数とともに

十分検討する余地があります. この点に関しては， ここでは議論に立ち入らないことにします

(Stoeckeler. Hasegawa [22J). 

ここでこの方法を公式的に記しておきます.まず考えられるそデ、ルをいくつかの nested-hierｭ

archy 列にわけます.おのおのの列の中でぴ統計量の分割により適当なモデルを選択します.

その方法は

凶 G2 (t) によっておのおののモデ、ル自体が X に適合しているかを調べる.
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侶) G2 (1)-G2 (t+ 1) を複雑なモテールから単純なモデルへと考えていく.はじめて有意の差がで

きた場合のモデノレ(1)を選択する.

異なった列に対応するそれぞれの適当なモデルについては，詳しいデータの内容の検討でそのう

ちで最適なものと思われるものを選択するか，または一番簡単なモデルを選択するか，あるいは

一応そのままに結論を保留するということです.

この問題に対する Goodman の詳しい研究(たとえば口1J , [12J , [13]) がありますが，現

在のところ筆者は十分に内容を消化できないでいます. ここで Bishop の多次元分割表の研究に

対する見解を伝えておきたいと思います.それはセンサス局で研究にたずさわっていた長い間

に，三つ以上の因子の相互関係を項に含んだモデルをとり上げたことはないというのです.モデ

ルを複雑にすれば適合度はよくなりますが，それだけモデ、ルの意味が明白でなくなります. 4 次

元以上の分割表を取り・扱う上でこの見解は考えてみる必要があると思います.

なお詳しい分割表に関する研究は， Bishop-Fienberg-Holland-Mosteller [3 J にまとめられて

出版されることになっています.

最後になりましたが，多次元分割表の研究を紹介してくださったミネソタ大学の Fienberg 教

授と，この研究を熱心に勧めてくださった名古屋大学の飛田武幸教授に心から感謝いたします.

参考文献

ここではごく限られた範閤の文ぷのみを記します.詳しい文献は Goodman [10J , [11 J を参照してくだ

さい.

[ 1 J Birch, M. 羽T. ， “Maximum Likelihood in Three-way Contingency Tables,"]. Roy. Statis. , Soc. , B 

25 (1963) , 220-233. 
[ 2 J Bishop, Y. M. M.,“Full Contingency Tables, Logits, and Split Contingency Tables," Biometrics , 25 

(1969) , 383-400. 
[ 3 J Bishop, Y. M. M. , S. E. , Fienberg, P. W. Holland, and F. Mosteller, Discrete Multivariate Anal-

ysis: Theory and Practice (to appear) . 

[ 4 ] Brown, D. T.,“A note on Approximations to Discrete Probability Distributions," Inform. Control , 
2 (1959) , 386-392 

[5] Darroch, J. :--!.,“ Interactions in Multifactor Contingency Tables," f. Roy. Statist. Soc., B 24 (1962) , 
251-263 

[6] Deming, W. E. and F. F. Stephan,“On a Least Square Abjustment of a Sampled Frequency Table 

When the Expected Marginal Totals are Known , " Ann. Math. Statist. , 11 (1940) , 427 • 444 
[ 7 ] .F ienberg, S. E.，“QuasiーIndependence and Maximum Likelihood Estimation in Incomplete Continｭ

gency Tables, "f. Amer. Statist. Assoc. , 65 (1970) , 1610-1616. 
[8 J _“The Analysis of Multidimentional Contingency Tables," Ecology ,51 (1970) , 419ー

433. 

[9 J ,“The Analysis of Incomplete Multiway Contingency Tables," Biometrics , 28 (1972) , 
177-202. 

[10J Fienberg, S. E. and P. W. Holland，“恥1ethods for Eliminating Zero Counts il1 Contingency Tables, " 

Randorn Counts in Scientific Work Volume 1, Pennsylvania State University Press, 1970 , 233-260 
口1J Goodman , L. A.,“On Partitionil1g Chi-square and Detecting Partial Association in Three-way Conｭ

tingency Tables, " ]. Roy. Statist. Soc. , B 31 (1969) , 486-498. 
[12J “ The Multivariate Analysis of Qualitative Data: Interactions among Multiple Classiｭ

fications , "]. Amer. Statist. Assoc. , 65 (1970) , 226-256. 

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



く紹介と展望〉 多次元分割表の取扱いについて 73 

口3J 一一一一一__， "Partitioning of Chí 叫uare， Analysis of Ma耶nal Cont匤gency Tables, and Estíma・

t卲n of Expected Frequenc冾s in Multid匇entional Cont匤gency Tables, "f. Amer. Statist. Assoc. , 66 
(1971) , 339-344. 

口4J Ireland, C. T. and S. Kullback,“Contíngency Tables with G咩en Marginals, " Biometrika , 55 (1968) , 
179-188. 

[15J , Kastenbaum , M. A. and D. E. Lamphiear,“Calculation of Ch�-square to Test the no Three-factor 
Interact卲n Hypothesís," Biometrics , 15 (1959) , 107-115. 

[16J Ku , H. H. and S. Kullback,“Interactíon in Mult冝iment卲nal Contingency Tables: An Information 

Theoretic Approach,"]. Res. Nat. Bur. Stand. , 72 B (1968) , 159-199. 
[17J Lancaster, H. 0.,“Complex Contingency Tables Treated by the Part咜卲n of Chi・square，" ]. Roy. 

Statist. Soc. , B 13 (1951) , 242-249. 
[18J Norton , H. W.,“Calculation of Chi-square from Complex Contingency Tables," f. Amer. Statist. 

Assoc. , 40 (1945) , 241-258. 
[19J Rao, C. R., Linear Statistical Inference and Its A仲lications ， John Wiley & Sons, Inc. , 1965. 
[20J Roy , S. N. and M. A. Kastenbaum,“On the Hypothesis of No ‘Interaction' in a Multiway Continｭ

gency Table," Ann. Math. Statist. , 27 (1956) , 749-757. 
[21J Simpson, E. H.,“The Interpretation of Interaction in Contingency Tables," ]. Roy. Statist. Soc. , B 

13, 238-241. 
[22J Stoeckeler, H. S. and M. Hasegawa,“A Means of Identifying Values as Behavioral Potent僘l in 

Making Consumer Housing Decisions" (under rev冾w). 

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




