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改訂非線型回帰法による平滑定数の決定についてT
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小池俊隆料

1.はじめに

過去のデータにもとづく時系列予測の方法としては種々のものがある.それらの中で最も広く

用いられているのは指数平滑法であろう.一般には多重指数平滑法により高次の平滑結果を得る

ことができる.しかし，季節性をとり扱うためには，なんらかの工夫が要求される.指数平滑法

で乗法的な季節性を考慮した方法としては， Winters 法と Hadley 法がよく知られている. これ

らは平滑定数をそれぞれ 3 個および 2 個としている.

ここでは Hadley 法による平滑定数の最適推定法について論じる. これは 3 定数の Winters

法についても同様にあてはまる方法である. Brown によれば，最適の平滑定数は原系列に自己

相闘がある場合に存在することが示されている.この仮定は通常の需要時系列では成立してい

る.また，季節性を考慮した指数平滑法では，定数と平滑値との関係は非線型であり，数学的に

ととのった形であらわせない.それで本論文では数値微分法をもちいた非線型最小自乗法によっ

て最適推定をおこなうことにする.

2. 基礎となる予測方式

原時系列 Yt のモテソレとして，一般に加法的モデノレ St+九十It と乗法的モデ、ノレ S， Pt It が考えら

れている. ここに St ， Pt ， It はそれぞれ季節要素，傾向要素，不規則要素をあらわす. これら 3 要

素のうちで不規則要素 L は，通常予測が不可能な要素であり，したがって予測の対象よりはず

してよい.すなわち，加法的モデルでは E(It) = 0 ，乗法的モデノレでは E(It) = 1 とおく.乗法的

モデノレで1土，要素聞の独立性より

E(Yt)=St Pt 

となる. このとき，傾向とともに季節性も考慮に入れた平滑方式として 2 平滑定数をもちいた

つぎの方式 [2J がある.傾向は
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ÿt=α yt!St-L + (1ーα)5ト1

Rt=α(ÿt-5ト1)+(1ーα)Rt - 1

により平滑される.一方季節性は

(2) 
St=゚  yt!Pt+ (l-ß)SトL

Pt=ÿt-l +R円 [1 +(1ーα)/α]

により平滑される.このとき T期先の傾向要素の予測値 Pt+T は

Pt+T=5't+Rt[T十 (1 ーα)/α]

と求められる. したがって，原点を f にした T期先の予測値川町は

(3) ル(T)=St+T-iL ・ Pt+T

と求められる.ここに S の添字の i は t十 T-iL> 0 となる最大の整数値である.ま eた ， L t土 1

周期の長さをあらわすものとする . St, Rt の初期値は予備データにより求められる(付)

同様の考えで， Winters の方法 [4J では 3 平滑定数により，つぎのように季節，傾向の平滑値

が求められる.

ÿt=α yt!St-L十 (1ーα)(5ト 1+Rt-1) 

(4) St=゚  yt!5't+(1一日)S'-L

Rt=r(5't-5H) + (1-r)Rt-1 

このとき T期先の予測値は

(5 )ル(T)=(ÿt+ TRt) ・ S，十T-iL

として求められる. (5)式で S の添字の 1 は(3)式での i と同様にして求められる.

3. パラメータの決定

(3)式または(5)式で、求められた予測値 5't( T) の予測誤差を

(6) G'+T=Yt+T-5"t{T) 

とし，この期待値を

(7) E(Gt+T)= 0 

とする.さらに自乗誤差の期待値を

(8) E(Yt+T-Yt(T))2=a2 

とする.このとき (8)式の推定値は，データ数を N とすれば

N-T 
v=.L; G2t+T/(N-T) 

となる. したがって，予測パラメータ推定の問題は，誤差自乗和
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を最小にするパラメータ値を求めることに帰着される.

さて， (9)式の最小化の問題を最小自乗法により解くために，この問題をもう少し一般化しよ
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う .D をパラメータの関数とみて

N' 
(10) D(θ)=~f2(Yt;θ) 

とおく.ここに f(Yt; θ) は，観測値 Y)， …， )'/-1 とリードタイム T， パラメータ θ=({})， (}2 ,… , (}p) 

を与えた場合の Yt についての関数である. これは

f(Yt;θ)=f(Yt; (J， Yl , Y2 , …, Yt- J, T) 

と書ける. (9)式は

f(Yt; θ)=Gt+T 

とおいた場合で、ある.ところで問題はデータ yr， "'，川を与えた場合に D(θ) を最小にする O を

求めることになる.関数 f(Yt; θ) をパラメータ値 θ0 の近傍で Taylor 展開すれば

(11) f(Yt;θ)=f(Yt; (JO)+gradfOlJ+ 0 (11δ11 2) 

をうる. ここに 0， grad fO は，それぞれ

δ= (0), 02 ,…, Op)' 

grad fO= (of(Yt;θ)/O{}i) ! ﾐ ~Ð 0 

なる (ρ×エ)， (1 Xρ) 行列である.帥式で 0(11δ2 11 )を微小項として無視すると δ に関する一

次式が得られる.よって帥式を最小にする δ を逐次に最小自乗法により求めていけばよいこと

になる.微係数 of(Yt;θ。)/O{}i は，数値微分法により

(12) of(Yt; θO)o/{}j~ eJ2h) {J(Yt;{} ], {}2，… ， (}j+h ， …， {}ρ) -f(Yt ;{}1 , {}2 ,…, (}j-h ， …， {}ρ)} 

ま Tこ l土

竺 (l/h) {J (Yt;{} ], {}2, …, {}j+h , …, {}p)-f(Yt;{}l , {}2 , "', {};, ・・・ (}p)}

と求められる.

いま，第 z 回目のくり返しでの θ， δ の値を (Ji ， lJ i とすれば，その正規方程式は

(13) (Zil Zi)δi=_ZiI Ai 

となる. ここに Zi， Ai は，それぞれ

/grad f(川 (Ji) ¥ 
Zi=/ 

¥grad f(YN 1 (Ji)! 

なる (NX ρ) ， (NX 1) 行列である.

/ f(Yl! (Ji)¥ 
Ai=1 

¥f(YN! (Ji)! 

このとき得られた δ は最適解の方向を示すものであるが， ω

式での線型近似の結果，そのノルムは必ずしも正しくはない. したがって，その距離を求めるた

めにつぎの方法をもちいる.まず u を探索方向への探索距離として

(14) D(θi+vlJi) 

を最小にするような v=げを計算する.この値から

。+1=θi+V* δ'

とするわけである.

この刊を求めるアノレゴリズムとしてはつぎのようなものが考えられる.ただし，誤差自乗和

の作る曲面が 2 次曲面となっていることを前提する.
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CI) D(グ)ζD(θ'+か)の場合

i) hj=2-j として

(15) D((Ji) ミ D((J i 十 2hj ði )くD(θi+hj δi)

になるまでんを求めていく (j=1 ， 2 ， 3 ， …).

ii) 帥式が成立したところで D3 =D(θi+3hj ði) を求める.

iii) D2=D(θi+2hj δi) と D3を比較して

D2 三二D3 ならば Vl =hj, v2=2hj( =hj-l) , v3=3hj 

D2>D3 ならば Vl =2hj, v2=3h j, v3=4hj( =hj-2) 

として等間隔 2 次補聞をとる((皿)へいく).

345 

iv) i) で hj~e (微小数)になっても制式が成立しなければ (Ji を最適値とする. この場合

にアノレゴリズムは完了する.

( n) D((Ji)>D(θi+ði ) の場合

i) hj=(1-2ーっとして

(16) D((J i 十 δi) 二三 D(θi+hj_l ði)くD(θi十 hj �i) 

になるまでんを求めていく (j=1 ， 2, 3,…). 

ii) 制式が成立したところで D3=D((Ji+1-3 ・ 2-j δi) を求める.

iii) D2=D(θi+hj_ 1 δi) と D3 を比較して

D2~三D3 ならば vl=1-3 ・ 2-j， v2=1-2 ・ 2-j， v3=1ー2-;

D2>D3 ならばれ=1-4 ・ 2-j， v2=1-3 ・ 2-;， v3=1-2 ・ 2-;

として等間隔 2 次補聞をとる((皿)へいく).

iv) i) で Ih;-ll 云E になっても制式が成立しなければ (Ji+ δi がつぎのパラメータ値となる

い*= 0). 

(m) 等間隔 2 次補間

V!, V2 , V3 が等間隔 d でならび，その対応する関数値が DhD2， D3 であるとすれば最小点の値は

(17) V4=均一(d/2) ・ ((D3一D1)/(D3-2D2 +Dl))

により求められる.最小値はさらに D2 と D((J i十向。)の小さいほうにとられ，その v の値が併

となる.

4. 2 平滑定数での定数推定

データめによる時刻 t， リードタイム T での予測誤差は (J=(，α， ß) として

(18) /(Yt;θ)=Gt+T=G(Yt;α， ß, Yt-h T) =G(Yt) 

と書ける.このとき， (18)式の α による微分は悼式より

(19) ôGt+T/ô，α~ (l/h) {GC1't;α+h， β， Yt-h T)-G(Yt;α， ß， Yt-h 幻}

= (l/h) ，j.G(Yt;α， β， T , Yt-l) 

= (l/h) ,j.G(Yt) 
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346 森健一・小池俊隆

となる . òGt+T/Òβ も同様に定義できる.いま正規方程式M式で

/ムG(Yl) L1�G(Yl) ¥ 
Z=l/hl 

¥L1.G(YN-T) L1�G(YN-T)/ 

/ G(Yl) ¥ 
A=I 

¥G(YN-T)' 

としうる. よって

Z' Z=1/h2 (~ ~) Z' A=町h(~)

となる. ここに

N-T N-T 
.4=L; (ムG(Yt))2， B= L; (L1ßG(Yt))2, 

t=1 t=1 

N-T N-T 
D= L; L1.G(Yt). G(Yt) E= L; L1þG(Yt) ・ G(Yt)

t=1 t=1 

である Ôr， 02は

(20)(i;)=(hl(AB-C2)) ・ (52二22)

で与えられる.

N-T 
C=L; (ムG(Yt). L1ßG(Yt)) , 

t=1 

逐次最小自乗法による解の収束は， Oi と Oi十 1 の関係により求められる.すなわち

|θ什1ーθil = Iv* δil<e 

であればアルゴリズムは完了する.ここに E はあらかじめ与えられた微小数で、ある.探索アルゴ

リズムの(2)一iv) がこれに相当する.また(8)式の i 番目と i+ 1 番目の値について

1 Dl i +1-Di1 1 くE

によって判定することもできる.

5. 数値計算例

以上にのベたアルゴリズムをもちいて 2 種類の実際のデータについて計算をおこなった.デー

タのうち一つは表 1 のデータ A で，ある品物の月々の需要量である.これは Hadley [2J によ

り季節性のあるデータとして使用されている.もう一つのデータは表 2 のデータ B で，月々の

航空旅客数である. これは Box-Jenkins [1 J による季節性のみられるデータである.

表 1 フーー事 タ A 

令\~I 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 57. 7 49.7 46. 7 45.0 47.0 45.1 49.7 59.6 56.6 65.6 69.8 68.1 

2 67.0 55.0 52.3 43.7 47.1 47.4 50.6 62.2 59.3 68.0 73.2 64.5 

3 69.1 53.2 45.6 44.1 50.6 45.2 54.2 63.4 57.9 75.0 75.1 77.3 

4 70.3 56.5 55.5 48.6 45.7 48.2 59.9 70.9 67. 7 78.0 77.6 72.6 

5 61. 0 59.0 52.8 48.7 46.8 55.4 55.8 69.3 70. 7 80.0 85.0 72.0 

6 66.8 58.9 56.7 47.9 55.7 56.3 57.7 72.0 70.0 85.0 90.0 76.0 
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表 2 ア タ B 

トゴ| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 112 118 132 129 121 135 148 148 136 119 104 118 

2 115 126 141 135 125 149 170 170 158 133 114 140 

3 145 150 178 163 172 178 199 199 184 162 146 166 

4 171 180 193 181 183 218 230 242 209 191 172 194 

5 196 196 236 235 229 243 264 272 237 211 180 201 

6 204 188 235 227 234 264 302 293 259 229 203 229 

7 242 233 267 269 270 315 364 347 312 274 237 278 

8 284 277 317 313 318 374 413 405 355 306 271 306 

9 315 301 356 348 355 422 465 467 404 347 305 336 

10 340 318 362 348 363 435 491 505 404 359 310 337 

11 360 342 406 396 420 472 548 559 463 407 362 405 

12 417 391 419 461 472 535 622 606 508 461 390 432 

これらのデータに一組の平滑定数を与えて 2 平滑定数による予測をおこなうと，その平滑定数

に対する誤差 2 乗和

N-T N-T 
D=L: Gl=L: (Yt+T-.MT))2 

/=1 /=1 

が得られる.いくつかの平滑定数の組についてこの計算をおこなうと，それぞれの平滑定数に対

応する誤差 2 乗和が求まる.これらの値から，誤差 2 乗和のつくる曲面のだいたいの形を知るこ

とができる.

さて，表 1 のデータ A について誤差 2 乗和の計算をおこない，その曲面の形を求めた.その

結果をたて軸に α ，横軸に β をとって図 1 ・データ A の誤差 2 乗和の等高線図に示す.ただ
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図 l データ Aの誤差 2 乗和の等高線図

し，ここにのベるすべての予

測値の計算についてリードタ

イム T は 1 としておく.図

1 で，各 α， ß の値の交点に

記入してある数値は，その点

の α， β の値に対応する誤差

2 乗和である.ここでの予測

値の計算には最初の 3 年間の

データを予備データとした.

よって，誤差 2 乗和の値は，

この予備データを除いた残り

のデータについて計算した.

表 1 のデータ Aに対して，

いくつかの α， ß の初期値を
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3 表

{直ii:失
A‘、最{直期初 計算

ステップ数
誤差 2 乗和

522 

522 

519 

523 

519 

520 

524 

525 

0.395 

0.387 

0.501 

0.383 

0.511 

0.435 

0.367 

0.362 

3 α 

0.001 

0.001 

0.001 

0.001 

0.001 

0.001 

0.001 

0.001 

ヮ
“
今
白
ワ

u

っ
d
q
υ

ワ
白

F
U
n
d

誤差 2 乗手口

585 

636 

711 

736 

789 

856 

894 

1041 

。

0.30 

0.40 

0.55 

0.20 

0.60 

0.60 

0.30 

0.10 

0.05 

0.10 

0.15 

0.20 

0.20 

0.25 

0.40 

0.60 

α 

ここで、のベた改訂非線型回帰法を適用した.

の表には α， β の初期値と計算のステップ数，そして最終的に得られた平滑定数α， ß の値とそれに

対応する誤差 2 乗和を示しておいた.ここで，計算のステップ数とは，平滑定数 α， ß を δ=(Ô1，

Ô2)' により修正していくのに要した δ の計算回数をいう .δ=0 になれば計算は終了する.たと

H 

1..... これらの結果のうちの一例を表 3 に示す.定め，

よって，計えば，初期値を (α=0.25， =゚O. 60) に選ぶと，

算のステップ数は 2 となる.ただし平滑定数 α， ß の移動は，実際には 1 回だけしかおこなわれ

2 回目に δ を計算すれば O になる.

ていない.

どの初期値から出発しても，最終的に得られた平滑定数は (α =0.001 ， =゚O. 4) 

くらいで，誤差 2 乗和は約 520 となっている.初期値を (α=0.25 ， =゚O. 6) と (α =0.6， =゚O. 2) 

に選んだときの最終点に至るようすが図 1 に示されている.データ A については，どの初期値

このデータでは図 1 の等高線図

表 3 によると，

から出発しても α は最終的には 0.001 になってくる.

からわかるように， α の値が小さいほど誤差 2 乗和が小さくなるからである.

これは，

むろん平滑定数は

データ Aコンピュータによる計算の便宜上その下限を 0.001 と設定した.正で‘なければならず，

需 100

要

90 

80 

40 

72 
月

60 

図 2 データ Aの需要予測曲線
一一デー久一一一予測

48 36 24 12 
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の誤差 2 乗和は，非常に滑らかな曲面になっているので，どの初期値からでも最小点に到達す

る.しかし，初期値が最小点から離れるほど計算のステップ数は多くなる傾向がある.最終的に

得られた平滑定数(最適値)による予測の一例を図 2 に示す.この場合の初期値は (α=0.25， β

=0.60)で 2 ステップで最小点に到達した.

つぎに，表 2 のデータ B では図 3 に示すような誤差 2乗和の等高線図が得られた.表 4 に

α， ß の初期値とそれに対する計算のステップ数， α， ß の最終値の一例が示されている.この表

おお初制

0.7 79750 118727 192935 357089 831255 卯4281

0.6 日ï73 72988 93488 126210 189134 3475幻 899お6

0.5 154366 
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図 3 データ B の誤差 2 乗和の等高線図

表 4

初期値 i 計算|最終値
α 3 誤差晴元一|ステップ数 a-7ー告示会j

0.05 0.30 24120 10 0.140 0.586 15510 

0.10 0.20 25602 10 O. 140 0.579 15515 

0.15 0.55 15616 6 O. 140 0.583 15511 

0.20 0.20 28034 11 0.140 0.589 15508 

0.30 0.20 33988 9 0.140 0.582 15512 

0.50 0.60 57012 8 0.140 0.576 15519 

0.60 0.20 仰39 2 0.552 0.155 423�2 

0.60 0.40 58773 14 0.140 0.587 15509 

で， (α=0.6， β=0.2) 以外の初期値からはすべて最小点に到達している.しかし， (α=0.6 ， β= 

0.2) からはこの最小点には至っていない.このときはほ=0.55， =゚O. 15) くらいの点でストップ

してしまう.そこで，この点の付近での誤差 2 乗和の曲面の断面を求めてみた.図 4 にこの曲面

の β 軸についての断面図を示す.この断面図からあきらかなように，この誤差 2 乗和の曲面に

は， α の値が比較的大きくて 3 の値が小さいところに局部的最小値(みかけの谷)が存在する.
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初期値を (α=0.6， β=0.2) にした場合，この値に収束してしまい，真の最小点に至ることができ

言呉
差
2 
乗
平日

50 

( XI03) 

40 

30 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 
a 

なかった. この付近の初期値についてさらに

計算した結果，初期値として α を 0.55--

0.65 くらいにし，さらに β を 0.05-0.35 く

らいの範囲からえらんだ場合にこの値に収束

してしまうことがわかった.初期値がこの組

合わせ以外の場合にはすべて最小点に至る.

初期値を (α=0.5， =゚O. 6) と (α =0.6， ß=

0.2) にしたときの移動のようすを図 3 に示

した. この図で，破線は制式から求められた

δ の値を表わす.その δ が 1 次元探索によっ

て実線のように修正され移動がおこなわれ

る.初期値が (α =0.6， =゚O. 5) のとき最終的

に得られた平滑定数による予測の結果を図 5

に示す.

図 4 データ B の誤差 2 乗和の B軸についての断面図

実際に本論文でのベた方法による場合，い

まのデータ Bのようにみかけの谷が存在する

かもしれないので，いくつかの初期値を選ん

で計算する必要がある.
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関 5 データ Bの需要予測曲線
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6. 結言

従来，指数平滑法の平滑定数の決定は経験的になされていた.しかし時系列が与えられた場

合に，予測式の平滑定数には最適値が存在すると考えられる. ここでは，判定基準として予測誤

差自乗和 D を最小化する方法をとった.

ここにもちいた予測方法では，平滑定数と D の関係は非線型となる.さらに，平滑定数によ

る D の微分型は数学的に閉じた型で求めることができない. よって，数値微分にたよらざるを

えない.一般に数値微分の値は引数の増加量 L1x が小さくなるにつれて不安定になる.その点に

対する不安があるが，ここで求めた数値例ではそのような事態は生じていない. よって，平滑定

数についての数値微分は，ここでの予測法をもちいる限りうまく求まるといえる.

数値例のところでのベたように，非線型回帰では，部分解 δ をそのままもちいた場合には収

束解が得られなかった.しかし，ここで提案した改訂非線型回帰法によれば，種々の初期値に対

して収束解が得られることを示した.また，停留点がーっとは限らない場合には，どの初期値よ

り出発すれば，どの点に収束するかは一般にわからない. したがって，種々の初期値についてそ

の収束値を求め，得られた誤差自乗和の値を比較する方法をとらねiまならない.一般に，時系列

データでは停留点は 2~3 個ぐらいまでであろうと思われる. この点を解明するためには，最初

に応答曲面図を作成するのが有効である.

おわりにのぞみ，本研究に対し種々のご指導をいただいた当教室の加瀬法男教授ならびに適切

なご指摘をいただいたレフェリーに厚く謝意を表するしだL 、である.

(付) 各要素の初期値の求め方 [2J

R/ ， St の初期値は以下のようにして求められる. ここで，新しい変数

H: 初期値を求めるための予備データ数

Yi: 第 i 周期間の総需要

ん =Yi+l- Yi(i=1 ， …， ((HjL)ー1)) :第 i 周期から第 i十 1 周期への需要変動

P: 第 1 周期第 1 番目の需要から季節性をとり除いた値(傾向要素)

を導入する.

需要の傾向線が l 次モデル y=a十bx で表わされるとすると，第 1 周期の傾向要素の総和は

(1') P+(P+b)+(P十2b)+ …十 (P+(L-1)b)=L ・P十 (L(Lー1)j2).b

となる.第 2 周期では

(2') P十Lb+(P十 (L+l)b)十…十 (P十 (L十L-l)b)=L.P十L2 ・ b十 (L(L-l)j2).b

となる. (2') 式からはう式を引けば，周期間変動 L2 ・ b を得る.よって，データより得られた

周期間変動により

(3') b=1/L2 
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ー (H/L)一I
À= ,6 À;/((HjL) ー 1)

= (Y(H/L) ー Y1)j((HjL)-1)

となる. この b がいま求めようとしている九の初期値にほかならない.ゆえに

(4') Rl = (Y(HiL)一五)j(L(H-L))

が得られる.傾向要素 P は， (1') 式の

Y1=LP+(L(L-1)j2).R1 

なる関係より

(5') P=(Yl!L)一 ((L-1)j2).R1

となる.

季節性 St の初期値を求めるには

P1=(Y1jL)ー ((L-1)j2) .R1 

P2 =P1+R1 

Pj=Pl十(j-1)R1

PH=P1十 (H-1).Rl

を計算し，これらおのおのの値より季節要素 SOj を

(6') SOj=YjjPj, (j =1, 2, …, H) 

と決定する.初期値としては，これらの季節要素で同一時期に対応するものの算術平均

(H/L)ーl

(7') Sj=(L!H) ,6 SOp. L叩 (j =1, 2, …, L) 
�=O 

をもちいる.
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