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相補的プログラミングT

茨木俊秀*

1.はじめに

相補的プログラミング問題 (Complementary Programming Problem，略して， CP 問題)と

は，次の条件を満足するベグトル (x， u, v) を見いだす問題 P である [8J [9]. 

(1) P: 目標関数 z=dTx+eTu+JTv ー→最小

拘束条件 Ax+Bu+Cv 二三 g

uTv=O 

お ， u , v;::o:O 

ただし1) ， xERn, u , vERm は変数ベクトル ， dERn, e, JERm, gERP， また， A , B , C は，

それぞれ実数を要素とする pXn ， pXm, pXm 行列である.なお，本論文では，ベクトルはす

べて列ベグトルとし，行ベクトルは転置記号 T を付して示す.

CP 問題 P が，通常の LP 問題と異なっている点は，相補条件

(2) uTv=O 

にある.これは， U , V ミ O を考慮すると ， U , V の各要素対的， Vj の少なくとも一方が O であるこ

とに等しい.以後，この変数 u， v を相補的変数 (Complementary Variables) と呼ぶ. CP 問

題の許容領域 (Feasible Region) は相補条件のために，一般に凸領域ではなく， LP (線形計画

法)とは本質的に異なる手法が必要とされる.

(2 )のような相補的条件は，実際の応用に際して，数多く見受けられる.たとえば，交差点j

における交通量を考えると，縦方向の交通量的が正のとき，横方向の交通量 Vj は O でなければ

ならない.また，その逆も成立する.つまり ， U , V に関 L， (2)式が成立しなければならない.

このような具体例を他にも見いだすのは困難ではないであろう. 2 章では，より一般的な応用例

をいくつか列挙する.

CP 問題(1)は，筆者の知るかぎり，これまで考慮された事実はないようであるが， LP 問題，

2 次計画問題， Bi-Matrix Game 等との関連において， (1)の特殊な場合である

(3) u-Mv=g 

uTv=O 

t 1970年11 月 12 日受理， 1971年 9 月 7 日再受理.

* 京都大学工学部・数理工学.
1) Rk は h 次元実数空間.
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34 茨木俊秀

という系の解の存在に関しては，しばしば議論された[1] [13]. ただし， U , Vε Rm は変数ベグ

トノレ ， M は mXm 行列， gERm である. 容易にわかるように， (1)は (3 )に比較し， 目標

関数を持つこと，および，拘束条件の形式において，より一般的であって，それだけ広い範囲の

問題を含むことができる.

2. CP 問題の応用

以下に， CP 問題に帰着される典型的な問題をあげる.その他にも，たとえば 2 次計画問題

が適当な仮定の下に， CP 問題の形式に帰着されることは周知である.

( i ) 絶対値計画問題

次のような，絶対値を含む計画問題を考えよう.

( 4) 目標関数 dTx+eTlxl 一→最小

拘束条件 Ax+Blxl '2g 

ただし， x , Ixl = (lx11 , Ix 2 1, "'lxnIFERη は変数ベクトノレ ， d， eERヘ gERP， A ， B は pXn 行

列である. (4) において ， Uj , Vj '2 0 を用いて

おj=Uj-Vj ， ]二 1 ， 2ν ・ '， n

と置けば，その絶対値 IXjl は

IxJI ニ UJ+Vj

UjVj=O , j=1 , 2, …, n 

と書くことができ，次の CP 問題に帰着される.

(5) 目標関数 dT(u-v) +eT(u十 V) ー→最小

拘束条件 A(u-v) +B(u+吋 '2 g

U7・V=O

u , v'20 

このような絶対値を含む問題は，実際の応用に際して，しばしば遭遇するものである.たとえ

ば，ネットワーグ・フロー，とくに，多種フローの問題においては，各フローの絶対値の和(つ司

まり，方向を無視したフローの和)が，各枝の容量を越えてはならないとしづ条件を扱う.

(ii) 0-1 混合整数計画問題

0-1 混合整数計画問題は，次の形式に書かれる.

(6 ) 目標関数 dTx+eTu ー→最小

拘束条件 Ax+Bu'2g 

x 二主 O

UJ=O or 1, j=1 ， 2 ， ・ .'， m

ただし， xERヘ uERm は変数ベクトル， dERη， eE三Rぺ gERP， A , B は pXn， pXm 行列

である.

0-1 変数 Uj を CP 問題に帰着させるために， スラック変数 Vj を導入し， Uj=O or 1 とい
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35 相補的フ.ログラミ γグ

う条件を

uJ+vJ=l 

町内=0， j=1 , 2, …, m 

と書く. (6) は次の CP 問題と等価である.

dTx+eTu 一→最小目標関数(7) 

Ax+Bu;;:::g 拘束条件

x， u ， V 二三 O

ー
よ
噌

i
:

・

1
i

uTV=O 

u+v= 

OR一条件を持つ LP 問題
、
、
，J

・

1
・

1
・

I
'
'
t、

次の OR一条件を持つ LP 問題を考える.

dTx ー→最小目標関数(8 ) 

Atx;;:::gt or Bt 広三 ht， i=1 , 2, …, k 

z 二三 O

拘束条件

At はあ ;<n 行列， htERq・， Bt は qt Xn 行列，xERn は変数ベグトル，

つまり， (8)は各 i に対して，

gtERへしだた

Atx 二三 gt あるいは， Btxさんの少なくとも

これは，人為変数 ut， Vt , i = 1, 2，… ， k を導入するという条件を持つ.

である.

一方が満足されればよし、，

ことによって，次のCP問題に書ける.

i=1 , 2, …, k, 

dTx ー→最小

A.tx+[Ut] ;;:::gt 

Btx+ [Vt] 三 ht

UtVt=O , i=1 , 2, ・・・ ， k 

目標関数

拘束条件

(9) 

x 二三 0， U ， V 二三 O

E三 RP'

, しだた

( Ut 

[Ut] =1 や

~ Ut 

ERq" i=l , 2, ..., k ベ:
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36 茨木俊秀

3. CP 問題のアルゴリズム:分枝限定法

CP 問題(1)を解くために，分校鞭定法 (Branch and Bound Method) に基づくアルゴリズ

ムを述べる [8]. CP 問題のアルゴリズムとしては，他に，切除平面法 (Cutting Plane Methｭ

od) がある [9 ].しかし，筆者の経験から見るかぎり，分投殿定法が，計算能率の点から，より

すぐれていると思われるので，ここでは，切除平簡法を，その特棄を生かして，分校隈定法の補

助手段に用いるという立場をとり，そのために必要な性質のみ説明する.

分校震定法を構成するために，最初に， 2， 3 の定義を導入する. (1)式の Prこ対して，告意

の (x， U, v) εR'川怖を解という. 解で， (1)の拘束条件 Ax+Bu十Cv>-g， x , U, v 二三 0， uTv 

0，を満足するものを許容解という‘また， 許容解のうちで， 尽曹関数の{藍 z を最小にするもの

を最適解といい，そのときの z の龍，すなわち， Pの龍をがと記す.P が不能(許容解を持た

ない)ならば， zO::= ∞と考える.

部分解S によって Pの変数 u， v のうちで O に閤定されているものの集合を示す. ただし，

Uj ， 幻のF言者を i湾持tこ G にE認定することはない. ここで便宜上， Uj=O きと j， Vj=O さと -j によ

って示す.たとえば， S= {-4, 1, -2) は九=0， Ul=O， 山口 O の意味である. S において ， Uj , 

VJ のどちらも O に密定されていなければ Uj と Vj は自治変数と呼ばれる. Sの自由変数の添字

j の集合を Fs と記す.アニコS を満足する部分解において ， FT =二φ(空祭合)ならば， T は S の

Completion であるという.

さて，怒分解S t:こ対して委部分開題 P(めを次のように定義する.

(10) P(S): 臼標関数 z=dTx十eTu+fTv ー→最小

拘束条件 Ax+Bu十Cv 二三 g

x， U， 在二とO

UTV=O 

Uj=O if jES 

V.1=O if -jεS 

P(S) の許容解，最適解等も ， P と問様に定義する.また， P(S) の最適解の値を ZO(S) と記

す. P(S) が不龍ならば， ZO(S) =∞と考える.この記法を煎いると ， P=P(φ) であるー

つぎに， P， P(S) を，それぞれ， P, P(S) から相補条件 uTv=O を除いて得られる LP 問題

とする . P , P (S) の許容解，最適解等は，やはり ， P, P(S) に対するものから，条件 uTv=O

を掠いて定義される.ますこ， P， P(S) の最適解の鐙をそれぞれ i， i(めと記す.

分枝限定法は，よく知られているように，種々の計画，設計問題に適用され，成功している例

も多く報告されている [12J [15]. その基本的原理は，まず，与えられた問題Pに適当な細分を加

えて，等愚前に，いくつかの部分問題に変換することから始変る.このF 縮分を繰り返し適用す

れば， Pは，数多くのやさしい小規模な部分問題に帰着されるであろう.この得られた部分問題

全体のごく一部分だけを解いて ， Pの最適解を得ょうとするのが，分校強定法の主張点である.
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相補的プログラミング 37 

そのためには，与えられた問題の固有の性質に応じて，種々の工夫を必要とするのが常である.

CP 問題においては，まず，ある変数対 Uj， Vj のそれぞれを O に固定することによって ， Pを

部分問題 P(j) と P(一j) に細分する. P (j), P( -j) の許容解はPの許容解でもあるから ， P(j) 

と P(ーj) それぞれの最適解のうち，小さな値を持つほうが， Pの最適解であることは自明であ

る.この議論は，生成された部分問題にも繰り返し適用でき，一般に P(S) を P(S， j) と P(S，

ーj) にする細分を続けると Pを多くの小さな部分問題に帰着できる. この様子は，いわゆる

探索図を用いると理解しやすい.図 1 はその 1 例である.も

ちろん，得られた部分問題のすべてを解けば， Pの最適解が

得られるが，できるだけ不要な部分問題を除くために，以下 7V4) 
の方針をとる・ U2=O/ \件。

計算の途中，部分問題 P(S) の最適解として， P(φ) の許 p(ーム 2) P(~4 ， -2) 

容解が得られることがあるが，その時点までに得られている じy ~l=O 

最良の(最小の値を持つ) Pの許容解を暫定解として記憶し P(-4 ， 丸川 • 4, 2,-1) 

ておく.暫定解の値をげによって記す. 図 1 探索図の例

探索図において，ある部分問題 P(S) が，次のいずれかを満足すれば， P(S) は終端されたと

いう.終端された部分問題を，さらに調べる必要はない.

( i) P (S) の最適解が得られている.

(ii) P(S) は不能(許容解を持たなし、)であるか S のすべての Completion がその時点

の暫定解の値日より小さな値を与え得ないことが証明できる.

終端されてもいず，また，より小さな部分問題に細分されてもいない(つまり，探索図の末端

の節点に対応する)部分問題は，活性であると呼ばれる.活性な問題が存在しなくなったとき，

計算は終了し，そのときの暫定解がPの最適解を与えるのである.

以上の準備の下に， CP 問題の分枝限定法に基づくアルゴリズムは次のように書かれる.

手順 1: P(φ) (=P) を活性な部分問題として持つ探索図から出発する . z*= ∞. 

手順 2 (活性部分問題の選択) :活性な部分問題がなければ，計算終了.暫定解が P の最適解を

与える.このとき z*=∞ならば Pは不能である. 活性な部分問題が存在すれば，そのう

ち 1 個を選んで P(S) とし，手順 3 へ進む.

手順 3 (部分問題のテスト) : 

( i) P (S) の最適解が得られたなら ， P(S) を終端一手順 4 へ進む.

(ii) P(S) が不能であるか S のすべての Completion がポより小さな値を与え得ないこ

とがわかれば， P(S) を終端し，手)1原 2 へ戻る.

(iii) 暫定解より小さな値を持つPの許容解を S の Completion として得るには， Uj=O でな

ければならないことがわかる.このときには， P(S，j) と P(S， 一j)を生成し ， P(S,

j) を終端した後，手順 2 へ戻る . Vj=O に関しても同様.

(iv) 上の(i) (ii) (iii) のどれも満足しないなら，手順 5 へ進む.

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



38 茨木俊秀

手順 4: 得られた P(S) の最適解と，暫定解を比較し小さな値を持つほうを改めて暫定解とし

て，手順 2 へ戻る.

手順 5 (分枝変数の選択) :自由変数の中から，適当な変数対 U j , V j (分校変数という)を選び，

P(S) を P(S， j) ， P(S， 一j)に細分し，手JI買 2 へ戻る . (P(S, j) , P(S, -j) は活性)

部分問題の個数は，たかだか有限で、あり，同じ部分問題を繰り返し生成することはなし、から，

各部分問題 P(S) のテスト(手順 3) を有限回の操作で終えるようにしておけば，全手順も有限

回の操作で終了する. しかし，実用上重要であるのは，その収束速度であって，これは活性問題

の選定法，部分問題のテスト，分校変数の決定法等を具体的にどう定めるかに依存して，大いに

異なる.以後， 4, 5, 6 節において，各手順の細部を定めるために必要な性質を導出しその結

果を用いて， 7 節以下で具体的な手順を構成する予定である.

4. CP 問題 P と LP 問題 P の関係

本節では， 5 節において切除平面法を導出する際必要となる CP 問題P とその LP 問題 P の

関係を議論する.

定理 1: P の基底解でPの最適解となるものが存在する.

証明: 2'九個の自由変数を持たない部分解

SI=(-l, -2，・..， -m) 

S2= (-1, -2，…，一 (m-1) ， m)

Ss= (-1, -2，…，一 (m-2) ， m-1， -m) 

S2m= (1, 2，・ .， m)

を考える.Pの値 ZO は

zO=min{zO(Sk)I k=1 , 2…, 2m } 

によって与えられる.よって，各 P(Sk) に対して ， P の基底解となる最適解が存在することを示

ぜば定理が証明きれる.きて ， P(品)は自由変数を持たなし、から ， uTv=O は自動的に満足して

いる.換言すれば， P(Sk) は O に固定されていない n+m 個の変数，および ， p十 m+n 個の拘

束条件 (x ， u ， v ミ O も含めているが， 0 v;こ固定されている変数は除外している)を持つ LP 問

題 P(S，ρ である.したがって， LP 問題の性質から ， P(S危)の基底解で最適解となるものが存在

することがわかる. それを ÿ (ÿER炉問)と記すと ， fj は P (Sk) の拘束条件の 1 次独立な n+m

個を等式として満たす. つぎに， fj に ， Sk において O に固定されている m個の変数を追加して

得られる fj'ER冗+2怖を考えよう fj' は， 当然，上の n+m 個の拘束条件を等式として満たし，

また，固定されている m 個の変数に対する拘束条件 (UJ 三O あるいは VJ~O 等)をも等式として

満たす.両者を合わせた n十2m 個の拘束条件が 1 次独立2) であることは自明であるから fj'

2) at百三二 bj ， i=1 ， 2 ， … ， N， の係数ベクトル al が互いに 1 次独立ならば，この不等式系は 1 次独立である
とし、う
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相補的フ。ログラミこノグ 39 

は P の基底解である. (証明終)

つぎに， CP 問題 P (( 1)式)において ， d , e,J, g , il, B, C の要素を，すべて整数と仮定しで

も，実用上一般性を失うことはないことに注意しよう.なぜなら，与えられた数を有理数によっ

て任意の精度で近似でき，有理数ならば， Pの各式全体をある正整数倍することによって，整数

係数を持つ問題に変換できるからである.

定理 2: CP 問題Pの係数すべてが整数であると仮定する.このとき ， Pの係数のみに関係す

る.:1 >0 が存在して Pの定理 1 を満たす最適解を
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と書くことができる.

証明:よく知られているように ， P の任意の基底解は，そのときの基底行列Dに対し

.:1n=~ -
D-ld瓦151

と置けば，
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z" , x" , u" , v" 整数ベグトル

と書くことができる.したがって，可能な基底行列すべてに対して， Idet DI を求め(これは整

数値)，その最小公倍数を M とすれば，定理 1 を考慮して，

.:1=す
が定理の条件を満足する. (証明終)

定理 2 は ， Pの最適解を得るには，.:1の整数倍という離散的な値のみを考えれば充分であるこ

とを示している.この性質は，次節の切除平面法を導出するために用いられる.

5. 切除平面法

本節では，切除平面法に基づく， CP 問題のアノレゴリズムを述べる.これは， P に，カットと

呼ばれる拘束条件を次々と追加することによって P の許容領域を次第に狭くし， その結果得

られる LP 問題の最適解として ， Pの最適解を求める手法である.P に h 個のカットを追加して

得られる問題を Pk とする時， Pk のカットとは， Pk の最適解 (P の許容解ではないとする)は

切除するが， Pの最適解を含むある部分集合は決して切除しないとし、う性質を持つ拘束条件であ

る.以下で，そのような性質を満足する 2 種のカットを導入する.実は，そのカットを有限回追

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



40 茨木俊秀

加することによって，必ずPの最適解が得られることを証明できるが，ここでは，切除王子商法を，

もっぱら，分校誤定法に祷器部に汚いるという呂訴に沿って説努し，収束性tこ寵する議論は省略

ナb

さて， (1)に対応する LP 問題

(11) p: 目標関数 z=dTx+eTu トfTV ー→最小

拘束条件 Ax+Bu十Cv';:::g

x, u , v:;:::O 

を， (主あるいは双対)シンプレッグス法で解こう.すなわち，まず，スヲ v グ変数 wERP を導

入して， (11) を

(12) z=dTx+CTU+JTV 

w= -g+Ax+Bu+Cv 

x=x 

u=u 

v=二 v

w, X, u, v ,;::: O 

と害容く. (12) ~土，Bt数 z， w, x , u, v ~ど，非基底変数 X， u, v によザって展開していると考えること

もできる.一般に，各変数を 1 次独立な非基底変数(すなわち， (12)における係数列が 1 次独

立〉れ， t 2) …, tN (N=n+2m) によって展揮するとき，

(1叶(!)f)tJ
y:;:::O 

tJ:;:::O, 1， え…， N

と主義かれる.ただし， M=n+2m十P， および yT= (wT , xT, uT, vT) 巴RM である. いうまでもな

く， (13) の係数 αl}が， LP の計算に用いられるシンプレックス・タブロの各要素に対応する.

シンプレッグス法によって

(14) (α山 α仙…， αMO) 二三 o (主許容条件)

(15) (α0 1> α仙…， αON) 二三 o (双対許容条件)

を満足するタブロが得られたとき

(16) (J( ::.1 
は P の値およびその最適解を与える.

つぎに p* をPの許容領域を含む許容領域を持つ LP 開題(たとえば P) としよう .pネの

議選解が，やはり， (16) によって与えられるとき，これが，条件 uTv出。を満足すれば， (16) は

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



相補的プログラミング 41 

Pの最適解でもある (p* はP より緩い拘束条件を持つ問題だから) .しかし，ある} 1';こ対して，

UJVJ>O ならば， (16) は Pの許容解ではない.このとき ， UJ=YP' VJ=Yq とすれば，

(17)αpO αqO>O 

を満足する. (17) の条件の下で，タブロ(13) の第P行，第 q 行から得られる次の拘束条件を考え

よう.

N 

G8)s=-1+P13jtj 

s 二三 O

ただし，

(0, ifαIJ ミ 0， l=p, q 

(19)βJ= ~ . (ι~! l'Y,-t 
I min ~一号.'c!... 1_ζι>0， 1=ρ， q f, otherwise 
\ ~lO J U;lO 

(18)式を P本の Cーカット (Complementarity Cut) と呼ぶ.

C-カットの幾何学的意味は次のように説明される.図 2 において ， tO を現在のPの最適解 (16).

すなわち ， tO= (0， 0，…， 0) とする.町内=0 の条件

は，解が平面的=0 上か，あるいは VJ=O 上に位置

することを要求するが， tO は条件を満たさない.と

ころで， tO は P の基底解であるから ， p の拘束条件

を等式に置いて得られるN個の超平面の交点として

与えられる.そのN個のうちの各 N-1 個の超平面

の交線として tO から ， N本の線分が P の許容領域

側へ引かれるが，交線が，平面的=0 あるいは VJ=二

O に，最初に交わる点を tk， k=1， 2， … ， N， としよ

う(交わらなければ，がは無限遠にとられる). 

Vj(=y~ ) 

Uj( =yp} 

図 2 CP 問題の C ーカットの図解

Cーカットは tl， t2， … ， tN を通る超平面の tO 側，すなわち， N 単体 (t0， t 1, …, tN) を F の許容領

域から切除するものである(超平面上の点は除かなし、).図 2 は ， N=3 の場合であるが，容易に

わかるように，切除された N単体は tQ は含むが， p の許容解 (UJ=O あるいは VJ=O 上の点)

を含まない.次の定理は，以上の事実を一般的に示すものである.

定理 3: p* を p(( 1)式)の許容領域を含む許容領域を持つ LP 問題とし， (13) (16) によっ

て，その最適解が与えられているとする.このとき， (16) がPの許容解ではないならば， (16) は

拘束条件 (18) を満足しない( (18) は (16) を切除する)が， Pの許容解は，すべて (18) を満足する.

証明:まず， P の最適解(16) は， (13) において tJ=O， }=1， 2，… ， N と置くことによって得ら

れる.ところが， (18) で tJ = 0, j = 1, 2，… ， N と置けば s=-l辛0，つまり， (16) は (18) を満足

しない.つぎに， (18) によって，切除されるすべてのか= (tl> t 2, …, t N ) , t 1 :::::O, t2 二三 0，… ， tNミ 0，

に対して YPYqキO であることを示す.これは，とりもなおさず， P の許容解 (YPYq=O を満たす)

が (18) によって切除されないことを意味する.さて， (18) によって切除されるわの値の組は，
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N 

(20) Lj βjtj<l 

を満足する.ここで，一般性を失うことなく，

ßI> β2，…， βγ>0 

r゚+l =ßr+2= … =βNニO

と仮定する . r=O ならば， (18) を満たす tj (ど 0) は存在せず， Pは不能である.したがって，

定理は成立している . r>O のとき

(21) tO ニ (0， 0，…， 0)

ベ士， 0, "', 0) 

¥
¥
3
1
j
/
 

n
U
 

A
U
 

r
ー
一
ι

n
u
 

n
U
 

/
J
f
l、
、
、

一
一

4
ι
 

r+l 
tr+l= (0 , …, 0, 1, 0,…, 0) 

N 

tN = (0,…, 0,1) 

と置く.このとき ， t j 二三 0， j=1， 2， … ， N， でなければならないことから， (20) を満たす任意の

t = (t
" 

t 2, …, tN) は，半空間 (20) と半空間 tj 2: 0， j=1， 2，… ， N， の共通部分 (N単体)として

N 

(22) t= Ljんが

Àk 二三 0 ， k=1 , 2, ・・・ ， N

ん>0

Ljん=1

と書くことができるは。>0 は t が超平面 Zβjtj= 1 上にはないことから得られる) ところ

で， (17) の仮定より

N 

ypO= αpO+ 1] αpjt/=αPO>O 
J~1 

N 

yqO= αqO+呂町げ=αqO>O

まずこ， (19) におけるんの定め方より，

n

u

n

U

 

<
>
一
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M

h

u

h
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p
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α
 

r
'
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1
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h
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0
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o

o

 

p

p

 

α
α
 

>
-
>
一

f
i
l
l
z
E
4
3
1
1
1
t

、

h
u
h
 eL P

 

α
 

N

記
山
〔

+
 

0
・

α
 

一
一

た

P
 

ν
u
 

k=1 , 2, ・・・ ， r , 

および

N 

ypk=呂α凶k=αpk ミ 0， k=r+1 , r+2, "', N 
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(22) の t を用いて，したがって，同様の議論を適用できる.である . Yq に対しても，

N N 

Yp= αpo+ I; αPJ I; Àktl 
1~1 k~O 

N N N 

=言。ん (αpO+呂αpjtjh)tZ AKP1αpjt/ 

(18) によって切除される t は，必ず

(証明終)

つまり，

N 

=I; ﾀkY/+ ~ Àk α帥>0

同様にして， Yq>O も証明できる.が証明される.

次々と h 個追加して得らあるいは， (18) 式のカットを，

YPYq>O を満たす.

定理の P* としては，

れる LP問題 Pk を考えることができる.

P , Tことえば，

さて， Cーカットを用いて，切除平面法を構成すると，次のようになる.

手順 1 : PO=P をシンプレックス法によって解く . k=O とし，手順 2 へ.

手順 2: Pk の最適解が， uTv=O を満足すれば，計算終了 Pの最適解が得られた. uTv キO なら

ば，手I1蹟 3 へ進む.

手順 3: Pk の Cーカットを作り ， (このとき (18) においてん=0， j=1， 2， … ， N， ならばPは不能)

Pk の最適解を与えるタブロに新しい行として追加する. この LP 問題の最適解を双対シンプ

レックス法によって求め，

(13) を Pk の最終タブロとすると(このときののは， (12) の ω， X ， U , V か，あるいは， (18) に

よって生成された変数 s のいずれか)，カット追加後の Pk+l の初期タブロは，主許容条件

k を 1 増加し，手I1原 2 へ戻る.タブロからカットの行を除いた後，

(α10， α20，…αM'O) 二三 O(23) 

M'=M十 1しだた

双対許容条件は満足していないが((18) より αM'Oニー 1 である) , 

(α0 1> α凹， …， αON) 二三 O(24) 

Pk刊の双対シンプレックス法を適用し，このタブロに，直接，しTこカ:って，は満足している.

(手順 3) . 最適解を得ることができるのである

上の手順では，必ずしも有限回の収束を保証することはできないため(適当な仮定の下に，収

もう一種のカットを導入する.束することは証明できるが)，次に，

p危のタブロにおいて，ある行 (z に対応する行でもよし、)

N 

Yp= αPO+言1αpjt j (25) 

αPO が 4 の整数倍との整数倍ではない左仮定する.定理 2 によって，の αpO が.:1 (定理 2 参照)

なるようなPの最適解が存在するから，向。を

。6)S{ ~o} 

あるいは

[α] は αを越えない最大の整数.3) 
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[a~~ J .1+.1 

に強制的に移すようなカットを追加することができる.そのようなカットの 1 例として，次のカ

ットをあげる.これは， Gomory [5J が，混合整数計画問題に対して開発したカットの一般化と

も考えることができる.

λY 

(27) s = -1 + Lj ゚  j t j 

5ミ O

しだた

fαpj 

j゚=1 1-10 
lαpj 

1，。

if αpj 二三 O

ifαpj<O 

および

ん=αpo 一[~oJ.1(>O) 
(27) のカットを Pk の dーカットと呼ぶ.

定理 4: P の許容解ではない P烏の最適解は，拘束条件 (27) を満足しない. また， Pの最適解

で P の基底解であるものは(定理 1 ， 2 参照)必ず， (27) を満足する.

定理 4 の証明は省略する. 先に述べた切除平面法において cーカットと.1-カットを混用する

と， Gomory [6] が整数計画問題に用いたものと類似の辞書式順序を利用する方法によって，有

限回で P の最適解を得ることが証明できる.しかし， .1-カットは，有限回収束を保証するための

目的に導入されたものであって，.1の計算が必ずしも容易でないこと，および d が微小量であっ

て，丸め誤差の観点からも問題があることを考えると，必ずしも有効なものではない.一般に，

カヅトを分校限定法の補助手段として用いる場合には，有限回収束が保証されていなくても，

充分有用であるので，以後の議論では，一応 C カットだけを想定しておく.実際の計算にも，

Cーカットのみを用いた.

6. 切除平面法の利用とペナルティ

4. , 5 節の議論は，すべてPおよび P に対して行なったが， P を部分問題 P (S) , P を P (S) 

で置き換えても，同様の議論ができることは，明らかである.P の場合と同様， P(S) に Cーカ

γ トを h 個追加して得られる問題を Pk(S) と記す. さて， P(S) をテスト (3 節手順 3) する

目的に， Pk(S) を用いる (7 節参照)とき，もし uTv=O を満足する Pk (S) の最適解が得られれ

ば，これは P(S) の最適解でもあるから，分枝限定法の手順 3( i )から手順 4 に進むことができ

る.しかし k をある程度大きくしても P(S) の許容解が得られないならば，適当なところで打

ち切って次に進むのが，計算速度の点から望ましい.そのとき ， P(S) の値，最適解等に関して，

Pk(S) の最適解を与えるタプロから得られる情報を， できるだけ利用すれば， それだけ計算速
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度を高めることができょう.その目的に，ここで，変数 ?Jp (=Uj or Vj) が目標関数に与える影

響の尺度であるペナルティ ρ (Uj) ， p(Vj) を導入する.これは，混合整数計画問題に対する，

Driebeek の手法 [2] の拡張とも考えられる. .すなわち，ペナルティ p (Uj) は ， Pk(S) の最終

タプロにおいて， Uj=O と固定したときの目標関数の値 z の増加分の下限値として定義される.

すなわち， Pk(S) の最適解の値をゐ(S) とすれば， P(S.j) の最適解の値 ZO (S, j) は

(28) ZO (S, j) ミゐ (S) +ρ (Uj) 

を満足する . p(Vj) についても，同様に定義される . p(Uj) , p(Vj) を計算する直接的な方法は，

Pk(S) のタブロにおいて ， Uj あるいは Vj を O に固定し， LP のノミラメトリック・プログラミン

グの手法にしたがって ， Pk(S， j) あるいは P危 (S， -j) の最適解を求めることである.しかし，

この方法は，一般に，計算時間の点から問題があるため，以下では，ピボット操作 1 回分に相当

する量を用いる.

Pk(S) の最終タプロにおいて ， Yp(=Uj or Vj) が

N 

(29) Yp=αpo+plαpj tj 

と表わされ， αPO>O とする . YP=O とするためには，ピボット操作を加え， YP を強制j的に非基

底変数とすればよい.その結果得られるタプロが，双対許容条件を満たすために，

(30) 手ι=maxj手LIαpj<of
u.pjo l u.pj I 

なる αpjo がピボットに選ばれる. ピボット操作の後の新しい (0， 0) 要素， a~o は

(31) 
， αPOαOjo 

αÒO=α。。一一一一一一一一
αpjo 

である.これ以後，双対シンプレッグス法を適用すれば， (0 ， 0) 要素の値は，叫。から単調に増

加して，最適解に至る.したがって，

(32) P (品)=-~半~(20)
Upjo 

Yp=Uj or Vj 

と置くことができる.

7. 分枝限定法，手順 3 :部分問題のテスト

Pk(S) が P(S) に比べ，緩い拘束条件下の問題であるという事実(定理 3) から，次の事実が

容易に示され，分校限定法の手11頂 3 fこ利用できる.

(i) Pk(S) の最適解が相補条件 UTV=o を満足すれば， P(S) の最適解でもある. (手JI国 3，

( i )). 

(ii) Pk(S) が不能であれば， P(S) も不能. (手順 :1 ， (ii) ) 

また，同様の議論によって，

ZO 二三 ZO(S) 二三 Zk(S) 2Z(S) 
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が得られる.ただし， ZO, ZO(S) , Zk(S) , Z(S) は，それぞれ， P , P(S) , Pk(S) , P(S) の最適解の

値である.したがって，次の性質を利用できる.

(iii) ん (S) 二，，: z* 暫定解の値)ならば， P(S) は暫定解より小さな値を与え得ない. (手順

3, (ii)). 

ペナルティの持つ式 (28) の性質を利用すれば，手順 3， (iii)を構成できる.

Civ) ゐ (S) +ρ (UJ) ~三日ならば， P(S, j) は暫定解より小さな値を持たず，終端できる.

ゐ (S) +p(vJ) ~z* ならば， P(S, -j) を終端できる.

Pk(S) を解くとき ， k を大きくするほど，上の (i) (ii) (iii) (iv) を得る可能性が大きくなり，

それだけ生成される部分問題の個数も少なくてすむが， Pk (S) の計算特聞が大きくなる.適当

な h を定めるのは難しい問題であって，実際の計算結果から決定しなければならないが， 12節の

計算実験では，与えられた e>O に対して

れ (S) -Zk-1(S) 
(33) 

Zk(S) 

を最初に満たす h で打ち切っている.つまり， 目標関数の値の変化ヵ:小さくなったところで，カ

ット生成を打ち切るという方針である.

8. 分枝限定法，手順 5 :分枝変数の決定

手順 5 の分校変数の決定法としては，ペナルティに基づく，次の基準によった.これは， UJ== 

o と VJ=O に囲定して得られる 2 個の部分問題の値の差を，なるべく大きくしようとするもので

ある.すなわち，

|ρ (UJo) -p(vJo) I =max {lp(uJ) -p(vJ) I JjEFs， 町内>O}

を満たす自由変数 UJ"VJo を分枝変数とする.分校限定法 (Branch and Bound Method) とい

う名称を最初に用いた Little らの Traveling Salesman 問題に関する論文[14] も，使用するパ

ラメータは異なるが，同様の方針によっている.

9. 分枝限定法，手順 2 :活性問題の選定

手JI国 2 の活性問題の選定法には，一般の分枝限定法に用いられている基準から判断して，次の

2 種が有力で、あろう.

( i ) 活性問題のうちで，最小の ι (S) を持つ部分問題 P(S) を選ぶ.

Cii) 最も新しく生成された問題を選ぶ.このとき，手順 5 においては， 2 倒の部分問題が同

時に得られるが，小さな値を持つほうを選ぶ.

( i )は実際に生成される部分問題の個数を少なく保つ傾向を持つ.しかし，記憶容量の点で問

題がある.一方 (ii) の方法は，生成される部分問題の個数は多くなるが，その生成方法が簡単で

あること，記憶容量をあまり必要としない，という点に特長を持つ. 10 節のアルゴリズムでは，

簡単のために， (ii) の方法を用いている.
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10. 分枝限定法に基づくアルゴリズム

以上をまとめて， CP 問題の分校限定法を基本とするアルゴリズムを構成すると，図 3 に書か

れるようなフローチャートを得る.図 3 の各部分はこれまでの説明から，容易に理解されるであ

ろう.ただし，図 3 では部分解S

を変数の固定11国序を示す目的にも

用いている.たとえば， 5= {-4, 

1, -2} は， まず V4 が O に固定

あるいは

Z. (5) ~ z・ 7

no 

(適封山山…k削ιにこ… ω 
の最適解は uTv=O の条i件牛
を l満両I是己する，

分枝変数叫"町。を選ぴ

(8. 参照 ) p(Uj.) 孟 p(町。)ならば

5: = !5, j. J. P (uJ.)> p ( 町。)ならば

5: =, !5 ， -j.1 と置く.

Backt rack : Sの下線

の付されていない最も
右の要素をとり，その

符号を逆転し，下線を

引く.その要素の右の

要素を除き.新しい S
を作る.このとき.下

線のない要素がなけれ

ば計算終了.暫定解が
最適解を与える (z・=∞
ならばp: 不能).

され，次に叫が O に，最後に， V2 

が O に固定されたことを示す.ま

た， 5 の要素に下線を付して 5

= {51> j , 52} (あるし、は 5= (51> 

-j, 52}) を5'= {51> -j} (あるい

は 5'= (5I> j}) ，または 5' から得

られたすべての末端部分問題が終

端されていることを示す目的に用

いる.たとえば， 5={-4，1， -2)

は部分解 5={-4， -1} (あるい

は， {-4，-1)から生成されたす

べての末端部分問題)が，終端さ

れていることを意味する.この方

法の正当性等については，たとえ

ば， Geoffrion [3] 等に詳しいの

で省略する.

図 3 CP 問題の分校限定法に基づくアルゴリズム

11. 分枝限定法による例題

10 節に述べた図 3 のアルゴリズムを用いて，具体的な例題を解いてみよう.

P; 目標関数 3x\ 十 U\ +2U2+V¥ +3V2 一→最小

拘束条件 x\ 十 3u\ +U2十円 +2V2~3

3x\ 十約十u2+2v\+V2~4

3uz ード V\ +3V2 二三 3

2u\+5uz +列二三4

u¥V¥ =0, U2V2二 O

Xl> Ul> U2 , vl> V2~0 

スラック変数 ω1 ， W2 ， ωS ， W4 を拘束条件の上の 4 式に対応させ， P のシンプレッグス・タプロ
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表 1 P(φ) の初期タフ守ロ を書くと，表 1 を得る(非基底変

1 x, u, U2 ー制U
V

V2 

3 1 2 

q
a

噌
i
A
U

の
ん

可
i
T
i
η
O
F
h
u

表 2 P(ゆ)の最終タプロ

1 

噌
i
n
4
1
4

句
i

ヮ
“

1
i
Q
d
n
v

1 x ， 却 Wa W2 V2 

z= I 則3 I 沼/13 山 mmf竺
卸4= I 7/13 I 18/13 12/13 21/13 -10/13 --77/13 

u, = I 4/13 r 1/13 5/13 -1/13 ー2/13 -5/13 

U2= I 6/13 I 8/13 1/13 5/13 -3/13 -14/13 

v,= I 21/13 I -24/13 -3/13 -2/13 9/13 3/13 

v 二1竺 M1ι」ケ!と-
表 3 P，(φ) の最終タプロ

1Z W4 wa S, V2 

z= I竺?三|竺… 1山 3/13 61/169 竺ι1
W ,= I 7/8 I -11/4 7/8 ー 7/4 35/26 7/2 

W2= I 7/4 I -3/2 -1/4 0 21/13 ー 7/2

u,= I 3/8 I ー 21/28 3/8 -3/4* 7/26 3/2 

U2= I 1/8 I 3/4 1/8 1/4 -7/26 0 

V , = I 21/8 I -63/28 -3/8 1/4 21/26 -3 

表 4 P(l) の最終タプロ

1 

z= I 13/4 

X1 w
4 

297/182 1/4 

-1 0 

-3/2 -1/4 

-1 1/2 

1/2 1/4 

-5/2 -1/4 

卸，= 0 

U I Sl v2 

75/169 3/2 

28/39 0 

2 1/13 ー 7/2

14/39 2 

7/39 -5/2 

35/39 -5 /2 

数に対応する行は，単位ベグトノレ

を含むだけであるので，省略して

ある).表 1 は，双対許容条件:

(α01> α仙…， αON) 二三 O は満足する

が，主許容条件: (α山α20，…，αMO)

二三 O は満足しない. したがって，

双対シンプレッグス法によって，

P(φ) の最適解を求めると 3 回

ピボット操作を加えて，表 2 を得

る.表 2 は解 (x1 ， Uh  U2' Vh V2) == 

(0, 4/13, 6/13, 21/13, 0) を表わし

ているが， P の拘束条件 U，V1=O

を満足しない.そこで， (18) にした

がって ， u ， 行， V ， 行から c-カッ

トを作ると，表 2 の SI 行を得る.

以後，再び双対シンプレッグス

法に基づき 2 回ピボット操作を

加え，表 3 を得る.表 3 は P，(φ)

の最適解 (XI> UI> U2 , VI> V2) = (0, 

3/8, 1/8, 21/8, 0) を与えるが，ま

だ， Pの条件 u， V， =o を満足しな

い.そこで，カットの生成を打ち

切り(実は， もう 1 度カットを加

えると ， P(φ) の最適解が得られ

るが)，分校限定法の手順にした

がって 6 節のペナルティを計算

する. (32)式からわかるように

3 3 ( 4¥3  
(34) p(u ,) = 一一・ー・(一一)=一

13 8¥ 3) 26 

27 21 ( 1¥189 
p(引)=一一一・ー. (一一)=←-

26 8 ¥ 3 )  208 

である.分枝変数の選定を， 8 節の方法にしたがって行な\"， p(u ,) <p(v ，) を考慮すると，図 3

のアルゴリズムにしたがって次に生成される部分問題は P(l) である.

u ， =O の下での最適解を得るには，表 3 の u ， をピポット操作によって，非基底解とし，その

後 u， 列を無視して，双対シンフ。レッグス法を適用すればよい.まず， (30)式を満たす，星印の
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要素がピボットとして選ばれ，ピボット操作の後，表 4 を得る (P(l) の定義からは，表 2 から

出発して得られる最適解を利用すべきであるが，カットが含まれているだけ，表 3 からのほうが

精度の高い結果を与える).表 4 は

(35) z=13/4 

(x]> U]> U2, V]> V2) = (0, 0, 1/4, 11/4, 0) 

を表わしこれは， Pの許容解である.したがって， (35) を暫定解として記憶する . z*=13/4. 

図 3 における，次のステップは Backtrack であって，部分問題 P(-l) が生成される.ところ

が， (34)式で求めたペナルティを用いると ， P(-1) の最適解の値 ZO (一1)は，

ZO (-1) 二三 Zt(φ)+ρ(Vt)

= 163/52 + 189/208 

>計二 13/4

である.したがって ， P(一1) から P の最適解を得る可能性はない.再び Backtrack を行なう

と，活性問題の存在しないことが示され，計算終了に至る.結局， (35) が Pの最適解である.

12. 計算結果

図 3 のアルゴリズムの能率を調べるために，し、くつかの計算を試みた.その計算結果を次に示

す.使用した問題は， 0-1 問題(全整数および混合整数)の代表的問題として，しばしば使用さ

λ
u
 

ρ
i
u、J

宜
伸

1

!

 

F

U

 

L
r
 

司

d
a

1

I

L

i

 

-

-

m

C

 

表 5 代表的な問題の計算結果(注参照)

2

2

2

2

2

2

6

 

。
ο

内
。
。
。
。
。
向
。
の

o
a
U

1

2

3

4

7

8

0

 ti
 

言十 算 結 果 (時間は秒)

分校限定法 切除平面法(g) 他のアルゴ
リズム

カずット用 カ ト使用 (f)
2m(c) し、 (e) ヅ

カト数ヴ 時間 時間 コンビ

量五問時問題革問時間 ュータ

7 6 6 0.1 5 0.1 8 0.4 

7 6 5 O. 1 1 O. 1 4 0.3 

7 6 5 O. 1 1 0.1 3 0.3 

7 6 5 O. 1 1 O. 1 5 0.3 

7 6 6 O. 1 4 O. 1 1.8(m) 7044 

7 6 5 0.1 1 0.1 3.0 7044 

18 16 7 0.8 1 0.5 10 1.9 3.6 7044 

題 I n(a) I m(b) 

Petersen R and 1 
D(¥) 2 

3 

4 

5 

Threshold GatesW I 
Network Design I 

Graph向 4 nodes 

5 nodes 

1;-I-~ I 25 I 十日I 7 I 4. ~.'I-----，----l-I 
:lJi;;|;;|2;i:::iJ iIJili 。::)lz;;::
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表 6 相補的変数の個数の効果(注参照)

T
A
η
G
q
o
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A

宮

F
U
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O
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0
n
v
n
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噌
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A

官

n
O
0
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n
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η
L
η
ο
η
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o
η
o
q
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a
u
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1.9 

2.3 

2.4 

3.7 

4.4 

7.0 

8.1 

10 
o
o
c
u
a

位
。
ム

n
u

ハ
u
n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
n
u

η
。
。

o
n
d
η
d
q
o
q
o
n
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注 (表 5 ，表 6 共通)

(a) 連続変数の個数((1 )式参照)

(b) 相補的変数の個数"
(c) 変数の総数"
(d) 拘束条件の個数，ただし， UTV=O , X, U, VミO は除く

( e) 図 3 のアルゴリズムで k=O と置いたもの

れ(S)-Zk_t(S)
(f) カットは一一一一一一ー一一 >0.001 ならば生成される

ゐ(S)

(g) C-カットのみによる切除平面法 (5. 参照)

( h ) Haldi [7] の Fixed Charge 問題

( i) Petersen [17] の R and D 選択問題

( j) Muroga-Ibaraki [16] の Threshold Gates による論理

回路設計問題

( k ) Trauth-Woolsey [18] によるグラフに関する問題

( 1 ) 分校限定法において実際にテストされた部分問題の個数
(m) Geo妊rion [4] の計算結果

( n ) Trauth-Woolsey [18] の計算結果. ILP 2-2 使用

(口) この問題は丸め誤差のため収束せず

(P) アルゴリズムは分枝限定法.カット使用せず

れているものを， (7)にしたが

って変換して用いた. 2 節に示

したように， CP 問題は， 0-1 問

題だけでなく，より広い範囲の

問題を含むが，既存のアルゴリ

ズムとの比較を行なうために，

0-1 問題を利用したものであ

る.

使用コンピュータは，京都大

学大型計算機センターの FAじ

OM  230/60，コードは FORT

RAN によった.

表 5 は，各問題に対する代表

的結果を示したものであって，

整数計画アルゴリズムの代表的

な結果も，あわせて記している.

使用したアルゴリズムは， (i) 

図 3 の分校限定法に基づくアル

ゴリズムにおいて ， k=O に画

定(つまり，カットを併用せず〉

したもの， (ii)C カットを

tk(S) -Zk-t(S) 
三三 0.001

Zk(S) 

が満足されるまで生成し，得られた Pた (S) の結果を用いるもの， (iii) 切除平面法 (5 節参照)

のみ，の 3 種である.切除平面法のみの場合は，収束速度，丸め誤差の影響等で，大きな問題に

は適用できなかった.もちろん，注意深くプログラムすれば，もう少し大きな問題に適用できる

と思われるが，いずれにしても，計算速度は，分校限定法に劣るようである.

表 5 の結果は， 0-1 問題を， CP 問題として解いても， 0-1 問題のアルゴリズムに比し，決し

て遜色のないことを示していると思われる.

表 6 は， Petersen [17] の R and D 選択問題 2 を用いて，相補的変数の個数の効果を調べた

ものである.すなわち， 20個の変数のうち，それぞれ， 2， 4 ， 6，…， 20 個を，

vJ=1-uJ 

UjVj=O 

の条件を入れることによって，相補的変数とし，得られた問題を，カットを用いない (k=O) 分

枝限定法によって解いた.各行とも ， (m=20 を除いて)，ランダムに相補的変数を選ぶことによ
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って得られた問題 2 個の平均である.表 6 の結果では，計算時聞は相補的変数の個数 m ととも

に指数関数的に増大するようである.

むすび

本論文では，相補的プログラミングとし、う概念を導入し，その応用，およびアルゴリズムにつ

いて議論した.ここで提案した分枝限定法アルゴリズムの能率は， 0-1 問題等では，既存の整数

計画アルゴリズムに遜色ないものの，実用的見地からは，まだ，今後の改良が望まれる.また，

この種の問題の性質の理論的研究も興味ある分野である.この意味で，相補的プログラミング問

題にある種の双対定理の成立することを示した[l1Jを恋げておく.

おわりに， 日頃，京都大学三根久教授にご指導いただいており，この論文に関しても有益なご

助言をいただいたことを申 L添え，謝意、を示したい.
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