
経営科学(日本オペレーションズ・リサーチ学会邦文機関誌) 第四巻 第 8 号(1971年 9 月)

間欠的に使用きれるシステムに関する考察T

尾 崎俊

1.序論

、þ、*
イ口

多くのシステムは稼動，修理を繰り返しながら進展してゆくと考えられる.ここで，修理とは

いわゆる修理，あるいは予防保全による修理，さらに休止なども修理と考えてよい.一方，この

システムを使う側から考えれば，使用するとき，このシステムが稼動の状態にあればよいが，も

しシステムが修理の状態にあれば，その使用に応えることができない.さらに，使用するとき，

システムが稼動の状態にあったとしても，その使用期間中にシステムが修理の状態になれば，や

はり使用に応えることができない. Gaver [2J は一般にこのようなシステムに対して disap.

pointment time なる概念を導入した.すなわち， disappointment time とは， I使用期間中に

システムが修理の状態となるか，あるいはシステムが修理中に使用が起こるか，どちらか最初に

起こるまでの時間」と定義した.

Gaver [2J は時刻 t=O でシステムが稼動の状態から始まり，しかも使用が起こらないという

初期条件のもとで， disappointment time の分布の Laplace.Stieltjes (LS) 変換およびその平

均時聞を求めた. このようなシステムを「間欠的に使用されるシステム J (intermittently used 

system) とよぶ. ここでは信頼性の用語を用いて， このモデルを説明したが， このモデルは交

通の問題，スケジューリングの問題，その他いろいろな分野に共通に表われるモデルである

(Gaver[2J参照).

この論文では 2 つのモデ、/レについて議論する.第 l のモデルは福田[lJ の一般化である.福田

[lJ は使用に関して delay の概念を導入した.本論文では，使用のおこる時間間隔の分布を a(t)

= 1-exp( -Àt) なる指数分布に従うとし，他はすべて一般分布であると仮定して議論を進める.

一方，福田 [lJ の場合は，

CI) (M, G) , MjGj1(N) 

(]I) (G, G) , MjMj1(N) 

を扱っている(ここで， (M, G) は稼動の分布が指数分布で，修理の分布が一般分布であり，使

用の規準が MjGj1(N) であることを表わす. (ll) についても同様である).つまり，本論文は

その一般化として，

t 1970年 6 月 26 日受理， 1970年10月 12 日再受理.
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(G， Gヲ ， M/G/1(N) 

の場合を議論する.
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第 2 のモデルは同様に稼動，修理のサイグルを繰り返すようなモテ事ルを考えるが，使用のかわ

りに打撃を受けるようなモデルを議論する.

以上 2 つのモデルに対して， disappointment time になるまでの時間分布の LS 変換およびそ

の平均時聞をマルコフ再生過程を用いて解析する.また，マルコフ再生過程とシグナルフローグ

ラフの関係 [3 ， 4J も同様に解析に用いる.さらに，稼動の時間分布が特別な場合について詳細に

議論する.

2. 間欠的に使用されるモデル

2・1 モデルの設定および解析

このモデルの各時間分布をつぎのように仮定する.稼動時間は任意の分布 Fj(t) に従うとす

る.修理時間も任意の分布 Fz(t) に従うとする.稼動から修理，修理完了から稼動の各切換え時

間は瞬間的であるとする.このシステムの稼動および修理の時間分布はつねにそれぞれ Fj(t) お

よび Fz(t) に従うと仮定する.すなわち，各時間分布は Fj(t) および Fz(t) が繰り返し現われる

と仮定する.つぎに，使用の基準について考えよう.使用の起こる時間間隔の分布は指数分布

α(t) = 1-exp( -Àt) に従うと仮定する.その使用の保持時間の長さは任意の分布 ß(t) に従うと

仮定する.使用中も含めて，待ち行列の長さは N(N?:. l) とする.すなわち，使用の規準は待ち

行列で用いられる Kendall の記号に従えば， M/G/1(N) となる.ここで考えているすべての確

率変数は非負で，しかも互いに独立であるとする.

、以下の解析のため，つぎの記号を定義する.

(1) 1/λj== ~~tdFj(t) 

(2 ) 山=~~岬(t)

( 3 ) Fj*(s) = ~~ e-BtdFj(t) 

(4) F2*(s) = ~~円dF2 (t)

( 5) *゚(s) =~:円dß(t)

すなわち， 1/んは平均稼動時間， 1/μ は平均使用保持時間， Fjキ (s) ， F2*(s) ， および伊(s) は

それぞれ Fj(t) ， F2 (t) ， および ß(t) の LS 変換を表わす.また， Laplace (L) 変換を用いると

きもあるので注意しておく.

このモデルにおいて，時刻 t=O でシステムは稼動を始め，同時に使用は起こっていないと仮

定する.そのとき， disappointment time について議論しよう.このモデルを解析するために，

つぎの 3 つの状態を定義する.
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状態 S2 : disappointment となる.

このモデルのシグナルフローグラフ(状態推移図)

は図 1 のようになる.各プランチゲインを求めよう.

状態 So からの推移を考えよう.状態ぬから状態 SI

へのプラ γチゲインはつぎのように考えればよい.

時刻 t=O でシステムが稼動を始め， (t , t+dt) で初

めて故障する確率は dFl (t) となる.時刻 t=O で使用

されていないとき，時刻 t で使用されていない確率を

Poo (t) としよう.状態 SI へ推移する場合は，時刻 t で使用されていない場合であるから，
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So 

Sl 

図 1 間欠的に使用されるシステムのシ

グナルフローグラフ
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状態 So :システムは稼動を始め，そのとき使用は起

こっていない.

状態 SI :システムは修理を始め，そのとき使用は起

こっていない.

S2 

(6)ω 

となる. di凶sa叩ppoωin凶1此tmen川1tとなる場合は，時刻 t で使用されている場合であるから ， Poo(t)=1-

Poo(t) と定義すれば，状態 So から状態 S2 へのプランチゲインは，

(7) 似供~:円九。ω

となる.

つぎに，状態れからの推移を考えよう.時刻 t=O でシステムが修理を始めたとき ， (t , t+dt) 

で修理の終わる確率は dF2 (t) となる.時刻 t までに使用の起こらない確率は e-)I となるから，

状態れから状態 So へのプランチゲインは，

ro。

(8) qlO(S) = ~o e-"e-)tdF2(t) =F2*(S+ﾀ.) 

となる. disappointment となるのは，修理が完了しないうちに使用が起こる場合であるから，

状態むから状態 S2 へのブランチゲインは，

r~ A 

(9) Mhjoe-etF2(t)Ae-Mdt=7ヤー[1-F2*(s十 ).)J

となる.ここで， F2(t)=1-F2 (のである.

したがって，図 1 のグラフのすべてのプラソチゲインを求めたから，図 1 において状態 SO をソ

ース，状態 S2 をシンクとして， Mason の公式を用いてシステムゲイ γを求めれば，

_!J~~S) 十 QOl(S)Ql2(S) 
(10) ~o(s) 一一 ←ー

l-Q01(S)QlO(S) 

となる.この ~O(S) は時刻 t=O で状態 So を出発したとき，初めて disappointment となるまで

の時間分布の LS 変換を表わす.さらに，初めて disappointment となるまでの平均時聞は，
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となる.マルコフ再生過程とシグナルフローグラフの関係については， Osaki [3 ， 4J を参照され

Tこ L 、.

2 ・ 2 特別な場合-1

一般の待ち行列系 M/G/l(N) に対して ， Poo(t) がわかれば，直ちに伊o(s) および To を求め

ることができる.しかし，一般のNに対する解析的に美しい結果は存在しない.M川1/1(N) に

対しては複雑ではあるが， Poo(t) の解析結果は存在する(たとえば， Tak當s [6J 参照).

そこで，以下では ， N=l および N→∞の場合について議論しよう.

N=l とすれば， Poo(t) は，

(12) Poo(t) =玩(t) * [l-a(t) * ß(t)JC-Il ・

となる . tこだし， 川土たたみこみを表わし， ã(t)=l-a(t) および，
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と定義し ， [a(t) ホ ß(t)JC・ =1 (ステップ関数)， [a(t) 水 ß(t)Jn*=[a(t) *゚(t)J * [a(t) *゚(t)]<n-I)* 

(n?: 1) と定義する.とくに， (゚t) =1ーはp(一戸)とすれば，このモデルは Gaver [2J の求め

たものと一致する.

N→∞の場合を考えよう.待ち行列系 M/G/1(∞)に対しては Takács [6J が Poo(t) を与え

ている. [6, p.65 , Theorem 7]. Tak當s [6J は Poo(t) の満たすべき積分方程式および Poo(t)

の L 変換を与えている . Poo(t) の L 変換は，

(14) ¥_ e-"Poo(t) d. 一一 1 一一一Jo t-s十え -).r(s)

となる.ここで， r(s) は z の方程式，

(15) z=゚*(s+).(l-z)) 

の最小の絶対値をもっ根である.ここでは， busy period が無限大となる場合をさけるため， )./ρ 

>1 と仮定する.

とくに， F1 (t)=1-exp(ーんのとすれば，

(16) qOI (s) 一一一一 ).1
s十λ十 ).-).r(s+).I)

仇2(S) =元元一百五干出店10(17) 

となるから，

(18) 
).ls[(À 1 -).)F2*(s十À)-s-ÀJ

少。 (s) 一一一一+←一一一一
s十九 (s十 À)(s十λI)[S十 ÀI 十 À-λr(s+ん)-ÀIF♂ (s十λ)J

ん +(À- À.1)F♂ (À.)
T。一+- ﾀI I ).[ﾀ1 +À-Àr(λ1) -ﾀ1F2*(ﾀ)J 

ここで， r(s) は z の方程式同の最小の絶対値をもっ根である.

(19) 

となる.

さらに ， (゚t)=l-exp (-flt) とすれば，

(20) r(s)=ム日十flーゾ CS+À+fl)2_4Àfl)
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となる.
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N→∞で F1 (t)=1- exp (-À1 t) と仮定したときのモテ事ルはすで、に福田 [lJ によって解析され

ている.福田はより強い仮定のもとで細かし、ところまで求めている.一方，ここで用いたマルコ

フ再生過程によれば， Poo(t) を待ち行列系 M/G/1(∞〕の結果を用いて，これより qOl(S) ， qOZ(S) 

を求めて，簡単に\Oo(s) なる disappointment time までの時間分布の LS 変換を見いだせる.

2・ 3 特別な場合-JI

つぎに ， F1 (t) が k ステージのアーラン分布，すなわち，

(21) 
kﾀ1 (kﾀ1t )k- 1 eーが 1 1

dF1(t)= 一一一一一- dt 
(k-l)! 

の場合について議論しよう.

待ち行列系 M/G/1(l)の場合には， Poo(t) の L 変換は，

(22) 

r" ﾀ 1 , 

~~e-' じ s+ÀJ / s tPoo(t)dt 
l- P(s)-s十えーÀß*(s)

s+ﾀ 

となる.待ち行列系 M/G/1(∞)の場合には， Poo(t) の L 変換は(凶のようになる.したがって，

M/G/l(l)の場合には，凶の r(s) が ß*(s) と一致すると考えればよい.以下では， M/G/l(l) 

および M/G/1(∞)の 2 つのモデルに対して，共通に Poo(t) の L 変換は， (ゆで与えられるとす

る.

Poo(t) の L 変換を用いて，

月∞ F∞
(23) (一 1)k8~k-l ~o e 叩oo(t)dt= ~o tk-le-8IPoo(t)dt 

となることに注意すれば，

「∞ kÀ1 (kﾀ1t) k-1e-k'11 
(24) QOl(S) = '-e-.tPoo(t) ....".~.~../ ,,; dt 

Jo~ -'OOVJ (k-l)! 

(kﾀ1)k r �k-1 I ¥1 
=( -1)ト1一一一一|一一丁(一一一一一一一) I 

(k-1)!Lôsk ー \ s+À えr(s) ) J ，→s+れ 1

を得る.ここで， [Js→けれ1 は， [J 内の s のかわりに 5十以l に置き換えることを意味する. 同

様に，

( kﾀ1 ¥ . ( "k-l (kﾀ1)k r ﾔk-1 ( 1¥1  
(25) qoz(s) = (一一一)ー(ーが 一一一， :;.b-l ( • I , .1 '_1'., 1 , 

\5十 kÀ1 J (k-1)!L ôsk-1 \S十 ，1.-，1.r(s) } J,• ,+k'l 

を得る.他の ql0(S) および qI2(S) はすでにそれぞれ (8) および (9) に与えてあるから ， \Oo(s) お

よびれを計算することができる.

3. 打撃を受けつつ間欠的に使用されるモデル

8 ・1 モデルの設定および解析

この節では，システムは常に打撃を受けると仮定する.ここで，打撃とはシステムに加えられ

る電気的あるいは機械的ストレスなどを考えればよい.ここで考えるシステムは打撃に対して，
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もし 1 稼動期間中に k 回以下の打撃を受けてもシステムダウンにはならないが， k+1回以上の打

撃を受ければシステムダウンになると仮定する.また，システムの修理期間中は 1 回の打撃に対

してもシステムダウンになるとする.そのとき 1 稼動期間中に k+1 回以上の打撃を受けるか，

あるいは修理期間中に打撃を受けるか，どちらか初めて起こるまでの時間について研究する.

このモデルは信頼性の l つのモテ。ルで、あるが，とくに信頼性物理 [5J のモデルと考えられる.

さらに，システム解析の道具として他の分野でも適用可能である.ここて、は，打撃という言葉を

片j \，、たが，たとえば在庫理論では打撃を需要に置き換えればつの在庫モデルとなる.

このモデルの稼動および修理時間については，まえのモデルと同じであるとする.つぎに，打

撃はまったくランダムに起こると仮定する.すなわち，打撃の到着時間間隔はパラメータ A の指

数分布にしたがい，時間区間 (0， t) で h 回打撃の起こる確率は，パラメータ J.t のポアソン分布に

なることは明らかである.

このモデルを解析するため，つぎの状態を定義する.

状態 So :システムは稼動を始める.

状態 SI システムは故障して，修理を始める.

状態 S2 システムダウンになる.すなわち 1 稼動期間中に k十 1 回以上の打撃を受けるか，

あるいは修理期間中に打撃を受けるか，どちらか初めて起こる.

このモデルのシグナルフローグラフは図 1 と同じである.また，システムダウンというのは状

態 S2 の意味であって，このシステムの故障の意味ではない.

各状態間の 1 ステップの推移時間分布の LS 変換 qjj(S) を求めよう.打撃の生起がポアソン分

布にあることに注意すれば，各 %(S) は，

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

~ r∞ -.1 (J.t)ne-" 
q山

似S)=\∞e- st [l-Fl (t)J d( 2': ρ旦~?")= \∞円[l-Fl (t)J主主生三dt
Jo\n~+I~ n!) Jo' L. • ""/.J k 

伽ω(ω5ο)= ~~e-戸山.，いe戸-吋A訂明叫t引M仏2(t) =F九吋削E♂汽*ベ(S叶川+J.わ) 

ω 

=元y[1-F2*(川)J

となる.ここで， F2刊のは F2 (t) の LS 変換を表わす.

各 qjj(S) を求めたから，時刻 t=O で状態 So を出発して，初めてシステムダウンになるまでの

時間分布の LS 変換 \OO(S) は，

(30) 
q02(S) +qOl (S)qI2(S) 

900)--1二瓦(.5)-.函(り

となる.また，その平均時聞は，

(31) 
1fEo+qol(O)[1-FF(え)J/J.

0- 1-qOl (O)qlO(O) 
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ここでvとなる.

(32) ÇO=-[今月→。-[年札。
とする. 2 次以上のモーメントについても， ~O(s) より直ちに求められる.

8・ 2 qij(s) の計算

F1(t) の LS 変換を，

。3) Fl*(S) =~: e-'ldF1 (t) 

とすれば，

(34) 
I dnF1*(s) 1 _1∞ ( -1戸|--77ー=\. e-均一lltndF1(t) 
L as" j ，→s+λJU 

となるカミら，

~ I∞ ， (ﾀt)n 
(35) 似s) =n~o~。円t吋ヲ，dF1(t)

~ / ,'\. ﾃn I dnFグ (s)l
=E。(一 1) nす|-Z7J →s+ l

によって計算できる.同様に，

(36) 似s) =~: e-at [1-F1川

=←1)キ[会件ヂ立}l->S+ l
によって計算できる.

たとえば， F1(t) は r 次のアーラン分布にしたがうとすれば，

(37) 川)=(合r
となる.したがって，

(38) n dnF1*(s) _ r(r+1) ・・・・ (r十n- 1) ( r官 γ+n ( -1)一一一一一一 (-{.~-) 
dsn (rα)n \ s+rα/ 

となるから，

(39) qOl(S)=ÊO(す)ぺ勺-l)ktJ)
山

となる.同様に，

(40) 州)=(ーム)k+
l ー nto (r+~二~-1)(会y-n(合)け1htJ-n

となる.したがって ， F1(t) がアーラ γ分布の場合には，倒および帥を用いて直ちに計算できる.

4. 結論

この論文では 2 つの間欠的に使用されるモデルについて議論した.ここで用いたマルコフ再

生過程による方法は，システムの挙動を明確に把握することができ，とくに delay のあるモデル
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では待ち行列系 M/G/1 の結果を利用することができるので，計算はたいへん簡単で、ある.

第 l のモデルについては，福田[1]は 2 つのモデルについて研究したが，それらの 2 つのモデ

ルは本質的には同じものである.すなわち，システムの稼動，修理の始まる瞬間を着目するか，

あるいは使用の始まる瞬間，使用が終わった直後の瞬間を着目するかのちがし、である.そのちが

いは待ち行列系でいえば，サーバーの立場から見るか，あるいは客の立場から見るかのちヵ:いで

ある.

第 2 のモデルは使用のかわりに打撃を受ける場合である.このモデルに対しても，同様にマル

コフ再生過程を用いて解析できた.
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