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整数計画法の最近の進歩T

成 久 洋 之*

1.はじめに

1958 年に Gomory が線形計画問題に対する整数解法としての切除平面法[37J[38Jを提案し，

整数計画法としての代数的取扱いの可能性を実証した.以後，整数計画法が数理計画法の一手法

として確立されるに至った.計画問題が社会・経済上の運用等に関する実際問題を取り扱う場合，

離散量として取り扱われる場合がかなり多い.その意味で整数計画法確立の要望は強く，切除平

面法提案以降，種々の手法が研究開発されており，今日において漸次実用化の兆を示している.

一般に整数計画問題は，つぎのように表わされる.

(1) minf(x, y) , g(x， y) ミ 0 ，

x， y~O， x; 整数ベクトル

となるような x， y を求めよ.

式(1)において ， x と U とが双方同時に存在するとき混合整数計画問題と呼び， x のみが存在す

るとき純粋整数計画問題と呼ぶ. f(x， y) と g(x， y) の関数形が双方とも線形のとき整数線形計

画問題と呼び，一方が非線形のとき整数非線形計画問題と呼ぶ.さらに， x の要素がすべて O か

1 かからなっているとき (0- 1)変数計画問題と呼ぶ.

整数計画問題に対してはその実行可能領域が凸領域でもなければ凹領域でもないがため，従来

の最適化手法がそのまま使えないので，一般的解法の確立が困難視されていた.そこで，整数計

画問題を解く場合，あくまでも凸領域内での最適化をはかるか，あるいは与えられた領域内で試

行錯誤的に最適整数解を求めるかのいずれかの方法が考えられるわけである.前者が代数的解法

であり，後者が非代数的解法である.

整数計画問題としては，巡回販売員問題，ナップザック問題，紙の切断問題，工場設置問題，

機械の順序割当問題，搭乗員問題，配船問題，論理設計の問題，符号設計問題，最小被覆問題，

電力系統問題，貨車割当問題，配車問題等があり，分割不可能な量を取り扱う計画問題はすべて

この種の問題として考えられている.

t 1971年 7 月 16 日受理.
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2. 代数的解法

切除平面法は 1958年に Gomory により提案され，整数計画問題が代数的に取り扱いうる可能

性を実証した. この代数的解法のなかには双対切除平面法， 主切除平面法，群論的手法，分割法

等があり， さらに双対切除平面法には，分数的切除平面法と全整数的切除平面法とがある.

2・1 双対切除平面法[38J[39J 

純粋整数計画問題 CPure integer programming problems) として， つぎの整数線形計画問題

を考えよう.

n n 

(2) max L: aoj Xj, L: aij Xj;壬 aiO ， i=1 ， ・・・・ ， m
}=1 j=1 

Xjミ 0 ， j=1 ， ・・・・ ， n

となる整数 Xj (j =1 ， ・・・・，めを求めよ.

ここで，非負の調整変数品村を導入して双体単体表形式にまとめると， (2)の問題はつぎのよ

うになる.

'‘ ( 3 ) max xo=aoo+ L: aOj( -Xj) , Xj~三 0 ， j=1 ， ・・・・ ， n

" Xn+i=aiO十L: aij( -xJ 孟0， i=1 ， ・・・・ ， m
j=1 

となる整数 Xj (j=0 ， 1 ，ー-・ ， n 十 m) を求めよ.

(3)の問題における条件式の両辺を À(>O) で割ると

" (4) Xn+ ;jÀ十三 rij 勾/À

= {[aiO/えJ+ L: [aij/ﾀJ( -Xj)}+ η。/À

となる. ただし， O~rii ， rioくA であり， [ ]はガウス記号を表わす.

式(引の右辺の{ }のなかは整数であり， しかも左辺が非負で， r;o/À<1 となることから， { } 

のなかは非負となってつぎの式をうる.

( 5 ) X' n+i = [aiO/λJ+ L: [aij/ÀJ(-Xj) 這O

この式を切除平面白ut) という.

式(3)の問題を双対単体法で解く場合，向。<0 となる i 行に対し，式(5)で表わされる行より軸要

素を選び，その値が常に 1 となるように A を適当に決定するならば，最初に与えられた問題の定

数および係数がすべて整数であると仮定すると，軸操作後も常に整数となる. つまり，双対単体

表の各要素は常に整数に保持される. したがって， このような操作を繰り返すことにより，最終

的にすべての i に対して aiOと 0 となれば最適整数解が求められたことになる. この方法は， 双

対実行可能性と整数条件とを常に満足させながら主実行可能解 (primal feasible soIution) を求

めるもので，全整数的切除平面法 (AII integer aIgorithm for cutting plane method) と呼ば
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れ， 1960年に Gomory により提案されたものである.

式(めで与えられる問題を解く場合に， まず整数条件のないものを双対単体法で解き ， aOj~O ， 

aiOミ o (j =l ， ・・・・ ， n i=l ， ・・・・ ， m) となったと仮定する. つまり， 普通の線形計画問題の最適

解が得られた状態に達しているものと仮定する. ここで aiO がすべて整数となっておれば最適整

数解が求まったことになるわけで， たまたまこの状態になってしまえば， なんら整数解を求める

ための操作は不必要となっている. しかしながら，一般的には非整数なので，この段階では aiO が

非整数であると仮定すると，式(3)の条件式より

鈎

Xn+i=[aioJ+nO+ L: aij(-Xj) + 互 rjj(ー幻〉

となり， これを変形すると， つぎの式をうる.

n n 
( 6 ) Xn+i-riO+ L: rijXj= [aioJ + L: [ajjJ(-Xj) 

上式の右辺は整数であり， O~三 riO rjj<l であるから左辺は非負である.

(7) 
n 

Xn+i-riO十L: rij Xij;三 0
j=l 

であり Xn+i は非負の整数であるとすると，切除平面として次式をうる.

( 8 ) 
n 

X~+i= -no+ L: rjj ・Xj'ミ0
j=l 

したがって，

この切除平面を，整数条件のない問題の最適解が求められた段階で付加して双対単体法を適用

し，整数解が求められたかどうかを調べ，整数解でない場合には， 同じことを繰り返して最終的

に最適整数解を求めようとするものである. この方法は，各繰返し段階で整数条件が常に満足さ

れてはなくて，最終的に最適整数解が求められるまでは双対単体表での各要素は分数で表わされ

ているので， 分数的切除平面法 (Fractional algorithm for cutting plane method) と呼ばれ，

1958年に Gomory により提案されたものである. つまり，切除平面法の考え方はこの分数的解

法に始まったわけであり，最終的に最適整数解を求めるのなら， まず整数制限のない線形計画問

題の最適解を求めるとし、う操作は非効率ではなし、かとし、う考えにもとづいて， 1960年に全整数的

解法が考案されたわけである. しカミし Tεヵ:ら， この分数的切除平面法の考え方は整数計画問題を

代数的に取り扱ううえにおいて，そのいとぐちを与えた点に重要な意義が認められていることは

すでtこ述べたとおりである.

全整数的切除平面法の考え方は，混合整数計画問題[40Jにも適用できることが同じく 1960年に

Gomory により示された. また同年に， KellY[54J は非線形計画問題にもこの切除平面法が適用

できることを発表し， 1963年には Witzgal and Christoph[93J は純粋整数計画法として，双曲面

条件式をもっ整数非線形計画法を切除平面法の拡張手法として提案している. さらに， 1963年に

Martine [64J の Accelerated Algorithm , 1966年には Glover [66J の Generalized Cuts, 1967 

年には Wilson [66J の Stronger Cuts , 1969年には三根・成久 [68J の Diophantine Algorithm , 

Balas [7J の Intersection Cuts 等が種々提案されており，いずれも，根本的には Gomory の切
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除平面法の拡張ともみることができる.

2・2 主切除平商法[34J[94J 

成久洋之

双対切除平面法は，双対単体法を用いるために，最終的に最適解が求まるまでは主実行可能解

が得られないという欠点があった.このことは現実的にはかなり不便なことである.この難点を

克服するために， Young [94J は 1965年に主切除平面法 (Primal algorithm for cutting plane 

method) を提案した.つまり，主実行可能性 (primal feasibility) を保持しながら整数最適解

を求めようとするものである.この考え方は Young 以前にも， Gomory, Ben-Israel, Charnes 

らにより着目されてはいたが，解法として確立されるまでには至らなかった.

この主切除平面法は， Gomory の双対切除平面法における全整数的解法と同様に，整数条件を

常に満足させながら最適整数解を求めようとするものである.まず，つぎの整数計画問題を考え

てみよう.

n 

(9) max Xoニ aoo- I: ao j, Xk~O， k=l ， ・・・・ ， n
J=m十1

n 

Xi+ I: aijXj=aio , i=l , _.. ., m 
j=m+l 

となる整数 Xj (j =l ， _...， π〕を求めよ. ただし ， ai j, i=O , 1，・・・・ ， m; }=0 ， 1 ，・・・・ ， n は整数と

し aiO~O とする.上の問題に対し， αs が軸列， v が軸行として選ばれ， ai ，>O であるすべての

i 行に対し伽o/av， 豆 aiO/aげとなっていると仮定する.いまり行より Gomory の切除平面を生成

する.すなわち，

(10) ど=[曲。/2J+ I: [伽j/勾 (-Xj) 
jfJ 

ただし ， J は(9)の問題における非基底変数の添字集合とする.またどは新しい調整変数とし，

2>0 とする.式闘において， 2= 白5 とすると

(11) [ω。/av，J/印刷/ω，J=[伽0/av ， J 壬 avo/avs 

となるから，式ω)を軸行とする場合，式(9)の問題に対する主実行可能性は保持される.さらに，

印刷/a~，J =1 であることから，軸操作によっても整数条件は常に保持される. この操作を繰り返

すことにより，最適整数解を求めようとするものである.しかしながら，このままではアルゴリ

ズムの有限性は保証されない.というのは，式(10)の切除平面における定数項が O となることもあ

りうるわけで，その場合には解の改善をそれ以上続行できなくなる.そこで，式(9)の問題をつぎ

のように変形してみよう.

匁

(12) max Xo= aoo-I: aoj Xj 
j=m+l 

n 

Xi+ I: aijXj=aio , i=l ， ・・・・ ， m
j==m+l 

Xj-Xj=O , j=m十 1 ，・・・・ ， n

Xk 迄 0 ， k=l ， ・・・ , n 

となる整数 Xj (j =l ， ・・・・，めを求めよ.
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この問題に対して，非基底変数の和の上限を考え

(13) XL十:E Xj=aLO 
jfJ 

139 

となる条件式を付加する.ただし ， aLo は十分大きな整数とする.軸列 αs 選択基準としては

(14) rj= {aOj/aL j, aU/aLj， ・・・・ ， amj/aLj} 

のなかで， aL,>O, r ,=rj, jeJ となる U， を選ぶ.ただし， r，∞rj における記号∞は辞書的順

序(lexicographical order) の大小を示す.また切除平面式生成行としては

(15) vω={ilo~立aiO/ai，J 三ミム=min (aiO/ ai')} 

のなかから適当な方法で選びだし，切除平面式

(1 6) ど=[avo/ av,J + :E [ωj/伽，J(-Xj)
jlJ 

を生成し，これを軸行として軸操作をおこなう.

2.3 群論的手法[4 1][65J [86J [87J [92J 

群論的手法 (Group theoretic algorithm) は， 1965年に Gomory により提案された丸め手法

(rounding algorithm) [41J を中心とした基本的考え方で、ある.すなわち，与えられた線形計画

問題の係数行列において，その要素の小数部分からなる行列の各列が，右辺の定数項列の小数部

分からなる列を含む加法演算を考えると，群構造をなしている特質を利用して動的計画法で解こ

うとするものである.

つぎの整数計画問題を考えてみよう.

(17) min CX, Ax  11 b, Xミ0

となる整数ベグトノレ x を求めよ.

この問題の整数条件を無視した線形計画問題につき考えて，基底行列を B， 非基底行列をNと

して，それらに対応して c をむと CN とに分割， X を XB と XN とに分割すると

min(CBXB+CNXN) , BXB+NxN=b, XB ， XN~O 

となる XB， XN を求めることになり，式帥の問題はつぎのようになる.

(18) min {cBB-1b+(CN-CBB-1N)XN} , 

XB=B-1b-B-1NxN, XB ， XN孟0

となるような整数ベクトル XB， XN を求めよ.

ここで，もし

(19) B- 1bミ0 ， CN-CB B-1 N孟O

であれば， xB=B-1b が整数条件のない線形計画問題の最適解となる.そこでいま線形計画問題

を解いて式(19)が成立しているものと仮定する.さらに，つぎのような記号を考える.

B-1b=ao, B-1N=(a1o ・・・・ ， an ) ， cBB-1b= 1;0 , 

CN-cBB-1N= (1;10 • • • ., 輜) 

上の記号を使って式(18)の問題を表わすと

n 

(20) min (1;0+ :E I;jxj) , xB=ao:E ajXj, XBミO， zjミ 0 ， j=1 ， ・・・・， η
;=1 ;=1 
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ただし ， aoミ0， çj:孟0 ，となる整数ベクトル XB と整数 Xj(j= l， ・‘・・，めを求めることになる.

;=1 ，・・・・， η

式帥において， XB の要素はすべて整数とならねばならないから， α。 -L: aj Xj三o (mod 1) 

つぎのようになる.となり，式(幼を書きかえると，

n 

min L: çjxj, L: 緞 Xj 三三 ão (mod 1) , L: ajXj;;;'aO 
1=~ J=~ )=1 

(21) 

ただし， ao~O，めは aj の要素の小数部分からなる列

まず L: aj Xj;;;'ao を無視した問題につき考え，

となる整数 Xj (J=l ， ・・・・ ， n) を求めよ.

さて，式(幼の問題を解く場合，ベクトルとする.

つぎの ÇÐ，(めを定義しよう.

伊， (ã)= min {L: çjXjlãjXj三ã (mod 1), 綟H} (22) 

ただし ， H={L: ãjXj} とする.このHは有限群を構成し，その要素の数はたかだか d(=detB)

個であることが知られている.式仰より

、
、
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=min{ÇÐ'_l(ã) ，伊'-1 (ã-ã,x ,) +ç,x ,} 

ただし， x， =O， l ， ・・・・ ， d-1 とする.となる.

一方， ÇÐ， (ã-ã，) については，

ÇÐ,(ã-ã,) =min {約一1 (ã-ã,), ÇÐ'_l(ã-ã,-ã, x ,) +乙 X，}
x, 

となり，伊，(ã-ã，) 十乙=min {ÇÐ'_l(ã-ã, ぉ) +ç, x ,} 
x, 

a， (ã) はつぎのように表わせる.となるので，

タ，(ã)=min {伊， _l(ã) ， 伊， (ã-ã，)+乙)

ここで，タo(ã)=O， 科(0)=0 として動的計画法で解き最終的に ÇÐn (ão)を求め ， ao~ L: αjXj で

あれば，そのときの勺(j=l ， ・・・・，めが最適整数解を与えることになる.この方法が Gomory の

(23) 

この手法は切除平面法の idea と Gilmore [28J の提案したナップザッグの問題解丸め法である.

Glover, Shapiro 

Gomory また代数的理論の発展させたものとして，

Mine and Narihisa [65J , 

[86J [87J [88J らがそれぞれ発展させており，

[42J は， 1967年に Faces of an integer polyhedron なる論文を発表し，

さらに White [92J , 法とを結合した手法であり，

一般的解釈を与えてい

る.

分割法[l1J2 ・ 4

1962年に Benders は，混合整数計画問題 (Mixed integer programming problems) を解く

この方法は与えられた変数を整数変数ための分割手法 (partition procedure) を提案している.

と非整数変数とに分割し，整数制限のない変数に余分の条件を付加することにより，すべての変

数が整数変数となるような純粋整数計画問題として考えようとするものである.
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いま，つぎの混合整数計画問題を考えてみよう.

(24) min Yo = C1X+ C2Y, A1x+ A2yミb

X，y~主 0 ， Y; 整数ベクトル

となる X，y を求めよ.

141 

この問題での H の実行可能領域を R とすると，式凶の問題はつぎのように書き代えられる.

(25) min {c2y+min {CIX I AIX~b-A2Y， X~0}} 
yfR x 

すなわち，ある gが与えられた場合，中カッコのなかの最小問題は普通の線形計画問題であり，

双定定理により，つぎのようになる.

(26) min {CIX I A1xミb-A2y， x~O} 
x 

=max {u(b-A2y) I UAl~CJ. Uミ O}
u 

したがって，式凶で与えられる混合整数計画問題は，さらにつぎの式聞で表わせる.

(27) min {c2y+max{u(b-A2y) I UAl~CJ. uミ O}}
u 

ここで，凸多面体 S={ul uA 三五 CJ. Uミ O} を考えると ， u(B-A2y) の最大は ， y がし、かなる

値をとるにしても ， S の端点であるか，あるいは S の極線に泊っていくらでも大きくなるかどち

らかである.しかしながら ， S の端点は有限個であり，それらを ul ， üL とするとすべて計算で

きるし，また， S の極線も有限個であり ， uA1 ;::五 0 ， uミ0 となるすべての極線を見いだすことも

でき，それらを uk ， kfK とする.もしある H に対して

uk(b-A2y)>0 

となるような uk ， kfK が存在するならば，式闘の値は無限大となり，左辺は実行可能解をもたな

いことになる.したがって

(28) が(b-A2y) 豆 0 ， kfK 

でなければならないので，式聞の問題はつぎのように表わされる.

(29) min {Yo I Yoミα2y+max u!(b-A2y ), uk (b-A2Y) 壬 0 ， kfK} 
YER 

このように，最初に与えられた混合整数計画問題を， Yo と g についての多数の線形条件を含む

純粋整数計画問題に変換したことになる.この方法を分割法という.

3. 非代数的解法[8J[17J[47J[53J[57J

代数的解法として前節でのベた諸手法は，実用的見地から，必ずしも効率的なものではないと

考えられている.つまり，本節で述べる非代数的解法はかなり試行錯誤的な解の探索法であるが，

実用的立場からすれば，かなり効率的なものが多いといわれている.

8・1 分校限定法[57][59J 

1960年に Land and Doig は分枝限定法 (Branch and bound method) を提案している.こ

の手法は，与えられた関数形が不確定な場合や，あるいはその取扱いがきわめて複雑な場合によ

く用いられるものであり，与えられた実行可能領域を小さな部分領域に繰り返し分割し，各繰返
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し段階において，その部分領域における目的関数の上(下〉限を計算し，その部分領域に，最適

解が存在しないことが明白になった場合には，その領域について解を捜さないで，他の最適解を

含む可能性のある領域について捜そうとするものである.与えられた実行可能解空聞を部分空間

に分割し，実行可能解を接点に対応させると最適解を求める過程はグラフの木 (tree) を構成し，

その木における枝 (branch) を作るときに，その解の上(下)限 (bound) を考慮して，最適解

を含んでいそうな接点についてのみ分校 (branching) を行ない，最終的に最適解に到達しよう

とするもので，ー名， 木形探索法 (tree search algorithm) ともいわれるわけである. したが

って，この手法は純粋整数計画問題についても，あるいは混合整数計画問題に対しても適用可能

である.

1963年に Little [63J らは分枝限定法を巡回販売員問題に適用しており，いわゆる (0一1)変

数計画問題にこの分校限定法を適用した最初のものであった.また混合整数計画に適用したもの

としては， 1964年に Healy Jr. [47J の提案した Multiple Choice Programming がある.この方

法は各変数聞の整数和が常に 1 となる条件を付加して，目的関数における上(下〉限を変化させ

ながらそのつど線形計画問題を解くものである. そのほか 1965 年に Dakin [17J , Thompson 

[89J らの方法がそれぞれ提案されている.

3・2 組合せ法[64J[65J 

1965年に， Balas [64J は (0-1)変数計画問題に対して加算的手法 (Additive algorithm) を

提案した.この方法は， (0- 1)変数計画問題に対する新しい考え方を導入した点で、非常にすぐれ

たものであり，分枝限定法の idea を適用したものとして，その後一連の手法を開発する基本的

アルゴリズムとなったわけで、ある.とくに (0-1) 変数計画問題については，ある変数が O をと

るか l をとるかの問題となり，変数全体についてはどの変数をどのようにとるべきかと L、う組合

せ問題となるわけで，この加算的手法を基幹とした一連の手法を組合せ法 (combinatorial meth. 

od) と呼んでいる.

この組合せ法はある意味ではもっとも試行錯誤的な解法であり，陰にあるいは陽に考えられる

解領域のすべての点について調べるわけであるが，解法として考える場合には，少なくともすべ

ての解について個々に調べるようなことはない.すなわち，最小限の探索努力で最適解を求めよ

うとするもので，分枝限定法の idea を用いることにより解法としての効率化をはかろうとする

ものである.

Balas の加算的手法は，その後 Geoffrion ら [26J[27J [53J により開発された陰伏的計算法

(Implicit enumerative method) 等とともに， (0- 1)変数計画法として整数計画法のなかでか

なり効率的解法と考えられている.これは主として， (0ー 1) 変数計画問題がつぎのような理由で

重視されているからである.

( i) 実際問題において， (0- 1)変数計画問題として定義される場合がきわめて多い.

(ii) すべての整数は 0 と 1 とで表わしうる.

(iii) 電子計算機での処理に適している.
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このようなことから，最近では (0-1) 変数計画法としての論文もかなり急増している.

以下，組合せ法における代表的諸手法の概略につき述べよう.

(加算的手法)

つぎの (0-1) 変数計画問題について考える.

(30) minz=cx, (Cjミ O ， jeN)， Ax+y=b, 

Xj=O or 1 (jeN) , y孟O

となる x を求めよ.ただし， A は mXn 行列， b および c はそれぞれ m および n 次元ベグトル，

g は m 次元調整変数ベクトルとし， N={1 ， ・・・・ ， n} とする.式帥で表わされる問題を P とし，

P における条件勾=0 or 1 のかわりに

Xj註 o(jeN) , Xj= 1 (jeJ,) 

なる条件を付加した問題を p. で表わす.ただし ， J，CN とする.すなわち， J。=ゅのとき ， p

=po となる po において ， uO=(XO， yO) ニ (0 ， b) から出発してみると，明らかに UO は c~O で

あるから pO に対する双対実行可能解である.この場合，対応する基底行列としては I山=(ei) ，

i=1 ， ・・・・ ， m を考え ， ei は i 番目の単位ベクトルとする ， A の j 番目のベクトルを αJ として y7

<0 となるようなある i に対し， αJl の要素 ιリi が負となるよう αJ 1 を基底に導入するベクトル

と考える.

このように，ある特定の簡単な形の付加条件式が与えられた場合，軸要素を一 1 として軸操作

を施すと定数項のほうは b一αjl となり，いわゆる代数的加算形式で表わされている. このこと

から加算的手法の名前が付けられたわけで、ある.きて，上記操作を繰り返すことにより，ある解

u" i土，

(31) X~=J 1 jeJp 
j-i y;=bi-L: a仇 ieM
lO jeN-Jp ， 肝Jp

となっている.

このぽより uP+ 1 を求める場合，目的関数値を改善できるものを選ぶことも必要であるが，同

時に，実行可能性を満足しそうなものを選ぶ基準が考えられなければならない.このために，解

up を改善するような勾の添字 j の集合を Np として，つぎの量 u? を考える.

(32) 

ー
ノ
J
 

G
 

ぬ
r
ay
 

〆
'
E
、h

k
J
、
，

ZM

[

F
E
a
a
a，
、
B
E
E
S

、

一
一

ゐr
，

J
U
 

(jeNp; Mうーキり)

(jeNp; M~ こが)

ただし ， M}'-= {i lyf-aii<O} 

この u? の最小値に対応する Xj を l とすることにより UP+l を求めようとするもので Jp+ 1 =

Jp+ {j}とする.この u? の値は Balas の値 (Balas' value) と呼ばれ，勾=1 となる J を選ぶ

ときの基準として用いられている.このようにして，まず最初に実行可能解を求めて，引き続く

目的関数値を改善できそうな解を求めるわけであるが，この段階では上(下)限を考慮しながら

解を求めるわけであり，いわゆる分校限定法を用いるわけである.
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(多段階双対法) [32J 

Glover は1965年に多段階双対法 (Multi Phase-Dual Algorithm) を提案している.この方法

も一種の木形探索法であり，すべての可能な (0-1)変数解から最適解となりえないものを大幅

に削減して行き，最終的に最適解のみを残すようにするものである.このために予備条件式 (sur­

rogate constraints) を付加して最適解候補となりえない解を除去し，アルゴリズムの効率化を

はかろうとするものである.すなわち，

(33) min wb, wA~c， wミ~O

となる ω を求めよ.ただし，却は (0- 1)変数ベクトルとする.

式倒で与えられる問題に，条件式

(34) wa註 Co

を付加する.ただし， α=Au， co=cu とする.この場合の u は双対変数とする.

ここで部分問題としてつぎの問題を考えよう.

(35) min wb, wαミ co ， w;=O or 1, w=  {w;} 

となる w を求めよ.

このような部分問題を多段階に考えることにより，陰に成立する解は除去し最適解を求めよう

とするものである.

(ろ過手法)[3J

1967年に， Balas はろ過手法 (Filter method) を提案しているが，これは Glover の予備条件

式の考え方を利用して加算的手法の効率化をねらったものである.概要はつぎのとおりである.

まず，

(36) min z=cx, Ax詮 b， 0壬Xj 豆 1 (j=1 ， ・ ・・ ， n) 

となる整数ベクトルXを求める問題を考えよう.この問題をP とし，この整数条件を無視したも

のを Y とし ， p' に対応する双対問題を D' とすると，

P' : min cx, Ax~b， -xミ -e， x孟0

D' : max (ub-ve) , uA-v豆 c， (u, v) 孟O

ただし ， eTニ (1，・・・・，1) ; n 次元

また，ろ過問題 F(û) としてつぎの問題を考えよう.

(37) min z=cx, αxミ bo ， 0;:玉 Xj~1 ; 整数， ;"=1 ，・・・・ ， n 

となる x を求めよ . tこだし α=(ûA) ， bo= (劫)とする.この F(ü) に対応する連続問題を

F'(ü) とする.もし x， (ü, v) が Y および U に対する最適解の対であるとすると，そのとき X

は F'(u) に対しても最適解であり ， F(û) に対する実行可能解去に対し ， cx~cx となる.また

^ /̂ ^ 少なくとも 1 個の最適解の対 X， (ü , v) が P' と D' に対して存在し， F(ü) の任意の最適解云に

対し，ゐ =1 二> Xj=1 であり， Xj=O =>ん =0 となっている.すなわち ， P に対する最適解の

探索がろ過問題の解集合に限定するならば， cx<cx となるようなすべての解云については考慮

する必要はなくなり，一方， cx孟 cx となる x~(Xj) ， Xj=O or 1 は F(ü) に対し実行可能とな
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る必要はない.したがって ， cxミcx となるような解 x の部分は除去される.このような考え方

で，より効率的に最適解を求めようとするものである.

(陰伏的計算法)[26J 

Geoffrion は 1967年に陰伏的計算法(lmplicit enumerative method) を提案した.この方法

も加算的手法と同様に， (0一1)変数計画問題に分校限定法を適用したものであるが， 根本的な

考え方は同じでも個々の手順が多少異なっている.すなわち，陰にある条件式が成立するかある

いは実行可能解となることが判明すれば，それ以降の段階で考慮すべき問題はより小さい部分問

題となり，このような分割過程を繰り返すことにより最適解を求めようとするものである.この

場合，いずれかの変数を固定して考えるのであるが，どの変数を固定するかが問題となるわけで，

このために線形計画問題として解くことによりこれを決定しようとするものである.つまり，こ

の種の手法はある程度試行錯誤的な探索過程をとることは致し方のないものとしているが，でき

るだけその量を減らそうとするもので，これがために，部分問題を線形計画法で解いたり，ある

いは予備条件式を付加して考えたり，あるいはろ過問題として考える等諸々の工夫がなされてい

るわけであり，一般にこのような種の解法を陰伏的計算法と呼んでいる.

Lemke and Spielberg [60J は1967年に直接探索法 (Direct search algorithm) を提案し，線

形計画問題に対する基底行列の積形式 (product form) を有効に用いることにより (0-1)変数

計画法としてのアルゴリズムの効率化をはかるもので，この方法では，さらに混合整数計画問題

に適用しうることを示している.

3.3 プール代数的手法 [15J[25J [52J 

Fortet は1960年にプール代数がORの分野に適用できることを示し，さらに Camion はガロ

ア理論の適用を試みている. 1963 年に 1vanescue [52J は擬似ブール計画法 (Pseudo Boolean 

Programming) を提案している.稲垣・福村[105J は1967年に Ivanescue の手法は計画法とい

う立場から直接的なものではないとして“条件式をもった擬似ブール計画法"を提案している.

さらに， 1969年に三根・成久 [102J は“プール計画法"として計画問題に従来のプール代数を積

極的に用いた手法を提案している.すなわち，変数聞の論理関係を保持しながら目的関数の最適

化をはかったものであり，しかも，目的関数の線形性から，その単調性を十分にいかすことによ

りプール代数の簡約定理を有効に利用している. 1970年に Ivanescue はブール代数的分校限定法

を提案しているが，この手法は，根本的には三根・成久の手法と同じものである.

3.4 その他の方法

本節では，これまでに述べなかった諸手法について概観してみよう.

1963年に Kunzi and Oettli [55J は整数 2 次計画法を提案し，整数非線形計画法としての新し

い考え方を示している. 1966年に Driebeek [20J は混合整数計画法として罰金法を開発し，整数

変数が非整数値をとったときその整数値との差に比例した罰金を科し，これを最小にすることに

より最終的に整数値をとるようにしようとするものである. 1966年に r~eiter and Rice [78J は実

用的見地から整数近似解法を提案し，今後の整数計画法の新しい方向を示している. 1967年にな
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ると， Rutledge [79J，あるいは Herve [48J の SEP 手法があいついで発表され， 1968年には

Grave and Whiston [44J は統計的手法を用いた分校限定法を提案し， Reiter らと同様に実用的

見地からの近似解法を開発した.さらに1968年-1969年において，これまでに発表された諸手法

の統合，あるいは他の数理計画法との関連性[96J[97J [77] [4J が論じられるようになってきた.

4. まとめ

整数計画法として提案されている諸手法の代表的なものについての考え方について述べたわけ

であるが，現在数理計画法のなかでもっとも普及している線形計画法と比較すると，問題になら

ないほどその実用化は困難視されている.しかしながら，わずか10年余の聞に，本来もっている

困難性を克服して現段階までtこ至った発展過程をみると，それほど悲観的なものではないと思わ

れる.実用的見地からすれば，切除平商法は理論的には有限四の繰返しで最適解が求まるわけで

あるが，計算機の経済的使用可能時間の範囲内で最適解を求めえない例がかなり多く，むしろ，

その意味では非代数的な手法で，しかも，かなり試行錯誤的なアルゴリズムである組合せ法ある

いは陰伏的計算手法等のほうがより効率的であるとの見方もなされている.

整数計画法発展過程からながめる場合， 1965 年までは主として Gomory の切除平面法を中心

とした代数的手法が中心であったのに比し， 1965年以降は Balas の加算的手法を中心とした陰伏

的計算法等が多く，主として (0一 1) 変数計画法が研究されていることは，整数計画法の今後の

発展方向を示しているようにも思われる.さらに， 1968年， 1969年ごろになると， (0一 1) 変数計

画法を個々の問題に適用した論文がかなり発表されるようになり，固定費問題，工場設置問題，

機械割当問題等の具体的解法が数多く提案されるに至っている.

1970年になると，整数計画法の実用化を目ざして各種の研究がなされ， IBM , UNIVAC 等

は分校限定法を中心とした商品化の方向に進んでいるようだし，今後の理論的研究と相まって，

近似解法を中心とした実用化の方向に進むものと思われる.

以上，非常におおざっぱな展望となってしまいましたが，今後の発展に大いに期待し，この分

野の研究者および利用者の増加を期待できれば幸いと思います.
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