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J. Keilson,“On the Matrix Renewal Funcｭ

tion for Markov Renewal Processes," The Anｭ

nals of Mathemαtical Statistics, 40 , 6 (1969) , 1901-

1907. 

〔マルコフ再生過程/再生関数行列/理論的〕

マルコフ再生過程 (N1(t) ， N2(t) ,.. .. , NR(t)) を

考える.準マノレコフ過程の〈それに対応する〉隠れ

マルコフ連鎖の推移確率を Pjj ， 系が状態、 s にはい

ってから状態 j に移るまでに要した時間の分布を

FU(めとする . Njj(t) は t=O が i の推移時点で

あるとき， (0 , t] 問の j の推移時点の数と し ， Hjj(t) 

=E (Njj (t)) とおき ， H(t) を Hjj (t) を要素とし

てもつ RXR 行列とする.これを，再生関数行列と

よ ふと.

R=1 のと きは， Hll (t)=H(t) は通常の再生過程

の再生関数であり，よく知られているように，もし

間隔の分布 F(めが有限な 1 次，および 2 次の積率

p" 仰をもち， F(ゆが算術的でなければ，

川 H(t)= ，u l-1t十士川μz一川+ε(t)

(t→∞のとき ε(t)→0)

が成り立つ.

一方， 準マルコフ過程に対しては， 理論的構造は

よ く議論されているが，このような，たとえば，同

じ状態の推移時点間の再帰時間 (rjj) の期待値，分

散や，状態 i の推移時点から状態 j の推移時点には

じめて到達するまでの時間(引〉の期待値等はあま

り扱われていない.この論文は，有限な準マルコフ

過程 (Rく∞〉に対する (1)式のつぎのような直接的

な類推が成り立つことを示し，その応用としてこれ

らを求めている.

定理 有限な準マルコフ過程において P={Pjj } は

既約で，すべての i ， j(到に対して J x2dF;jωく∞

であり，また Fjj(めは算術的でないならば，再生

関数行列 H(t) は次式であらわされる.

(2) H(t)= a2t十α 1 +8(t) (8(1) • 0 , t→∞のとき)

ここで， α2=m- 1JO ， al=m寸Jo {-B1+�-1 

B2JO} + {Z--'-m- lJoB,Z} {Bo-m- 'B,J o} , (B("))jj= 

ハん(ふ あ= J xk酌)， e を Bo の左からの
実・正固有ベクトノレで、 Eej=1 とするとき ， (Jo)υ 

=ej , m=E ejB, jio Z=[I-Bo十Jo]-' である .
'J 

この定理より ， Tii の分布関数を Rj (x) とすると，

Hjj(t) =E  R/ (t) = m- 'ejt十 a川+εjj(t)
k=l 

となり， これを(1)と比較することにより Rj(ゅの

期待値 mj ， 分散 σl は mj=mfej ， σl=m2ej・ 2(1+

2aJjj) を得る. また， E(τυ) =mj(qjj-qjj+ 1) , 
(q;j は Q=Z{Bo-m-'B，Jo) の U 要素〕として求

められる(反町迫子〕

D. M. Topkis, “ C utting- Plane Methods withｭ

out Nested Constraint Sets," Operations Research , 

18, 3 ( 1970). 404-413. 

〔数理計画/凸形計画問題/理論的〕

Kelley [IJ らによる凸形計画問題に対する切除平

面法 (Cutting-Plane Method) は，代表的なアル

ゴリズムとして広く研究されているが，その理論的

鉱張をはかり，収束速度の理論値を求めている.

n 次元ユ ーグ リッド空間の，ある間部分集合S上

で， 関数f を最大化する問題を考える.理論の構成

上，閉部分集合 T(主 S) を導入し T の空でない

いかなる閉部分集合上でも ， f の最大値が求められ

ると仮定する (Tがコンパクトなら明らかに成立).

切除平商法はまず， To=En から出発する. さて，

m 
Tk=nHjj (Hjj は半空間〕が与えられるとき ， T .. 

nT 上で f を最大にする点刊を計算する . XkES 

ならば計算終了 (Xk は最適解)，さもなければ， つ

ぎの条件を満たすらを求める.すなわち， Skー n
J'lYl' 

H山 M'c {I ， 2 ， ・ ， ' ， m} かつら n T 上でf を最大

にする点はやはり Xk. ここで， Hk?-. S であるが，

Xk 4 Tk叫 =SknHk を満たす半空間 Hk を求め ， Tk+1 

を Tk と考え，上の手順を続行する.以上が切除平

面法である.

従来の切除平面法では ， Tk+ ， =TknHk をもちい

ており，この意味で，一般化された形式になってい
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る. (要は， アクティブではない拘束条件(半空間

H;j) を考慮から除けるということ)

つぎに，上記の切除平面 Hk によって収束を

保証するために，極限切除平面関数 (Limiting

Cutt匤g-Plane Function) を定義する. a(x)fEn , 

b(x)εE のとき ， T_S から En+l への写像 (a(x) , 

b(x)) が極限切除平面関数であるとは ， S~H(x)三

{y 1 a(活)y 二三 b(x)} が VXET-S に対して成立する

ならば T-S の任意の有界部分集合上でい(x) ，

b(x)) も有界，かつ人 1imxk=xeT-S なる点列{九}
IZー令。。

に対して， lim (a(xk) , b(Xk))=(ã， b) が ãx く b を
h→∞ 

満たすことをいう. (極限切除平面関数が存在する

ためには S は凸でなければならない.)

定理 2 : H(めを極限切除平面関数いい)， b(x)) に

よって定義される関数， Hk=H(Xk) ， lim Xki =lim Xjj 

=x とし，すべての i に対して Xù εHれとする.

このとき ， x は最適解である.

この定理によって，極限切除平面関数によって定

まる切除平面 Hk をもちいると，必ず最適解に収束

することがわかる.そのような H(ぉ)を求める計算

手順として，著者は，まず Kelley の切除平面がそ

の一例となっていることを示し，条件を緩め，より

一般的なものを与えている.

補題 4 ・ S={xIG(X) 二三 O }， t を G (t) > 0 を満足
する点，かっ， S ， T を凸集合とする . xeT-S に対

して， ，l (x)=suPPI ，lx+(1ーのteS} ， さらに，曲。)

=目。)X十 (1 一日(x))t ， ).(x) 三三日 (x) 三玉 1 ， ε =G(ω 

(x)) jG (x) 三三 1 によって ω(めを定義する.また，

ω=ω(x) ， xET-S を満たす任意の ω に対して，有

界でかつ 0 でない μ(ω)eEn が存在し， 0::;: G(ω〕十

μ(ω)(yーω) ， yeS となると仮定しよう.このとき，

vxeT-S に対して o <,l (x) < 1 であり， しかも

(μ(ω(x)) ， μ(ω (x)) ω(x)-G(ω (x)) は極限切除平

面関数である.

補題 4 の極限切除平面関数によって定まる切除平

面を使用すると，つぎの収束速度が保証される.

定理補題 4 の仮定に加え ， T コンパクト ， f

T上で微分可能な狭義凸関数， x: S上のf の一意的

な最大点と仮定する.このとき，

Hk={X 1 0ζG(ω(勺))十μ(ω(勺)) (xーω(Xk))} 

をもちいると，

f(xρ -f(x) 三二 ljalk， I 勺 -xl 三三 lja2 、IT

が成立する.ただし al=2r(εG(t)jKbd)' ， a2= 

2rεG(t)jKbd， d=max { 1 f7 f(y) I IyεT }， b=max 

{Iy-tllyεT} ， K ミ μ(ω)，および

f(!-(x+y) )ミ -l-f(x) +ーl-f(y) 十 ri x -Yl2
¥2' -'/-2'" 2 

である.

以上，切除平面法を理論的に解明する興味深い論

文である.

[1] Kelley , J. E. Jr,“The Cutting-Plane Methｭ

od for Solving Convex Programs," j. of 

SIAM, 8 (1960) , 703ー712_ (茨木俊秀〉

D_ S_ Rubin,“On the Unlimited Number of 

Faces in Integer Hulls of Linear Programs 

with a Single Constraint," Operations Research, 

18, 5 (1970) , 940-946_ 

〔数理計画/整数計画法/理論的〕

LP 問題(線形計画問題〕に整数条件を追加して

得られる IP 問題(整数計画問題)の許容領域を包

む凸包〈整数多面体〕に関する性質を述べている.

主要な結果として 2 変数条件(十非負条件〕

という簡単な LP 問題の系列 P1. p".... , Pk. 

に対しても，それから導かれる整数多面体 11.

1" ・・・・ ， Ik ， ・・・，の面 (Face) の個数が， いくらで

も増加するものが存在することを示している.この

結果は， IP 問題の復雑さを示すものであって， IP 

における切除平面法 (Cutting-Plane Method) が

必ずしも計算的に有効でない 1 つの理由を説明して

いる，というのが著者の意見である.

上の性質を満足する LP 問題 Pk は ， Fibonacci 

数列: SI=I , S,=I , Sk=Sk_l+Sk_' , k=3 ， 4 ， ・・・・，

をもちいて，つぎのように構成される.すなわち，

Pk は，拘束条件

S2kX十 S'k+1Y::;: Slk+ l一 l

x ミ 0 ， y 二三 O

をもっ LP 問題である Fibonacci 数列のもつ性

質を利用すると，んが k十 3 個の面をもつことが

証明される.したがって k の増加とともに ， Ik の

面の個数も，いくらでも増加することが結論される

のである.

さらに，他の例として，無理数の有理数による近

似に関連して定義されるある数列をもちいた LP 問

題も同様の性質をもつことを証明しこのような性

質をもっ LP 問題のクラスがきわめて大きいのでは

ないかと推定している.

この論文は，以上のように， IP のもつ複雑さを，

非常に簡単な LP 問題を用いて例示しており， Go・
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mory によって発展された整数多面体の一般論[1] モデルに対する最適在庫政策は最小発注方式となる.

のきわめて特異な場合，という立場からも興味深い(反町迫子〉

[1] Gomory , R. E. , .‘Some Polyhedra Related 

to Combinatorial Problems," IBM Report P. A. .Jensen,“Optimization of Series-Par-

RC 2145 , 1968 (あるし、は ， J. of Linear Algebra allel-Series Networks," JORSA , 1 B, 3 (1970). 

and 的 Application ， 2, 4 (1969)). (茨木俊秀)信頼性/最適化/応用的〕

Donald L. Iglehart and Stratton C. .Jaqueｭ

tte,“Optimal Policies under the Shortage Probｭ

ability Criterion for an Inventory 乱10del

with Unknown Dependent Demands," Naval 

Research Logistics Q.uarterly , 16 , 4 (1969) , 485-493. 

〔在庫/Total Positivity /理論的〕

品切れ確率が，ある与えられた数をこえないとい

う制約条件のもとで n 期間の総費用を最小にする

最適在庫量を求めている.

購入費用は線形で(単価は 1 とする〉固定費は O

としその他の費用はかからない.割引率はa で，

需要があふれた場合は，あとでおさめるとする.ま

た，発注後 À(主主 0) 期あとに納入される.このとき

つぎの 3 つのモデルを考える.①:各期の需要が独

立で， À>O とする.①需要がその期の初期在庫

量に依存し ， À=O. ③:②の場合で À= l.

Cn(X) を初期在庫量(手持ち在庫量に発注ずみで

未納入の分を加えたもの〕が x のとき n 期聞の最

適割引期待費用とする.

上の 3 つのモデルに対して，最小発注政策が最適

で， x+Cn(x) は x の非減少関数となるための十分

条件を求めている.ここで最小発注政策とは，品切

れ確率の制約内での最小非負量を発注する政策であ

る.①の場合には需要が有限な期待値をもてばよ

い.②の場合には '1'(μ を σ 有限測度とし '1' 0.

u は初期在庫量がy のとき，その期の終りの在庫量

の μ に関する密度関数)が totall y posi ti ve of 

吋r 2 (TP2 と書く)で，[∞ u<p (y ， u)dμω= 

ay+b (a ~ 1) ならば成り立つ.①の場合はヂとゆ

(ゆい，ぉ-u)三少。 ， u)) が TP2 ならばよい. (たとえ

ば一様分布，二項分布のとき <p，<þ は TP2 となる .)

この結果を需要分布が完全にはわからない場合の

在庫問題に応用している.③の場合を考え，各期の

需要がパラメタ X， P の二項分布に従うとする X

は各期の初期在庫量で， ρ は O くP く 1 の未知の

パラメタである . p の事前確率としてベータ一分布

を仮定し，ベイズの推定法を使ったとき，この在庫

1.概略

この論文は最適冗長、ンステムをみつける問題とし

て，通常の直列一並列ネットワークをさらに一般化

した直一並一直ネットワークを考え，これを DP に

より解析している.ここで直一並一直ネットワーク

とは，構成品の直列回路を並列につなぎ，さらにこ

れを直列につないでネヅトワーグ化したシステムの

ことである.これを考えた理由は，通常の故障モー

ド以外に， i) 1 伺の構成品の故障が並列部分すべ

ての故障につながる場合(たとえばダイオードのタ

ーミナル短絡など)， ii) 並列回路で冗長度をいれる

とき，この各並列回路同士を結ぶ部分 (path) が故

障するような場合くたとえば発電機の発振回路，ハ

γ ダの接合部などの故障〕なども考慮することが大

切となるからである.そしてこのモデルを制約条件

のない場合とある場合とについて定式化し，コンピ

ュータによる数値例をあげ，計算方法の改良案につ

いても述べている.

2. 定式化

定式化にあたりつぎの記号が使われる.

(i , j; m) :から j までの構成品からなる直列回

路を m{岡並列につないだ回路

D: 実行可能な設計集合の全体

Ck(D) , Ck(i , j; m):D または (i ， j; m) の必要

とする第 k 番資源の量

(1) 制約条件のない場合の最適設計の決定

R(D)=IIR . (i , j; m) =争 max. (1) 
Ci.j;m)εD 

となる Dを求めることと表わせる.ここでDは，

D= {(ii> j ,; mふ・・・・， (ik ,Ù; mk)} 

i,=1 , jk=n , im+,=jm+ 1 

このとき最適設計をきめる m とその信頼度んと

はつぎの(2)式できまる.

fj=max (max R(i , j; m) ・ jー〕
1三三 i 5. j 15.m5.m' 

(2) 

ここで， /0=1 , m' は m の上限である.著者はと

くに ， R(i , j; m)={1一日j(mー 1)} (l_ qm) のとき

を考えている . q は (i ， j; m) の故障率で，

q=l-Il-d (l ーの)]m とかける.
k=i 
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ここで， qk はある構成品 k の故障率，官j は (i ，

j; m) の m個をつないでいる path が故障する確率

で j にのみ依存してきまるものと約束する.

(II) 制約条件のある場合の最適設計の決定

この場合，問題は，

評 109 

3. 計算効率の向上

上のような通常の DP によると処理時間，記憶容

量などでロスが多いが，逆 DP 法(reverse DP)を

利用すれば計算効率があがることをまえの例題につ

いて解き，比較結果を示している.ここで逆 DP 法

Ck(D) 三三Ck (k=1 ， 2 ・・・・， r) (3) とはまえの DP の漸化式の関係をつぎのようにかえ

のもとで， (1)式をみたすDをきめることと書ける.

ここで， Ck(D)= ~ 句 (i ， j; m) であり，さら
(i, j;m)fÐ 

h=j 
に， ck(i , j; m) =~ chk • m である.

R= J, 

このとき Ck(D) と R(D) の聞に dominance を

考慮している.すなわちJ‘実行可能な設計のうち，

上の(3)式をみたすか， D2 があってら(Dl) 三二Ck (1)2)

(k=1 ,"" ， r) である一方， R(Dl)ζR(1)2) である

ときかは1)2を dominate する"ということに

なる.この考え方は， Proschan , Bray, Everett ら

の拡張である.

著者は， (1), (II) の場合について ， n , qk , lXj 

を与えて解いた数値例をあげている.この際計算結

果のリストを作る過程を計算機向きにルーチン化し

て説明している.

O. L. Mangasarian,“Nonlinear Program. 

ming , McGraw-Hill," New York , 1969. 

〔数理計画/非線形計画法/理論的〕

非線形計画法，とくにそのアルゴリズムを論じた

書物は，すでに数冊出版されているが，その理論的

基礎を詳細に論じている専門書は少ない.

Wisconsin 大学の Mangasarian 教授になる本書

は，非線形計画問題における Fritz John と Kuhn

Tucker の鞍点、定理，および，種々の双対定理を詳

細に論じており，その点できわめてユニークな位置

を占めるといえよう.全体の構成，叙述は，明解，

正確，かつよく整理されており，著者の十分な準備

をうかがわせる.

最小化問題とは

8(x)=min 8(め，
(1) %ιX 

X={x I xεxo ， g(x) 主至。}

をみたす xER" を見いだす問題である. ただし，

xER" g(x)ERm , 8(X)ER とする.

たものである.

f'h=max(maxR(h ,k; m) ・ f'k+ふ l'n+1=1 ，
h ,;, k';'n lsmsm' 

1 ~h 三三 n

j=k 
R(h , k; m) =[1-ak(m-l)]{1-[11 (1-qk)]m} 

j=h 

ここで希望する信頼度の下限 Rf をもうけて，

R'(Dj) =R(Dj) ・ f'j+l二三Rf ならば Dj を採択し，

また制約条件のあるときは，

Ck(Dj)+C血ln (j +l ， k)ζCk ならば Dj を採択す

るというルールで逐次 Dj をきめてゆく. ここで

t=n 
Cmln(j十 1 ， k)=~ Cki である.また構成品の数 n ，

i==j十 l

制約条件数 k などをかえたとき，計算処理時間など

がどう変化するか，その統計資料を表にしてあげて

いる(大隅昇〉

tま

(1)に対する Fritz John の鞍点問題 (FJSP) と

。 (x ， fo , r) 三至。 (x ， fo , f)~Ø(X ， fo , f) 
(2) 

for all r 主主 0 ， roER , rERm , XEXo 

ただし ， Ø(x , ro , r) =r08(x) 十 rg(x)

を満たすたxo ， foεR ， fεRm ， (fo , f) 二三 0 を見いだ

す問題として定義される (a 註 O はベクトル a の要

素がすべて非負であることを意味する . a ミミ 0 は

a 主主 0 ，かつ， 少なくとも l 個の要素が正であるこ

とを意味する).

一方， Kuhn-Tucker の鞍点問題 (KTSP) とは

ψ(x ， u)豆ψ(x ， u) 主互い (x ， の
(3) 

for all u 孟 0 ， ufRm , XEXo 

ただし ， <þ (x , u) =8い)十 ug(x)

を満たす XEXO ， uERm , U 主主 O を見いだす問題であ

る.

。(ゆと g(めの微分可能性のもとでは， (2X3)の条

件は，それぞれ，つぎのようになる.
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