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切換えが不完全な 2 ユニット待機冗長システム↑

尾 崎 イ変 治*

1.序論

冗長システム，とくに 2 ユニット待機(あるいは並列)冗長システムは基本的なものであり，

多方面で応用されている (Osaki [1 J 参照).ここでは，切換えが不完全な 2 ユニット待機冗長シ

ステムについて研究する.

従来の 2 ユニット待機冗長システムの信頼度解析においては，ほとんどの場合切換えは完全で

あると仮定してきた.すなわち，切換え装置の信頼度はつねに 100% であると仮定してきた.し

かし，現実のモデルで、は切換え装置は完全に信頼で、きるとは\，，\，、がたい.そこで，ここでは切換

え装置も故障するようなモデルの信頼度解析を行なう.切換え装置の役割はユニットを待機の状

態から稼動の状態に変えることである.したがって，もし切換え装置が故障しておれば，待機ユ

ニットがあっても活用できず，単なる l ユニットシステムになってしまうということになる.

2. モデルの仮定

2 つのユニットをAおよびB としよう.まず，簡単のため同ーのユニットからなるシステムに

ついて考えよう.各ユニットの故障時間は指数分布 1-exp (-Àt) に従い，その修理時聞は任意

の分布 G(t) に従うとする.故障から修理，修理完了から待機，および待機から稼動の各切換え

時聞は瞬間的であるとする.また，修理によってユニットの機能は完全に回復すると仮定する.

さらに，待機中のユニットは故障しないとする.つぎに，切換え装置S の故障時聞は指数分布

1-exp (一九t) に従い，その修理時間も指数分布 1-exp (一μst) に従うと仮定する.切換え装置

S の故障から修理，および修理完了から稼動の変化は瞬間的であると仮定する.さらに，切換え

装置 S の挙動はユニット AおよびBの状態と独立であると仮定する.ここで考えているすべての

確率変数は互いに独立であると仮定する.

以上の仮定のもとで 2 ユニットがともに稼動の状態にあり，しかも切換え装置S も稼動の状

態にあるとき，初めてシステムダウンになるまでの時間について研究しよう.

t 1970年11月 12 日受理.
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3. 解析

以下の解析で、はマルコフ再生過程を用いる.また，マルコフ再生過程

とシグナルフローグラフの関係をも用いる(詳しい議論については，

Osaki [1]参照ふ

まず，マルコフ再生過程の状態を定義しなければならない.そこで，

このモデルの可能な状態を列挙しよう.ユニット A (B) が稼動の状態

にあるときは A(B) ， 修理の状態にあるときは A(B) で表わす.同様

89 

表 1 可能な状態

一一一一一-一一

ABS 状態 So

ABS 状態ぬ

ABS 状態 SI

ABS 

ABS く状態 SI)

ABS 

;;;)状態 S3

に S についても同じ記号を用いる.そのとき，このモテワレの可能な状態は表 1 のようになる.と

くにユニット AおよびBは同一であるから ， ABS と ABS ， および ABS と λBS は同ーの状態

である.さらに， λBS と λBS はともにシステムダウンを表わす.状態 ABS (ÃBS) は修理時

間分布が任意であると仮定しているので，再生点にはならないため観測することはできない.し

たがって，つぎの 4 つの状態を定義する(表 1 参照).

状態 50: 1 ユニットが稼動中であり，他の 1 ユニットは待機中である.しかも切換え装置は稼

動の状態にある.

状態 51: 1 ユニットが稼動中であり，他の 1 ユニットは修理を始める.しかも，切換え装置は

稼動の状態にある.

状態 52: 1 ユニットが稼動中であり，他の 1 ユニットは待機中である.切換え装置は修理の状

態にある.

状態 53 :システムダウンとなる.

これらの状態聞の状態推移図(シグナルフロ{グラフ)は図 1 のようになる.このグラフの各

ブランチゲインを求めよう.

S 1 

52 

図 1 γ グナルフローグラフ

状態 50 からは状態 SI または S2 へ推移可能である.状態 SI へ推移する場合は切換え装置S の故

障以前に稼動中のユニ y トが故障する場合であり，状態 S2へ推移する場合はその逆の場合である

から，
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90 切換えが不完全な 2 ユニット待機冗長システム

(1) q仇01バ(s仙S

( 2 )似供r門寸νω=斗吋』ん，/(s+λ十 À，)

となる.

状態れからの推移を考えよう.そのまえに，時刻 t=O で切換え装置 S が稼動していたとき，

時刻 t で装置 Sが稼動している確率 P(t) は，

μs ん
(3) P(t) = 十一

À， +μ， ' À， +μs 

となる(たとえば，森村，大前 [2J 参照).さらに，時刻 t=O で装置Sが稼動していたとき，時

刻 t で装置 Sが修理中の確率 P(t) は，

ー À， ﾀ 
(4) P(t)=l-P(t)=一ー一一一←ーと-e-O.+?)t

À， +μ À，+ p, 

となる.状態 SI から状態 So へ推移する場合は，稼動中のユニットの故障以前にユニットの修理

が完了し，しかも，そのとき装置Sが稼動しているときであるから.

(5)ω 

=一~g(s+什』め)+一~g(s十え川+刊』ん， +/ρ《ωtむω,) ) 
ん+p， 0'-' "/ , À， +ρs 

となる，ここで， g(s) は G(t) の Laplace-Stieltjes (LS) 変換を表わす.同様に，上と同じで，

装置Sが修理中のときには状態 S2 へ推移する.この場合には(4)を用いて，

(6) 仇如似2〆(ω~~ 門

=一 À， 一 [g(s+Ã) -g(s+À+え， +μ，)J
ん+μs

を得る.さらに，システムダウンになるときは，切換え装置S の挙動に関係なく，ユニットの修

理完了前に稼動中のユニットが故障する場合であるから，

(7) ω)=~~ e-.t [l-G(t)Jれdt

=一三一日 -g(S+À)J
s+ﾀ 

となる.

最後に，状態 S2 からの推移を考えよう.稼動中のユニットの故障以前に切換え装置 S の修理が

完了すれば，状態 So へ推移する.その逆の場合には，状態 S3 へ推移する.したがって，

(8)ω)=~~門
ro。

( 9 ) Q23(S) =)0 e-"e-PstÀe-幻dt= え/(s+À+μ，)

を得る.

したがって，図 1 のシクeナルフローグラフのすべてのブランチゲインを求めた.ここでは，状
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態ぬから状態 S3 へ初めて到着するまでの時聞について研究している.そのとき，このグラフの状

態 So をソース，および状態 S3 をシンクとして， Mason の公式を用いてシステムゲインを求めれば，

(10) 向。) =-!1-0企291丘企士呈Q!.0)q12 ( 白血) +q02(仰3(丘一
1-q01 (S)q10(S) -q02(S)q20(S) -qOl (s)qぷS)q20(S)

となる.この仇(s) が時刻 t=O で状態 So を出発して，初めてシステムダウンになるまでの時間

分布の LS変換となる (Osaki [1]参照)

さらに，その平均時間も一部のプランチゲインを修正して， Mason の公式を用いてシステムゲ

インを求めれば，

八 1/(え+ん)+q01(0) [1 -g('<)J/え+[q01 (0)Q12(0)+Q02(0)]/O+μ，) 
(11) 九=

1-Q01 (0)Ql0(0) -Q02(0)Q20(0) -Q01 (0)Q12(0)Q20(0) 

となる (Osaki [lJ 参照).

表 2 平均時間(1/'<=1 ， 1/ん=100 ， 1/.μ， =10 ;上段は完全な切換えの場合，

下段は不完全な切換えの場合を表わす〉

1/μ EXPONENTIAL 2-ERLANG 5-ERLANG 10-ERLANG REGULAR 

0.01 102.00 101. 75 101. 60 101. 54 101. 50 
53.45 53.38 53.34 53.33 53.32 

0.02 52.00 51. 75 51. 60 51. 55 51. 50 
35.66 35.55 35.48 35.45 35.43 

0.03 35.33 35.09 34.94 34.89 34.84 
27.01 26.87 26.78 26.75 26.72 

0.04 27.00 26.75 26.60 26.55 26.50 
21. 90 21. 74 21. 64 21. 61 21. 57 

0.05 22.00 21. 75 21. 6Cl 21. 55 21. 50 
18.52 18.35 18.24 18.20 18.17 

0.06 18.67 18.42 18.27 18.22 18.17 
16.12 15.94 15.83 15.79 15.75 

0.07 16.29 16.04 15.89 15.84 15.79 
14.33 14.14 14.03 13.99 13.95 

0.08 14.50 14.25 14.11 14.06 14.01 
12.95 12.75 12.63 12.59 12.55 

0.09 13.11 12.87 12.72 12.67 12.62 
11.84 11. 64 11.52 11. 48 11. 44 

0.10 12.00 11.76 11. 61 11. 56 11.51 
10.93 10.73 10.61 10.57 10.53 

0.20 7.00 6.76 6.62 6.57 6.52 
6.66 6.44 6.31 6.26 6.22 

0.30 5.33 5.10 4.96 4.91 4.86 
5.15 4.93 4.80 4.75 4.70 

0.40 4.50 4.27 4.13 4.08 4.03 
4.37 4.16 4.03 3.98 3.93 

0.50 4.00 3.78 3.64 3.59 3.54 
3.91 3.70 3.56 3.52 3.47 

0.60 3.67 3.45 3.31 3.26 3.22 
3.59 3.38 3.25 3.21 3.16 

0.70 3.43 3.22 3.08 3.03 2.99 
3.37 3. 16 3.03 2.99 2.94 

0.80 3.25 3.04 2.91 2.86 2.82 
3.20 3.00 2.87 2.82 2.78 

0.90 3.11 2.91 2.78 2.73 2.69 
3.06 2.87 2.74 2.70 2.65 

1. 00 3.00 2.80 2.67 2.63 2.58 
2.96 2.76 2.64 2.60 2.55 
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92 切換えが不完全な 2 ユニット待機冗長システム

4. 数値例および結論

並列システムの場合には切換え装置の信頼性はかなり高いと考えられるが，ここで述べたよう

に，待機冗長システムの場合には待機中のユニットを稼動の状態に切り換えなければならないの

で，ある程度の装置が必要であると考えられる.したがって，その切換え装置そのものの信頼性

はシステム全体の信頼性に大きな影響を与える.数値例によって，その影響について調べよう.

ここでは， 修理時間分布が， (1) 指数分布 G(t)= 1 -exp (一μt) ， (凶2到) kト-Erlang 分布 G(οt)=

~: (付h如伽刷μ戸tの)戸k- 1 [μ内-寸市k卸州μ

分布の平均修理時間はいずれも 1/伊ρ である)の場合について数値例を示そう? .表 2 は 1/バÀ=1し, 

1/Àん， =10∞0， 1ν/p.μ， =1叩O の場合の平均時間の数値結果でで、ある.各 1/μ の値に対して，上段は切換え

表 3 平均時間Cl/À=I ， I/À ,=100 , 1/ん=1 ;上段は完全な切換えの場合，

下段は不完全な切換えの場合を表わす〉

1/μ 

0.01 

0.02 

0.03 

0.04 

0.05 

0.06 

0.07 

0.08 

0.09 

0.10 

0.20 

0.30 

0.40 

0.50 

0.60 

0.70 

0.80 

0.90 

1.00 

EXPONENTIAL 

102.00 
68.23 

52.00 
41. 69 

35.33 
30.33 

27.00 
24.03 

22.00 
20.02 

18.67 
17.25 

16.29 
15.22 

14.50 
13.66 

13.11 
12.43 

12.00 
11. 44 

7.00 
6.84 

5.33 
5.25 

4.50 
4.45 

4.00 
3.97 

3.67 
3.64 

3.43 
3.41 

3.25 
3.23 

3.11 
3.10 

3.00 
2.99 

2-ERLANG 

101. 75 
68.12 

51. 75 
41. 53 

35.09 
30.15 

26.75 
23.84 

21. 75 
19.82 

18.42 
17.04 

16.04 
15.00 

14.25 
13.44 

12.87 
12.21 

11. 76 
11. 22 

6.76 
6.61 

5.10 
5.03 

4.27 
4.23 

3.78 
3.75 

3.45 
3.43 

3.22 
3.20 

3.04 
3.03 

2.91 
2.90 

2.80 
2.79 

G
 

n
一
0
5
0
3
4
4
0
2
0
0
7
1
9
7
1
1
2
8
1
8
2
7
6
9
3
9
4
1
1
9
8
7
1
0
8
7
7
6

A

一
6
0
6
4
9
0
6
7
6
7
2
9
8
8
1
3
7
0
6
0
6
4
9
8
1
0
6
6
3
2
0
0
9
9
7
7
6
6

J
4

一
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・
・

1

一
1
8
1
1
4
0
6
3
1
9
8
6
5
4
4
3
2
2
1
1
6
6
4
4
4
4
3
3
3
3
3
3
2
2
2
2
2
2

n
n
一
n
u
n
h
u
R
υ
a
生

q
d
q
d
n
4
q
4
n
4

・
1

唱
i

噌
i

唱
i
'
i
'
i

唱
A
'
i

唱
i
'
A
Y
A

E
• l 

F同
υ

一

10-ERLANG 

101. 54 
68.02 

51. 55 
41. 40 

34.89 
30.00 

26.55 
23.68 

21. 55 
19.65 

18.22 
16.87 

15.84 
14.83 

14.06 
13.27 

12.67 
12.04 

11. 56 
11. 04 

6.57 
6.42 

4.91 
4.84 

4.08 
4.04 

3.59 
3.56 

3.26 
3.25 

3.03 
3.02 

2.86 
2.85 

2.73 
2.72 

2.63 
2.62 

R

-

A
n
一
A
υ
1
A
A
U

弓t
A

唾
弓
d
n
u
A

官
。

u
1
ム
ザ

e
?
J
U
G
-
M
G
d
t
A
9
h
今
ゐ
G
d
'
i
o
J
9
&
a
u

氏
υ
o
d
?
d
n
u
a

官
ワ
白
ラ
白

n
υ
a
w
d
弓
4
9

“
，
A
O
1
6
Q
U
Q
U
Q
U

'
4
一
F
b
n
v
R
υ
q
d
a
u
Q
d
F
U
F
O
p
b
n
b
'
A
Q
U

弓
t

ウ
a
n
U
9
&
a
υ
o
d
p
b
G
d

同b
q
J
V
Q
U
ヴ
a
A
U
A
U
F
D
"
b
9

白
ワ
色
合
コ

n
w
d
o
o
a
u

氏
υ
G
U
F
b
p
b

:
一
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

 

.
 

1
」
一

1
8
1
1
4
9
6
3
1
9
8
6
5
4
4
3
2
1
1
0
6
6
4
4
4
4
3
3
3
3
2
2
2
2
2
2
2
2

2

一
0
6
5
4
3
2
2
2
2
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

r
a、
-
唱

E
A

pu--

R

一

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



尾崎俊治 93 

装置が完全な場合(l/~，=∞)の平均時間であり，下段は切換え装置が不完全な場合のそれであ

る.この表からも切換え装置の信頼性はシステム全体の信頼性に大きな影響を与えることがわか

る.とくに， 1/μ が小であるときは，その影響は顕著である.同様に，表 3 は 1/1=1 ， 1/1,= 

100, l/，lt， =l の場合の平均時間の数値結果である.この表からも同様なことがし、える.

ここでは同ーのユニットよりなるシステムについて解析したが，異なるユニットよりなるシス

テムについても，同様にマルコフ再生過程を用いることによって解析できることを付記する.
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