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予防保全を伴う待機冗長システムの信頼度解析T

忌 崎 俊

1. 序論

，ì.t..ミ*
t口

システムをできるだけ高信頼度で稼動させるためのいろいろな方策が考えられている.とくに

信頼性理論においては，つぎの 3 つの方策，

( i ) 冗長技術

(ii) 修理保全

(iii) 予防保全

がよく知られている. (i)はシステムの機能が果たせなくなったとき，冗長なユニットを準備し

て，そのかわりをする方策である. (ii)はシステムの機能が果たせなくなったとき，修理を施し

てふたたび稼動させるような方策である. (iii)は一般にシステムは時聞がたつにつれて故障しや

すくなる場合，故障するまえにシステムを点検あるいは修理する方策である.一般に，事後修理

より事前修理のほうが簡単で島り，また修理時間も短いと考えられるからである.以上述べた 3

つの方策はそれぞれ独立に用いられるときもあるが，ここではそれらの 3 つの方策が同時に用い

られるようなシステムを考える.

ここで考えるシステムはか+1)ユニットより構成された待機冗長システムである.時刻 t=O

においてすべてのユニットは稼動状態にあり，そのうちの 1 ユニットを稼動させ，残りの r ユニ

ットを待機させておく.ここで，待機中のユニットはなんら変化を受けないとする.稼動中のユ

ニットが故障したならば，直ちに修理を施 L，同時に待機中の 1 ユニットを稼動させる.一方，

修理の完了したユニットは直ちに待機させるとする.また，修理は同時に最高 r ユニットに対し

てできるとする.そのとき，初めてシステムダウン，すなわち， (r+ l) ユニットが同時に故障ま

たは修理の状態になるまでの時間について研究しよう. このモデルに対しては，すでに Takács

口1] (Chapter 4) , Bar10w  and Proschan [lJ (Section 5.3) および Srinivasan [10J によっ

て議論されている.とくに， Srinivasan [10J は初めてシステムダウンになるまでの時間分布の

Laplace-Stieltjes (LS) 変換およびその平均時聞を binomial moment を用いて与えている.

t 1970年 4 月 21 日受理.

* 広島大学工学部.
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234 尾崎俊治

ここで、は，このモテ事ルに (iii) の予防保全を考えよう.すなわち，各ユニットの故障時間分布が

IFR (8arlow and Proschan [lJ<p. 12>参照)であるとすれば，予防保全を考慮すべきであ

る.また，事後修理より事前修理(点検)のほうが時間的に短いと考えられるので，予防保全方

策を採用することによって初めてシステムダウンとなるまでの時間は長くなるであろう.予防保

全を伴う待機冗長システムに対して，初めてシステムダウンとなるまで‘の時間分布の LS変換お

よびその平均時聞を求める.ここでは，マルコフ再生過程を用いてこのモテ春ルを解析する.マル

コフ再生過程の知識およびマルコフ再生過程とシグナルフローグラフの関係については Osaki

[7J [8J によって与えられている.これらの結果は付録で簡単に述べる.ここでは，これらの結

果を以後の解析に用いる.

2. モデルの仮定

すべてのか十1)ユニットは同ーの機能をもっと仮定する.各ユニットの故障時間は任意の分

布 F(t) に従うとし，また故障したユニットの修理時間は任意の分布 G(t) に従うとする.修理

の完了したユニットは完全にその機能を回復するとする.すなわち， ふたたびその故障時間は

分布 F(t) に従うとする.つぎに予防保全方策として，ユニットの稼動を始めてから(故障せず

に)予防保全のため事前修理(点検)するまでの時間分布を A(t) としよう.また，その事前修

理が始まってから完了するまでの時間分布，すなわち，事前修理時間分布を B(t) としよう.こ

こで定義したすべての確率変数は互いに独立で，また非負であるとする.さらに，待機中のユニ

ットはなんら変化を受けないとし各切換え時聞は瞬間的であると仮定する.

予防保全方策が有効であるため，故障時間分布 F(t) は IFR であると仮定し，また事前修理

は事後修理より時間的に短いとし、う仮定，すなわち， B(t) ~ G(t) と仮定する.

以上の仮定のもとで，時刻 t=O ですべてのか+1) ユニットが稼動状態にあるとき，初めて

システムダウンとなるまでの時間分布の L S 変換およびその平均時聞を求めよう.

3. ユニ'"ト待機冗長システム

まずもっとも簡単な場合として， r=l の場合を考える.この場合には，いわゆる 2 ユニット待

機冗長システムとなる. 2 ユニット待機冗長システムについては指数故障・一般修理のそデ〉レが

Gaver [3J によって解析されている. さらに， 一般故障・一般修理のモデルが Gnedenko et 

al. [4J および Srinivasan [9J によって解析されている. ここでは，保全を伴う待機冗長シス

テムについて解析する. このモデルに対しては，前節で定義した分布 F(t) ， G(t) , A(t) ， およ

び B(t) はすべて任意でよい.

マルコフ再生過程を用いるため，つぎの 4 つの状態を定義する.これらの状態はこのモデルの

ある瞬間を表わす.

状態 So: 1 ユニットが稼動を始め，残りの 1 ユニットは待機させておく.
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予防保全を伴う待機冗長システムの信頼度解析 235 

状態 S1 : 故障したユニットにかわって待機中のユニットが稼動を始め，同時に故障したユニッ

トの修理を始める.

状態 S2 : 事前修理のため稼動中のユニットが事前修理を始め，同時に待機中のユニットが稼動

を始める.

状態 S3: 2 ユニットが同時に故障または修理の状態にある.すなわち，システムダウンを意味

する.

以上述べた 4 つの状態を用いてこのモデルの状態推

移図(すなわち，シグナルフローグラフ)を描けば，

図 l のようになる.さて，このシグナルフローグラフ

の各ブランチゲインを求めよう.

状態 SO においては， つぎの 2 つの推移が考えられ

る.

( i ) 予防保全のため事前修理するまえに稼動中の

ユニヅトが故障する.

(ii) 稼動中のユニットが故障するまえに予防保全

のため事前修理する.

s o S 
3 

( i )の場合には状態 S1 に推移する.そのブランチ 図 1 予防保全を伴う 2 ユニット待機冗長シ

ステムの状態推移図
ゲイン，すなわち， 状態 S1 に推移するまでの時間分

布の LS変換は，

(1)q010)=j:fst(At附)

で与えられる.ここで，一般にある分布 A(t) が与えられるとき ， A(t)=l-A(t) はその残存

分布を表わすとする.

(ii) の場合には状態 S2 に推移する.そのプランチゲインは(1) と同様にして，

( 2) Qo件 jトー内
によって与えられる.

状態 $1 においては，つぎの 3 つの推移が考えられる.

( i ) 故障したユニットの修理が完了した後に稼動中のユニットが故障する.

(ii) 故障したユニットの修理が完了した後に予防保全のため事前修理をする.

(iii) 故障したユニットの修理が完了するまえに稼動中のユニットが故障するか，あるいは予

防保全のため事前修理する.

( i )の場合は状態 $1 へ. (ii)の場合は状態 $2 へ.そして(iii)の場合は状態 S3 へそれぞれ推

移する.上述の意味から，各プランチゲインはそれぞれ，

( 3 )仇1(h j:e叫
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236 尾崎俊治

(4) 仇2住

( 5)ω)=j:fS26叫(t)dF附~ e-st�(t)F(t)dA(t) 

によって与えられる.たとえば， (3)はつぎのように考えればよい.時刻 t=O で 1 ユニットを

稼動させ，同時に故障したユニットの修理を始める.時間区間 (t ， t+dt) の聞に稼動中のユニ

ットが故障する確率は dF(t) である.一方，時刻 t までに修理の完了する確率は G(t) であり，

時刻 t までに事前修理が始まらない確率は A(t) である. よって，時刻 t まで‘にふたたび状態 51

にもどってくる時間分布 Qll (t) は，

(6) Qω=j;G(t比例ω

となる.よって，その LS変換は(3)によって与えられる.

状態 52 においても，同様につぎの 3 つの場合が考えられる.

( i ) 事前修理が完了した後に稼動中のユニットが故障する.

(ii) 事前修理が完了した後に予防保全のための事前修理をする.

(iii) 事前修理が完了するまえに稼動中のユニットが故障するか，あるいは予防保全のため事

前修理をする.

状態 52 に対しでも， (i)の場合は状態 51 へ， (ii)の場合は状態 52 へ，そして (iii) の場合は

状態 53 へそれぞれ推移する.各ブランチゲインはそれぞれ，

(7) qω=j:fstB(t)λ(t)dFω 

( 8) q22ル

( 9 ) 仰山

となる.

したがって，図 1 のシグナルフローグラフのすべてのブランチゲインを求めた.そこで Osaki

[7J [8J の結果を用いて，状態 SO をソース，状態 53 をシンクとして， Mason の公式 [2J を用

いて，システムゲインを求めれば，

(10) qJo(5) 

_ qOl (5) qI3(5) [1-q22(5) J 十 q01 (5)qI2(5)q23(5) 十 q02(5)q23(5) [l-qll(S)J+qo2(5)q21 (5)qI3(5) 
1 -qll (5) - q22(5) + qll (5) q22 (5) - qI2(S) q21 (s) 

となる.ここで，伊O(s) の逆LS変換 φ。(t) がいわゆる分布(すなわち， (ÞO(∞) =1) であるた

めには，

(11) qOl (0) 十 q02(0)= 1 

(12) qll (0) + qdO) + QI3(0) = 1 
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予防保全を伴う待機冗長システムの信頼度解析

(13) q21 (0) + qdO) + q23(0) = 1 

であることを証明しなければならない(付録参照).

また，初めてシステムダウンとなるまでの平均時間は Osaki [8J の結果を用いて，同様に

237 

Mason の公式 [2J により

(1 4) 示。 =ç+qOl(O) [1 三q22(Q)J + qOl (0)q12(0) + q02(0) [1-qll (0) J .十 q02(0)Q2}(0) と
1-qll (0) -Q22(0) + Qll (0) Q22(0) -QdO)Q21 (0) 

によって与えられる.ここで，

ω5=j:tλ(州t)+j:tFMω

である.

とくに，事前修理までの時聞を一定とすれば，すなわち，

ー
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と仮定すれば，

ω5=j:F(t) 

となる.各ブランチゲイン Qij(O) もんの関数として表わされる.この場合，平均時間 TO は

んの関数となり ， F(t) が 1 F R でしかも B(t) ミ G(のであることに注意すれば， T，。を最大に

する適当な to が存在するはずである.しかし，解析的に最適なんを求めることは困難である.

したがって， F(t) , G(t) ， および B(t) を適当な分布に定めて ， to の関数として T。を計算して

数値的に求めるほうが簡単である.

特別な場合として， to →∞(一般の A(t) に対しては A(t) 三 0) とすれば， すなわち， 予防

保全を考えない場合は，

(18) 伊o(s) =一 q1ol-(てsq)一uq(d一s)一s)ー

(19) fb=1+ 
ええ[1-Qll(O)J

となる.ここで)

(20) 川
。

(21) 川)= [etGωdF(t) 
。

(22) 印(s)= [e-stC(t)dFω 
。

(23) 山 j∞dか
。。

によって与えられる.これらの結果は Gnedenko et al. [4J および Srinivasan [9J の与えた
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238 尾崎俊治

ものと一致する.

4. r=2 の場合

前節で議論した r=l の場合の 2 ユニット冗長システムに対しては， G(t) および B(t) はと

もに任意の分布と仮定しても解析できた.しかし r が 2 以上の場合には最高 T ユニットを同時

に修理できるということから， 修理時間分布 G(t) および事前修理時間分布 B(t) ともに me

moryless property をもたなければならない.すなわち，

(24) G(t)=l-e-内 t

(25) B(t)=1-0'2t 

と仮定する.そのとき ， B(t) ;;:: G(t) なる仮定は μ1> f.l 2 で置き換えられる.

この γ=2 のモデ、ルに対して，つぎの 7 つの状態を定義する.

状態 So :ユニットが稼動を始め，残りの 2 ユニットは待機させておく.

6 
0 

S6 

図 2 予防保全を伴う 3~ ニット待機冗長システムの状態推移図 (r=2)
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状態 SI : 故障したユニットにかわって待機中の l ユニットが稼動を始め，同時に故障したユニ

ットの修理を始める.残りの l ユニットは待機させておく.

状態 S2 : 事前修理のため稼動中のユニットが事前修理を始め，同時に待機中の 1 ユニットが稼

動を始める.残りの l ユニットは待機させておく.

状態 Sa : 待機中の 1 ユニットが稼動を始め，残りの 2 ユニットは修理中である.

状態 S4 :待機中の 1 ユニットが稼動を始め，残りの 1 ユニットは修理中でありユニットは

事前修理中である.

状態 S5 :待機中の 1 ユニットが稼動を始め，残りの 2 ユニットは事前修理中である.

状態 S6: 3 ユニットが同時に故障，修理または事前修理の状態にある.すなわち，システムダ

ウンを意味する.

このモデルの状態推移図(シグナルフローグラフ)は図 2 のようになる.このシグナルフロー

グラフの各ブランチゲインを求めよう.

状態 So においては状態 SI または状態 S2 に推移できる.それらのブランチゲインは，

ω qOl(S)= 

(27) qω 

となる.

状態 SI においてに状態 Sjt 状態 S2 ， 状態 Sa ， あるいは状態むに推移可能である.それらの

プランチゲインは，

側 q12(h j:ESE(1-mt)Aωω 

ω ω)=j〉-st(1一川F(t)dA

側のs(5)=j:61264wω

削 q14(S) =: 

となる.

状態 S2 についても同様に，

ωq21(h j:fst(1-672MOR(t) 
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制印(5)=j:山内tλωFω
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240 尾崎俊治

ω 仇s(供 j:fstmポ山

となる.

状態 S3 については 2 ユニットが同時に修理中である. 時刻 t までに z ユニット (i口 0 ， 1 ， 2)

の修理の完了する篠率は，

(臼紛6) (げω?り) (令t山
でで、あることに註意すれば，各ブランチゲインは，

(37) qωzj:FUG-川2Ãω

〈紛 qS2〈hj:m-rpzt市〉必ω

f∞ー 12\
(39)qss(s)=toe 叶 1 )e-内t(1 -e-内t)A(t)dF(t)

(40) 拘併じ-st(� )e-PlfCl -e-Plf向ωω

(41) q36ル

によって与えられる.

状態 S4 において誌 1 ユニットが修理中であり 1 ;:2.ニ?トは毒事諮修理中である. したがって，

状態 S3 とほぼ問様な考え方により，

(紛 q41(h j:PEG-rP1t)(I-m州

〈紛仇2ル

(44) 仰(炉心-Sle-Plt

く45) q..(がじーり

(46) 仇5伽

(47) 和住

を得る.

状態 S5 においては 2 ユニットが同時に事前修理中であるから，状鰻 S3 と同様にして，

〈紛れi印
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(49)q52(hj:ρ(1 -e-P2州)dA(t
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となる.

したがって， このモテツレに対するすべてのブランチゲインを求めたので，状態 So をソースお

よび状態 S6 をシンクとして， Mason の公式を用いてシステムゲインを求めればよい.しかし，

このモデルのシステムゲインを求めるのは解析的には大変複雑である. たとえば，状態 So から

状態 S6 への径路 (path) の数は26存在する. 同様に，平均時聞を求めるのも大変である.しか

し，付録で述べてあるように， L S 変換および平均時間についても数値的に解くにはむしろ連立

1 次方程式を解いたほうが効率がよい.とくに，平均時間については，無条件平均はすべての t

に対し，

ωfs=j:tA仰

となる.したがって ， ç; のかわりにさと書く.とくに， A(t) が単位分布の場合，すなわち，

(16)の場合には，

(ω5=j;oF(t) 

となる.

to →∞の場合には予防保全を考えないモデ、ルとなる. このモデルのシグナルフローグラフは

図 3 のようになる.この予防保全を考えないモテ'ルはすで

ており，伊机o(S) および T九0 が与えられているのでで、， ここでは省略する.

S 
6 50 

図 3 予防保全を考慮しない 3 ユニット待機冗長システムのシグナルフローグラフ (r=2)
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5. r=3 の場合

r=3 の場合も前節同様に G(t) および B(t) は指数分布を仮定しなければならない. このモ

デルの状態はおから Ss までは前節と同様であるが S6 から SJO まではつぎのように定義する.

状態 S6 :待機中の 1 ユニットが稼動を始め，残りの 3 ユニットは修理中である.

状態 S7 :待機中の 1 ユニットが稼動を始め，残りの 2 ユニットは修理中でありユニットは

事前修理中である.

状態 Ss : 待機中の 1 ユニットが稼動を始め，残りの l ユニットは修理中であり 2 ユニットは

s o 

図 4 予防保全を伴う 4 ユニット待機冗長システムのシグナルフロ{グラフ (r=3)
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事前修理中である.

状態 S9 : 待機中の l ユニットが稼動を始め，残りの 3 ユニットは事前修理中である.

243 

状態 S10: 4 ユ品 γ トが局時に故障，修理または事前修理の状態にある. すなわち， システム

ダウンセ意味する.

このモデルのシグナルフローグラフは図 4 のようになる.この図はすべてのブランチを描いて

はいないことを注瀧しておく(実際には， S8• S2 , S5• S10 S6• 52 , $6• S" 57• 52, 57• S5 , $8• $10 

$8• S8 , 5参→51. および $9→5，のプランチが存在するが，これらのブランチを播くと多くの線が重

なり複雑になるので省略する). 各プランチゲインも間様に求められるが，長くなるので省略す

る.このモデルに対しでも Mason の公式を用いるよりは直接に連立方程式を解くほうが数値

計算のうえでは簡単である.この事実は LS変換についてもまた平均時間についても問様である.

とくに，予訪保全会考えない場合には，密 5 のようになり， Srinivasan [lOJ の求めた結果と

一致する.

5 o 5
10 

図 5 予防保全を考慮しない 4 品ニット待機)L:!発システムのシグナルフロ{グラフ (r口 3)

6. 結論

この論文では (r十1)ユニットよりなる待機JL長システムについて， 予防保全を考慮したモ

デルの初めてシステムダウンになるまでの時間分布およびその平均時間について求めた.現実の

システムにおいても，一般に故欝時総分布は IFRであることが多いので，ここで述べたような

予防保全を考えるべきである.とくに，システムダウンを避けるための予防保全方策は実際のシ

ステムの保守の問離としては重要な問題であり，さらにいろいろな分野で適用可能で噌あみ

ここでで‘述ベたモデルはすで

E点1泌iqt出1詑苦s を用いて解析されている.しかし， Mine and Asaku回〔むの結果は大変複雑であり，

手順が示してあるのみである.この論文ではマルコブ再生過程によってこのモデルを解析で、きる

ことを示した.マルコフ再生過程を用いれば T が増すにしたがって，対応する状態とブランチ

ゲインを付け加えることによって同様に解析できるので大変便利である.また， L S 変換および

その平均時関もともに再様な手続きで計算できるので大変便科でるる. さらに r=l のモデル

に対しては G(t) および B(t) がともに任意の分布を仮定しでも解析できることをこの論文で示

した.

保全を伴う 2='- 品ット待機冗長システムのもう l つの興味あるモデルが三根，尾崎，朝食店]

によって解析されていることを付記しておく.
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付 録 1 

マルコフ再生過程およびシグ、ナルフローグラフについて簡単に述べる. マルコフ再生過程はマ

ルコフ連鎖と再生過程とを一般化したものであり，状態聞を推移する確率過程である.有限の状

態 So ， SI> SN と番号付けしよう. 状態んから状態打への推移確率を PU で表わし，状

態 S; にあるときつぎの状態 Sj へ推移するまでの滞在時間分布を F;j(t) で表わすとしよう. さて，

(A 1 ) Q;j(t) = pijF;j(t) (i ， j=O ， l ， ・・・・ ， N)

と定義する.そのとき，

(A 2) Q;j(O) =0 

N N N 
(A 3) ~ Q;j(∞)= ~p;jF;j(∞)= ~ P,j=l 

j=O j=O j=O 

となることは明らかである. さらに，

N 
(A 4) H;(t) = ~ Qij(t) (i=O ,... ., N) 

を定義する. この H;(t) は状態んにあるときつぎのどこかの状態へ推移するまでの時間分布を

表わすので，無条件分布とよばれる. その平均時間を，

(A 5) tz=j:tmzω=20jH21(t) (i=O , 1,... ., N) 

で表わす.

さて， らを吸収状態として，他の状態を過渡状態としよう. そのとき，時刻 t=O で状態 Si

(i=O ， ・・・・ ， N- 1) を出発して時刻 t までに状態 S，y に初めて到達するまでの時間分布を φi (t)

で表わせば，

N-l 
(A 6) a(hQsN(t)+591(t) 叫(t) (i=O , 1,... ., N- l) 

となる. ここで、， *はたたみこみを表わす.φi(t) の LS 変換を ~i(S) および Qij(t)

換を qij(S) として， (A 6) を LS 変換すれば，

(A 7) 
N-l 

少i(S)= qiN(S) 十~ qij(S)約 (S)
j=O 

の LS変

となる. NX1 ベクトルタ(S)=[~i(S)J ， qN(S) = [qiN(S) J および NxN 行列 q(S) = [qij(S) J 

を定義して ， ~(s) について解けば，

(A 8) 伊(S) = [1-q(s) J-1qN(S) 

となる. したがって， ~(s) は上式により計算できる.

一方， (A 8) の約 (S) (i=0， ・・・・ ， Nー1)を求めるためには状態 Si をソース，状態 SN をシ

ンクとして， システムゲインを求めればよい (Osaki [7J [8J). 

さて， φi(t) の平均時聞を，

(A 9) 
f∞ d，伊 ， (S) I 

Ta=to峨(t)--vγ Is=o
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としよう. (A 7)を s について微分 L，符号を反転して s=O とおき，さらに (A 5) および

(A 9) を用いて書けば，

N-l 

(AlO) Ti=~i十五恥(O)Tj (i=O， I ， ・・ ， N- l)

となる. したがって，平均時間についても同様にシグナルフローグラフを用いて求めることがで

きる.さらに，高次のモーメントについてもシグナルフローグラフは適用できる (Osaki [8J). 

付録 2

付録 1 で、求めた φi(t) が分布 (φi(∞)=1) であるためには，すべての i (i=O, 1 ，・・・.， r) に

対して (A 3) が成立することを確かめなければならない.ここで、述べたモデルは一般に，

タ十∞∞一

(A 11) L; Qij(O) = , A(t)dF(t) + , F(t)dA(t) 
;=0 .0 .0 
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一

= 1 (i=O ， I ， ・・・・ ， r) 

となる.よって， (A 3) が成立することが証明された.また，すべての (i=O，・・・ー ， r) につ

いて，

(A12)Et=j〉(t)dF仙 Cttω州)

となることも明らかである.
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