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Iteration による最小自乗法の解法とある領域に
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1. 序論

A== (aij) を mXn 行列， A* を A の転慣行列， x= (Xj) および x* をそれぞれ n 次元列お

よび行ベクトノ1--， b= (b;) 主r; m次元列ベクトル Rn を刃次元 Euclid 空間とする. またAの

rank が n であるとし m>n とする.

このとき

m n 
E(x) =,E (,E aijXj-bj)2 

i=l j=l 

の値を最小にする x=.xeRn を求める方法は最小自乗法として知られている.第・ 2 節でのべるよ

うに， x=x は方程式 A*A去口A吋で与えられる.この論文では 1 つの領単な it号ration を行な

うことによって ， x::::μRn が得られること合第 3 節で示す.さらに R" のある部分集合Bの中で

E(めの値を最小にする解が存在することを第 4 諦で証明する.他方， xeB の場合にこの itera.

tion が B の中で E(x) の値を最小にする解を求めるのに応用できることを第 5 節で示すー 第 6

節では，第 3 節の iteratìon についての注意および数値例をのベる.

2. 最小自乗法

まず，準備と Lてつぎの補助定理 l および 2 から始めよう.行列A の rank を rank(A) とお

くことにする.

補助定浬 1. rank(A) =rank(A*A) =rank(AA*A). 

証明. rank (A) = rank (A* A) が成り立つことはよく知られているから. rank (A*A)=rank 

(AA*A) が成り立つことを示す.それは

X1= {xIA*Ax口O}.

Xz= {x' AA*Ax=O} 

とおくとき X1 =X2 であることを証明すればよい.任意のがX1 に対して A氷Ax=O， したがっ
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夫竜悶野226 

て AA*A.x=O. ゆえに .xôX2 ・
逆に任意の .xôX2 に対して AAホA.x=O，

の成分はすべて実数であるA*A.x したがって， .x水A円AAネA.x) =0， すなわち IA*A.x ' 1 2 =0.

ゆえに .xôX1・(証明終り)ことヵ、ら A*A.x=O.

mXπ 行列Aの rank が π であるとして補助定理 2.

m n 
E(.x) 三.!A.x-b?= I: (I: aij.xj-bY 

の値を最小にする .x=.i':ôRn は方程式

A*Ax=A*b (2.1) 

をみたし x= (A*A)-lA叩で与えられる.

さらに任意の .xôRn に対して

E(.x) -E(x) = A(.x-x) 112 (2.2) 

および

E(.x) > E(.x) , .x キ 2(2.3) 

が成り立つ.

笹明. E(.x) -E(x) 

= 1 A.x-bI2-:1 Ax-b 1,2 

=;1 Ah+Ax-b 1.2-.! Ax-b 112 

= Ah ,12+2(h , A本(Ax-b)) ，

ま Tこここに h=x-x であり， (, )は内積をあらわす.

1 ôE(x)_~_ r~ 
-・一一一一=I: aik(I: aijxj-bi) 
28zk z=l j=1J J 

n m m 
= I: (I: aikaij)Xj-I: aikbi 
j=1 i=1 i=1 

(k=1 ， 2 ， ・・・・ ，n) =0 

が成り立つことから

AホAx-A*b=A*(Ax-b)=0 

が得られる.補助定理 1 が成り立つことからこの方程式を解けば;i.= (A*A)-lA吋.

ゆえに

E(.x) -E(x) =!I Ah /+2(h , 0) 

=jIAh!i2
• 

いま h= .x-xキO のとき

E(.x) -E(x) =' Ah ';2ニ O

であるとすれば h キ O に対して Ah=O.

これはAの rank が π であることに矛盾する.

したがって (2.2) より
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E(x) -E(x) > o. x キ x. (証明終り)

3. Rn の中での iteration

方程式 (2. 1)を解かないで E(x) の値を最小にする x=x.Rn を求めるのに反復手I1頂

(3.1) Yk+ 1 =Yk-a (A*AYk-Aキb) (k=O. 1. 2. 

を任意の適当に選ばれた初期値 Yo に対して行なう. ここ』こ À ~土

(3.2) え=一一-­m n 
L:; (L:; aリ2)
i=l j=l 

によって定められる正数である.

成り立つ.

このとき. (3. 1)によってきまる点列 {YÚ に対して定理 1 が

定理 1. mX η 行列 A の rank が n であるとして. (2. 1)および (3.2) のもとに (3.1) によ

ってきまる点列 {yÚ に対して

(3.3) E(Yk+l) 壬 E(Yk) (k=0.1.2, • ・・・)

および

(3.4) 11 Yk+l-X 11 ~玉 M!IYk-x!' (k=0.1.2. ・・・・)

が成り立つ.定数 M (0 ~玉 M< 1) は証明の中で決定される.

(3.3) の柾明 . hk=Yk-X とおけば

hk+l=Yk+l-X=ん -ÀA*Ahk

が成り立ち， したがって (2.2) を用いれば

E(Yk+l) -E(Yk) 

= {E(Yk+l) -E(x)} 一 {E(Yk)-E(x)}

=:: Ahk+l 2ー 1 ，Ahk ,i2 

: Ahk-ﾀAA*Ahk '2_: Ahk j2. 

ゆえに

(3.5) E(Yk+l) -E(yﾙ 

=11 AA*Ahk :1 2À2 ー 21AネAhk ', 2À. 

補助定理 1 が成り立つことからんキ O に対して , AA* Ahk :[2 > O. 
また Schwarz の不等式より

m n 
I;AA*Ahkl: 2 壬 (L:; 0::: ai/)) ・ 'A*Ahk 1.2 

が成り立つので A は

2" A*Ahk .12 _2! A叱4向2
0< えく 一寸弓云子~

1 AA*Ahk ,j2 υ七引'Apk}

ん =|lhh l! 」与 hk '1 Pk. 
I1 hk :i 

, Pk [' =1 
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とおく.えのこの範囲の値に対して (3.5) より

E(Yk+l) 孟 E(Yk).

(3.4) の証明 . hk+l =hkーん4ホAんであることから

1 hk+! 2= hk 1:2-2 Ahk 1: 22 十: A*Ahk l22 , 

すなわち

I hk+l ,2_ i hk ',2=: A*Ahk '1 222ー 2 1 Ahk 22 

/ A*Ahk;2 ,. ~ '1 Ahk 12¥ =(一一一一子ー』2-2 -j ぇ)・ I hk .2 ¥!1 hk !j2 ~ :, hk i 2 --; 

=( A*APd222-2i' Aρk な) . 1 hk 12. 

また Schwarz の不等式より

iA*Apk!2寸 Ap止 j2

が成り立つことから

il hk+l i 2_ , hk i,2 ~ C APk i 22-2 i APk 1 22) ・ i hk I? 

したがって

=(一 mi: ケA2 ー}・ lん， 2 
L: (L: a,/) , 

川 12( 剛 l'APk2 ) ~ (1 一一 )・ I hk 12 
、

L: (L: a;/) , 
;=1 j=1 

一方， "Ap' は compact set {p Iρ1 =1} で連続であることから

K =minl Ap i ,2 

!ρ=1 

を満足するKが存在し， しかも補助定理 1 が成り立つことから ， K>O. 

17_ 19....... (.. K I 7_ 19 

~ hk+l 1 2 豆 \1 m n ) • 1 hk 1
2 

iE351GZJ2) 

L 、ま

M=./l---.n f 
V L: (L: ai/) 

とおけば， Mは O 豆 M<l をみたし

hk+l 三五 M[I hk !!. (証明終り)

4. 領域Bの中での解の存在

B= {X Xl ~ 0, X2 ~ O. ・・・・ ， Xn ~ O} 

とおく.

よって
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定理 2. (解の存在定理). mXn 行列Aの rank が η であるとして， (2.1) のもとに領域Bにお

いて ， E(x) =!I Ax-b 1: 2 の値を最小にする x=xo は

(1) xεB なら i'Í XO=x である.

(2) xeRn-B ならば Xo は B の境界上に存在する.ここに Z は (2.1) の解である.

恒明. (1)の場合は (2. めから明らかである . xeR'-B ならば z。は B の内点にはなり得ないこ

とを示そう. かりに z。が B の内点であるとすれば、，線分 xXo が B の境界と最初に交わる点

を y として

p=xo-x, 

q=y-x 

とおけば，ベクトル p， q は同一直線上にあって q=ゆを満足する a (0 <α< 1)が存在す

る. (2.2) を用いれば

E(y)-E(x)=11 Aq;2 

=IIA(ゆ)12 

= 1 a i~ . I Ap . 2 

<IIApI,2 

=E(xo)-E(x). 

ゆえに E(y)< E(xo). 一方， y の定義により B の境界を àB と書けば， ye滷 c B. 

ゆえに x=xo は領域 B において E(x) の値を最小にすることはない. したがって z。 は B

の内点にはなり得ない.

つぎに Xo が àB の中に存在することを示そう.いま ， E(x)=C とし，二次形式

(1) C =E(x) + 11 Ah 112 

=E(x) 十h*A*Ah，

h=x-x 

を考える.Aの rank が n であることから実対称行列 A*A は positive definite である.それ

ゆえ，ある適当な正則変換 h=D-1h によって

(2) h*A*Ah=h*D*A*ADh. 

いま ， Àj (j =l ， 2 ， ・・・・ ， n) を A*A の固有値とするとき

(ωω3ω IY 

Aんj> 0 (j=l ， 2乙， ...., n) 

が成り立ち(1) ， (2)および(3)によって

C
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一
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二次形式(4)は x=x を中心とする楕円面群をつくる. Cの値を次第に増加させたとき，この楕

円面が àB と最初に共通点 Xo をもっとき ， x=xo が領域Bにおいて E(x) の値を最小にする解

であり，このときの Cに対して， 11 Axo-b 11 2 =C が成り立つ. (証明終り)
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5. 元が B に属する場合の第 3 節の iteration

第 3 節では !isRn および YkεRn(k=O， 1 ，ぉ.. .・)の場合における反復手順 (3. 1)を考え，そ

の結果として (3.3) および (3.4) の不等式関係が成立した.ここでは E が β に爆する場合の

iteration について考える.

(1) 乏が B の内点である場合.

(3.4) の不等式関係から適当な正数 No が存在して ， k ~主 No であるすべての k ìこ対して

(5.1) Yk� 

が成り立ち

(5.2) limYk=x 
k-∞ 

であることがわかる.

(2) !i が B の境界点℃ある場合.

これを 2 つの場合にわけて

(A 1) 任意の正数Nに対し k(~N) が存在して YkeB である場合には YkeB をみたず点列

{Yk} の部分列 {Yn.} をとる.そのとき

および

Y叫εB (k=1.2. …..) 

limy吋 =!i.
k咋∞

E(:r) の連続性から住意の正数 ε に対して正数 N1 と δ が存在して k ~三 N1 であるすべての

k g;こ対して

Y吋-X <li であるから E(Yd)-E(!i) <e 

が成り立つ.

(Aのある十分大きい正数 N2 が存在して . k ~N2 であるすべての k に対して . YksRn-B 

である場合には，ベクトノレ仰の成分のうち魚である成分をすべて 0 でおきかえたベクトルをタ

とすれば

! ÿk- .i，: く I~Yk-x:1 

が成立する. (3.4) の関係式から正数 Na が存在して k ~N3 ならば

i[Yk-X' く 8 であるから E(Yk)-E伝)くふ

いま . N4口押la:r(N2 • Na) とおけば是~N4 であるすべての是に対して

(5.3) ﾝks� c B 

および

(5.4) ,\ Ýk-!i j く 5 であるから E(ぉ)-E位〉く ε.
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6. 第 3 節の定理 1 についての注意および数値例

(6. 1)川+1=川-p(AキAYk-A*b)

(k=O. 1 ， 2，・・・・)

なる iteration を考える.第 3 節の定理 1 の証明をみると 0<μ<2えをみたす ρ に対しては

(6.2) 0 く μ く 211A*Apk 112 
I! AA* APk 1,2 

および

(6.3) 2 '[ APk 112 
0 く p く一一一一ーす

ilA*i志向 1:

が成り立つこと(土明らかであるが， μ ミ;;: 2..:1なる μ に対しても (6.2) ， (6.3) が成り立つことが

ある.これ(土行列Aに関係するものである.

A b 

.6731 一 .4135 .7213 .1783 .6471 

2948 .5326 ー .3471 . 8272 .2538 

. 1238 .3267 .5197 .2690 .8933 

一.6292 .9235 .3578 . 4275 . 2283 

.7530 . 1497 .2193 一 .1976 .1009 

.8105 一. 1215 .7068 .5320 .3478 

なる 6 x 4 行列A ， 6 次元列ベクトル b に対して (6. 1)の反復手順を初期値

Yoネニ(ー1. 000, -1. 000, ー1. 000, -1.000) 

として本学の電子計算機 OKITAC-5090C を用いて計算した.μ =tえとしてを O. 1 から 4.0

まで 0.1 きざみで変えたとき， t=3.5 に対する iteration (6. 1)，すなわち

川+1=Yk-3.5..:1 (AホAYk-A*b)

を採用するのが最良であることがわかった.

このとき

Ykネニ (.0967 ， .1299, .6030, .3161) 

となり，ペホAæ=A*b の解

æ*=(.0967 , .1299, .6029, .3160) 

とほとんど一致している.

終りに，この研究をまとめるにあたり，富山大学文理学部数学教室の田中専一郎教授には終始

ご指導をいただし、た.また九州大学理学部数学教室の工藤昭夫教授には二，三のご注意と激励を

いただし、た.また第 6 節の数値例は本学の応用数学科の浦山和子助手によって計算されたもので

ある.ここに両教授および浦山和子氏に深く感謝の意を表わします.
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