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Batch Size が待ち呼数に応じて確率的に

変化する Bulk Service Queue の解析↑

キナ 尾

1. まえがき

洋*

最近いちじるしい発展をとげている電子的情報処理系では，技術の進歩にともない種々の新し

い処理方式が採用されている.このため，系で呼の処理される様相は，従来のものとかなり異な

り，待ち行列問題に対しても各種の新しいモデルを提起している.この報告で解析するモデ、ルも

その 1 つで，現在，実用化段階にある電子交換機の制御系に関するトラヒック問題から生じたも

のである.

一般に，この種の制御系では系にクロックが内蔵され，処理が一定時間おきになされる(周期

処理).すなわち，系が空のときに呼が到着しでも，その処理が直ちに開始されず，通常の待ち行

列モデルとは若干異なってくる.

また，制御系では複数個の制御装置が多種の呼を共通に処理するため，複数扱者の待ち行列モ

デルと見ることができる. しかし，複数個の装置は前述のクロックにしたがって，一斉に処理を

開始し，また終了する. このため 1 つの処理装置が同時にいくつかの呼をまとめて処理する方

式ともみなされ，待ち行列理論でし、う集団処理 CBulk Service) モデルに相当する. しかし，制

御系では種類の異なった呼を扱い，しかも装置の構造上，同一種類の呼を同時に処理することは

許きれない [8J [9J. このため 1 周期内に処理される呼数は，待ち呼の内容に応じて変動する.

しかし，この変動の様相を正しく把握しようとすると，待ち呼の内容を詳細に調べなければなら

ない.そこでつの近似として，待ち呼の内容までは立ち入らず，処理呼数が待ち呼数だけに

関係して確率的に変化するものとする. これは， “パッチサイズが待ち呼数に応じて確率的に変

化する集団処理"の待ち行列モデルとなり，パッチサイズが固定された通常の集団処理モデルと

は異なってくる.

集団処理モデルについては，今までにも若干研究がなされている. この報告に関連してそれら

を概観すると，以下の通りである.

まず，最も基本的な集団処理モデルは，パッチサイズ S を固定したもので，子~. Bailey によっ

t 1969年 7 月 17 日受理.

骨 日;本電信電話公社電気通信研究所.

34 

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



Batch Size が待ち呼数に応じて確率的に変化する Bulk Service Queue の解析 35 

て研究されている [1J [3J. このモデルで、は，処理開始時点の待ち呼数が S以上であれば，待ち

呼をことごとく処理する.これは，船やパスなどに例がみられ，集団処理待ち行列の 1 つの基本

的タイプ1) である. しかし，パッチサイズが固定という条件は次第にゆるめられ，以下の拡張モ

デルが考えられている. 1 つは，パッチサイズを確率変数とする方向で，他は系の状態に依存す

る関数とする方向である.前者では，パッチサイズが系の状態とは無関係に，ある特定の確率分

布にしたがうとする [5J [14J. この例はパスの途中駅やエレベータの途中階における乗車の状態

に見られる.また，後者では，パッチサイズが待ち呼数など，系の状態に依存するとするが，そ

の変動は確率的でない.この例は，処理側が系の輯轄状態に応じて処理能力を制御する場合に見

られる.後者は，次の考え方に立つ.一般に，処理を受ける側はなるべく待ち時間を少なく，処

理を与える側はできるだけ手空き時聞を少なくすることが望ましい.しかし，両者は互いに相反

するので，この折衷として，処理能力を待ち呼数に応じて変えるのである.処理能力を変えるに

は，各回のサーピス時聞を変えるか回の処理呼数を変えるかが考えられる. しかし，いずれ

の場合も“処理が系の状態に依存して変わる" (State dependent) モデルとなり，解析はかなり

困難となる.事実，この方面の研究は比較的少ないが，集団処理モデルに関しては，処理時聞が

待ち呼数によって変化する場合 [15J. バッチサイズが待ち呼数により 1 単位増加する場合 [14J ，

階段関数的に S個まで変化する場合 [12J などが報告されている.

この報告では，周期ごとにパッチサイズが待ち呼数に関係して確率的に変化する場合の集団処

理待ち行列モデルを解析 [10J する.

2. では待ち行列の観点からモデルの設定をおこない. 3. では待ち呼数の解析を. 4. では待ち周

期数2) の導出をおこなう.また. 5. では簡単な'例題について数値計算の結果を与える.なお，付

録ではこの解析の特殊な場合として，従来の解析結果が導かれることを示す.また，母関数の分

母の零点に関する考察，平均系内呼数の計算過程など，本文中の記述に対する補足をおこなう.

2. 待ち行列モデル

ここでは，問題を待ち行列モデルとして具体的に規定し. 3. 以下の解析に備える.

時間軸上に一定間隔でタイム・マークをつけ，この間隔を周期と呼んで時間の単位にとる.ま

た，タイム・マークを周期時点と呼ぶ.

呼の到着は，パラメータ A のポアッソン過程とし周期内に n個到着する確率 p.. を，

(2.1) P帰 =e-'Àn/n!

とする.待ち行列は到着順に作られ，処理は先頭からパッチで、なされる.このモデルを，ランダ

ム到着・順番処理と呼ぶ. これに対し，周期時点直前に集団到着し，集団内ではランダムに，集

団間で、は到着]1原に順序のつけられたモテ事ルを，集団到着・ランダム順処理と名づける.すると，

1) 他のタイプは，各回つねに S 個処理するとし，待ち呼数がS 個以下のときは， S 個になるまで処理を延

期するタイプである [4J. 工場における集中処理作業などにその例がみられる.

2) 待ち周期数については 4. に説明される.

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



36 村尾 洋

周期時点の待ち呼数分布，および待ち周期数分布は，いずれのモデルで、も同じである.よって，

以下の解析は集団到着・ランダム順処理にも適用される.

処理は周期時点から始められ，どの呼も 1 周期で終了する. 1 回に処理される呼数は，その時

のパッチサイズにより異なる.周期時点直前の待ち呼数を確率変数Q，その実現値が q のときの

バッチサイズを S(q) と表わす.ただし， S(q) は一般に確率変数で， S(q) =i (i=O , 1 ， ……，め

となる確率は bi(q) で与えられるものとする . bi(q) は q によって定まる任意の確率でよいが，

固定のNに対して bi(q) =bi(N) , q ミN が成立すると仮定する.これは，待ち呼数 Q がN より

大きくなると，パッチサイズが一定の確率法則で定められることを意味する.Nは任意にとるこ

とができる(ただし ， S Vこ対しては， N>S とするのが自然、であろう)から，この仮定はモデル

の一般性を失わせるものではない.また，パッチサイズを待ち呼数より大きくとるのは無意味で

あるから ， Q<S のときは， 0 から Q までの間で変わるものとする.これらを式で表示すれば，

(2.2.1) Prob. {S(q)=i}=rb~(0)=1 ， i=O , 
0, iキ0 ，

q=O 

(2.2.2) Prob. {S(q)=i}=rb~(q) O~玉 ì~玉 q ，
1;;:玉 q豆S

0, q<i , 

(2.2.3) Prob. {S(q)=i}=rb~(q) ， 0;;:玉 z 三~S ，
S三五 q~玉N

0, S<i , 

(2.2.4)Prob.{S(q)=i}= 「1bz(q2)=bz(N) ， 02三 i孟S
O, S<1 NZ玉 q

となる.ただし，確率分布 bj(q) には 2 次までのモーメントが存在するものとする.

3. 待ち呼数の解析

系に統計的平衡状態があると仮定して，周期時点、における待ち呼数分布を求める.記号をつぎ

のように定義する.

πq • 周期時点直前に q 呼待っている確率

II(z) :πq の母関数で

(3.1) II(z) = L. πqzq 

μ1 周期内に n 呼到着する確率で，式 (2.1) で与えられる.

K(z) :れの母関数で

(3. 2) K(z) = L. pnzn = e-l(I-8) 

bi(q) : q 呼待っているとき，バッチサイズが i となる確率で，式 (2.2. 1) -(2.2.4) の条件を

みたす.

相続く 2 つの周期時点直前における待ち呼数の推移を考察すると，

r s " (N  S , 
II(z) = I L. πqL. bi(q)zq-i IK(z) +~ L. πq L. bi(q)zq-i IK(z) 

Lq=O i=O .J ¥q=S+l i=O J 
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「∞ S , 
+1 L: πq L: b;(N)zq-; IK(z) 
Lq=N+l ;=0 .J 

=K(z)[詰。πqbω-;+よπq 主んω

+主ム山恰πqzq一三川]

=ぬ) [z-s{台。πq主ふ(が

+z-SL=急戸主b;(が+q-' ー

+ぺ主b;(N)zS-;fl白

が導かれる.両辺に z'/K(z) をかけて整理すると

N S 
L:1Z'qL: b; (N)ZS+q-1 ト
q=S+1 ;=0 

37 

る πqf さーん(ψ叶tーさ b;(N)れ-;1+ さ πq 去 {b;(q)-b;(N)}z吋t
(3.3) fl(z)=..!l.=ot g=IJ i=os  j q=s+li=o 

zS/K(z)-L: b;(N)zS-; 

が得られる. ここで)

(3.4) B(k , q ; z) = L: b;(q)zS-; 

とすれば，式 (3.3) は

(3.5) fl(z) 

N-l 
2πqzq[B(q ， q ; z) -B(S, N; z) ] 
q=0 

zS/K(z)-B(S , N; z) 

とかかれ，待ち呼数に対する母関数が未知確率 πq(q=O， l ， …… ， N-1) を含んで求められた.

なお， このモデルは N. Bailey のモデル， N. Jaiswal のモデル， およびさきに筆者らによっ

て解析されたモデル(待ち呼数によりパッチサイズが階段関数的に変化する)などを含む極めて

一般的なモデルに対する母関数である.

事実，各モデルにしたがって，パッチサイズの確率 b;(q) に条件を加えると， それぞれに対応

する母関数が導かれ，既出の結果と一致する(付録 1 参照).

式 (3.3) 中にはN個の未知確率 π0'πl' ……， πN-1 が含まれているから， これを求める. まず，

式 (3.3) の分母にルーシェの定理を適用すると z の単位円内にほ-1) 個の零点を持つ.3) これ

を Zl' Z2' …・・・ ， ZS-1 と表わす. 一方，分子は z の (N-1) 次式であるから ， (N-1) 個の零点を

持つが， その中の (S-l) 個は同じ単位円内で分母と零点と一致しなければならない. したがっ

て，

(3.6) 三πベ主以q (j=1 , 2, …… ,S-l) 

が成立する. また， 母関数の性質から

付録 2 参照. b，(N)キ0 ならば (Sー 1) 個の零点は重ならない.
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(3. 7) 

J2三1υπ戸バrt b;似zバ(ωqρ)Zs-;-一去 b久州zパ(仰N)zS-ト-
fl(οl)=lim -.!1 ~O Lυt=40s2戸=0o J 

• zS/K(z)- L:, b;)N)zSつ

N-l 

2πq[b(N) -b(q)J 
_ q=O 

b(N) ー』

となる.ただい待ち呼数 π のときの平均パッチサイズを b(n) と表わし，

I L:, ib;(π) ， 0;;五 n<N

(3.8) b(m)=~ S 

I L:, ib;(N) , n ミ~N

なることを用いた (i>S に対して ， bi(n)=O であり ， n~N ならば， π>S である).式 (3.7) 
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と書きなおされる.これは 1 周期の処理呼数が平均到着呼数に等しいことを意味し，統計的平衡

状態のもとでは当然である.式 (3.6) と (3.9) で与えられる S個の l 次式は互いに独立である

が，一般に
N>S 

であるから，未知確率を求めるには不十分である.

いま， πq に対し q=O から q=N-S-1 までの (N-S) 個の方程式を作ると，
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となり ， N個の未知確率 π。， � l' …… ，1rN_l が含まれる.式 (3. 10) は式 (3.6) および式 (3.9)

と 1 次独立であるから，これらN個の方程式から Cramer の方法でN個の未知確率が決定され

る.よって，解を式 (3.3) に代入すれば，母関数 fl(z) は完全に決定される.

母関数 fl(z) が得られると，それから以下の諸量が計算される. まず，周期時点直前にお省ける

平均待ち呼数 ml は

(3.11) f
w一z

m山
一
dM

M
 

一
一
m
 

Nー

')J IJ"Io.T¥ "2 L:， πq[ {b(N) -b(q)} {2qb(N) -À(2qー 1)-ﾀ2+b(2)(N)} 
2{b(N) ーえ}2 ~o 

一 {b(N)-ﾀ} {b(2)(N) -b(2)(q)} ] 

である.ただし， b(π) は待ち呼数 η のときのパッチサイズの平均値(式 (3.8)) で， b(2)(π) は

つぎの 2 次モーメント

(3.12) 

I L:, i2b;(n) , O~玉 n~玉N

b(2)(n) ={ i:。
I I: i2b j (N) , n>N 
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を表わしている(計算過程は付録 3 参照).

つぎに，周期時点直後の待ち呼数が n である確率を h とすれば，母関数および平均値はそれ

ぞれ

(3. 13) φ(z)= L; 'Pnzn=fl(z)/K(z) 

(3.14) 11=lim型宍L=m1ーλ
z • az 

で求められる.また，平均待ち周期数を w(1) とすれば， 11 を用いて

(3.15)ω(1) = lt!). 

と与えられる [6J [7].これは統計的平衡状態のもとでは，総待ち周期数(系内の呼に対する待

ち周期数の総和)の l 周期内における総減少量の平均は，この間に到着した呼の総待ち周期数の

平均に等しいことから得られる.

4. 待ち周期数の解析

待ち周期数とは，呼が到着してから処理を受けるまでに何周期処理を待っかという待ち回数を

意味する.

待ち周期数は，呼の到着時における状態と，その後の処理状況によって定まる.前者は周期時

点における待ち呼数分布から容易に導かれるので，まず後者について考察する.

4 ・ 1 到着時点における系の状態

1 つの呼の到着に着目し，同じ周期内の到着呼数を考える.着目した呼より前に到着した呼数

をm ， 後に到着した呼数を n (着目した呼を含む)として，その確率を a (m , n) で表わす.呼

はパラメータ A のポアソン過程で到着するから ， a(m , n) は

(1 e-1().t) 間 {).(1 -t)}n ﾀ 
(4.1)α(m ， π) = ¥ V'", \",. ", f d, 

JO m'n' 

n-l'm十. rt 
=土千十-\ tm(I-t)ndt 
m!n! Jo 

+
 
+
 
1
7
 

一
一

咋
一
+

崎
山A
一
n

吋
一
+

e

一m
一
〆
'
ー
、

一
一

と計算される . a(m , n) は，特殊なランダム順周期処理モデルにおいて，任意の呼が同時に到着

した他の呼に対し，前にm呼，後に(その呼も含めて)π 呼の割で順序づけられる確率と一致す

る .4)

つぎに，任意の呼の到着直後の周期時点直前に，前に mo 呼(前周期からの待ち呼数および同

周期にその呼より前に到着した呼を合せて)，後に no 呼(その呼も含めて)並んでいる確率を

θ。(mo ， no) とすれば， (J o(mo , no) は

(4.3) 
mo no.• mo 

(Jo (mo , no) = 4 'Pmo-i ・ a(i ，no) = L; 'Pmo+no-j. P沖t!λ,=u '=no 

4) 2. の説明参照.
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=[向付

と与えられる.ただし， {πn} ， {SOn} は周期時点直前，直後における待ち呼数の分布で，すでに3.

で得られている.

いま，任意の呼が k 周期待って， (k+ 1) 周期目に処理される確率を叫とする.到着直後の周

期を第 1 番目とし，その後，第 (r+1) 番目 (r=0 ， 1 ， …… ， k) の周期開始直前十こ，着目している

呼の前後に並んでいる呼数をそれぞれ， mn nr とする.また r 周期待つとし、う条件のもとで，

(r+1) 周期時点の直前に着目している呼の前後に mnnr 呼が並んでいる確率を仇((m"nr) と

する.任意の呼が到着直後の周期に処理されるのは，

( i) mo が 0 ， 1 ，…… ， S-1 のいずれかで，

(ii) 第 1 周期目のバッチサイズが mo+1 ， mo+2， …… ， S

の場合に限られる.よって W。は

∞ 8-1 8 

(4.4) Wo= I: I: I: θ。 (mo ，no)bj(mo+no) 
no=l mo=O j=mo+1 

と表示される.同様にして，第 2 周期目に処理されるのは，

( i ) 叫が 0， 1 ，… ..， S-1 のいずれかで， mo がその m1 に対し， m1 ， m1+1 ， …・・・ ， m1+S と

なっており，

(ii) 2 周期目のバッチサイズが m1+1 ， m1+2， …… ， S で，かつ l 周期目のパッチ+イズが

mO-m1 

の場合に限られる. したがって

101 "'1+8 
(4.5)θ1(m t> n1)= I: I: θ。 (mo ，no)bmo-m1 (mo+no)ρnl-no 

no=lmO=m1 

となり ， W1 は

国 8-1 8 

(4.6)ω1= I: I: I: θ1(m1' n1)bj(m1' n1) 
n=l m1=O j=m1+1 

と導かれる.一般に， Ok(mk , nk) は漸化式の形で，
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とかかれるから，

h 
(4.8) 仇(mk ，nk) = I: {θ。 (mo ， no) τ ~mj_1-mj(mj_1 +nj-1)Pnrnj-1} k 逗 1

H ,t-i. nI.t-i j=l 

となる.ただし，

(4.9) 
n. n'-1 nJ m.+8 m._ ,+8 m,+8 
I: I:……I: E I:…… E= 戸
n.-l=l 110._2=1 noニ1 m1c-!=m.t mk-2=mt-l mO=ml nk-i mk-i 

と略記した.よって ， Wk はの(mk. nk) を用いて

∞ 8-1 8 

(4.10)ωk= E E E の(mk ， nk)bj(mk+ πk) k;;;; 1 
n.=l m化 ~O j=m.+1 

と求められる.かくして， k を与えれば式 (4.3) ， (4. めからの(mk ， nk) が計算され， Wk も求
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められる. ただし， Sおよび k が大きくなると， 具体的に計算するにはかなり煩雑になるので，

電子計算機の援けが必要となろう.

待ち周期数分布を評価するには，上下限で範囲を押えることが考えられる.

布の大小関係を次のように定義する.

L 、ま， 2 つの離散的確率の系列:

(4.11) {Pl} = {PWPI2' ……} , 

(4.12) {P2} = {P2 I ,P22' ……} , 

があるとし， これを

(4.13) {ql} = {qll' q山……} , 

(4.14) {q2} = {q21> q22' ・…・・} , 

ただし

ただし

ただし

ただし

L; Pli=l 

00 

L; P2i=l 

。。

qli= L; PJi 
J=~十1

。。

q2i= L; P2j 
J=r十1

に変換する. このとき，すべての i に対して

(4.15) qli妥 q2i

が成立すれば，系列 {PI} は系列 {P2} より小さいと呼び，

(4.16) {PI} 孟 {P2}

このため，確率分

と表わす [2J. これは， 2 つの系列 {ql} ， {q2} が図 4 ・ 1 の関係にあることを指し，いかなる i

に対しても i 以上の出現確率が同ーの大小関係になる. そして， この大小関係が成立するとき，

これらの確率母関数，ム (z) ， P2 (z) に対しても同じ大小関係を定義し，

(4.17) P1(z) 豆 P2 (z)

と表示する. よって，他にもう 1 つの系列 {PO}= {POI' POゎ……}があって，

(4.18) P1(z) 孟 PO(z) 孟P2 (z)

の関係が導かれれば，系列 {PO}= {POI> P02' ……}は， うえに定義した大小関係の意味で，系列

{PI} , {P2} の聞におさめられる .5)

Q，(・h

1. 

。

。 2 4 6 8 10 12 

図 4 ・ 1 系列 {q，}， {q2} の比較

5) 当然のことではあるが，個々の確率 ÞOi に対しては何の大小関係も保証されない.
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以上の準備にもとづいて，待ち周期数の確率分布{叫}を適当な範聞におさめることを考え

る.いま 1 つの周期内に到着した呼同士を比較すると，最初に到着した呼は他の呼よりも早い

周期内で，最後に到着した呼は遅い周期内で、処理されるチャンスを持つ.よって到着時点を含む

周期が待ち周期数に含まれないことに注意すれば，任意の呼の待ち周期数は，同周期内に到着し

た最初の呼と最後の呼の待ち周期数の聞に入る.

まず，周期の最初に到着した呼に着目し，同周期に到着した他の呼より最も早く処理される場

合を考えると，それは着目している呼が処理されるパッチの中で最も遅く到着した呼となってい

る場合である. このときの待ち周期数分布を {uû ， 母関数を u(z)= 1:: UkZk とすれば， U(Z) は

所要の母関数 w(z) に対し，式 (4.18) の不等式の意味で

U(z) 豆ω(z)

となる . u(z) は以下のように求められる.いま，着目している呼の処理開始直後の待ち呼を見

ると，それは，その呼より後に到着したすべての呼に一致する.よって，着目した呼の待ち周期

数が k であれば，待ち呼数は (k+1) 周期内に到着した呼数から l を減じたものでなければなら

ない.周期時点直後の待ち呼数の母関数は f1> (x) (式 (3.13) および式 (3.3) 参照)であるから，

その周期に何個かの (0 でなし、)呼が処理されているという条件のもとでの待ち呼数の母関数は

(4.19) 
φ(x) -.E π;bo(i)xi 

s二O

1-1:: π;bo(i) 
tニO

である.よって ， (k+1) 周期内の到着呼数に対する母関数は

φ(x) -1:: 7ribo(i)xi 
(4.20) z 

1-1::叫ん(i)

となる.一方 1 周期内に到着する呼数の母関数は K(x)= e-W -z) (式 (3.2)参照)であるから，

η 呼の到着に要する周期数の母関数は {K- 1 (z)}n ， すなわち，

(4.21) {1+ C1/え) log z}n 

である. よって，到着呼数の母関数が式 (4.20) で与えられるとき，それらの呼の到着に要する

周期数の母関数 U(z) は

(4.22) u(z)={l ー(1/)，) log z}[φ (1 + (1/),) log z) 

-1:: πibo (i)(l+(l/)') logz)つ/(1-1:: 7ribo(i日

となる.

つぎに，周期の最後に到着した呼に着目し，同周期に到着した他の呼より最も遅く処理される

場合を考えると，それは，その呼が処理されるバッチ中で最も早く到着した呼となっている場合

である. このときの待ち周期数分布を{叫}，母関数を v(z)== 1:: 叫がとすれば，式 (4.18) の

不等式の意味で，

w(z)~v(z) 
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となる . V(z) はつぎのように評価される.着目している呼は，それが処理されるバッチの中で最

も早い到着呼であるから，待ち呼の先頭になっている状態が必ず存在する.ただし，バッチサイ

ズは O のこともあるから，先頭になっているからといって，次の周期に必ず処理されるとは限ら

ない.そこで，処理開始直前時点の中で，着目している呼が先頭になっている最も古い時点を考

え，そこでの待ち呼数が j であったとする.もし，その時点のバッチサイズが正であれば，着目

している呼の待ち周期数に対する母関数は， u(z) の解析と同様にして

(4.23) {1+(1/ﾀ) logz}-lπj{l+ (1/λ) log z}j/(1 ーπ。)

である.さて，バッチサイズが正の確率は (l-bo (J)) である. よって，ある周期のバッチサイ

ズが O で，次の周期のバッチサイズが正とすれば，待ち周期数は 1 周期のび，その確率は
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となる.ただし， rl は延びた l 周期内に到着した呼数とした.同様にして 2 周期 3 周期と 0 の

バッチサイズがつづくことを考えれば，待ち周期数の母関数は式 (4.14) に

(4.25) (1 -bo (}))+bo (})z之fn(1-bo(j十 η))

十 bo Ci)Z2 I: PrlbOCi+rl) I: Pr2{I-bo (}十 rl+r2)} +…… 
r)=O r2=O 

をかけたものとなる.

いま，式 (2.2.1)-(2. 2. 4) で定義された bj (}) ， i=O , 1 ，..・ H ・ ， S， j=O， I ， ……，において，

(4.26) l=bo (O);;;:;bo (1) 孟 bo (2) 孟…… ;;;:;bo(N)=bo(N+i) i=I , 2, …… 

が満足されるものとすれば(待ち呼数が多くなるにつれて，パッチサイズ O の確率が小さくなる

のは自然である)，

(4.27) (l -bo (})) 十九(j)z I: Prl(l-bo(}+rl)) 
rl=O 

十九Ci)Z2 I: hlbOCi+η) I: Pr2{I-bo (j+η+η)} +・・
rl=O r2=O 

;;;:; (l-bo(})) +bo(N)z {1-bo(})} +bo(N) 2Z2 {1-bo(j)} +…… 

= (l-bo(j))/(1-bo(N)z) 

となり，式 (4.23) と組合せて

∞ 1 -bo(j) 
(4.28) v(z) 話 (1+ (1/え) log z)-1(1 ーπ。)-1 I:町 (1+(1/1) logz)i j"';:l..".' ,."./ '~6NF 1-bo(N)z 

= (1+ (1/l) logz) ー1 (1ーπ。)-1(1 +bo(N)z) ・1X [1l(1+(1/l) log'z) 

一π。-I: πj (1十 (1 /l) log z)jbo(j)J 

をうる.ただし， ll(x) は周期時点直前の待ち呼数の母関数である.

待ち周期数 Wk の確率母関数 W(z) は 2 つの母関数 u(z) ， V(Z) に対し，式 (4.18) の不等

式の意味で

(4.29) u(z) 孟 W(z) 孟 v(z)

を満足するから，式 (4.22) ， (4. 28) を用いれば， ω(z) はこれらの範囲内におさめられた.
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5. 計 算 {9IJ 

簡単な例題について実際の計算をおこない，パッチサイズが待ち呼数によって確率的に変動す

る場合，系がどのような様相を呈するかを示す.

対象とするモデルを具体的に規定するため， 3. , 4. で定義した記号に特定の数値，および関数

型をつぎのように与える.

( i ) パッチサイズの最大値S は，

(5.1) S=2 

とする.すなわち，すべての q に対し，

(5.2) bi(q)=O , i~3 

(ii) 確率 b;(q) は ， q=O に対し

(5.3) bo(O)=l , bi(O)=O , i=1 , 2,' 

q=l ， 2，……， 5 に対し，

一(q-l) (1 -a)
(5.4) bo(q) =0, b1(q)=1- '-'1 .'4-" ~'， b2(q)=1-b1(q) , 

q~6 に対し，

(5.5) bo(q)=O, b 1 (q)=b 1 (5)=叫ん(q)=1-b1(q)=1 ーα

とする(図 5 ・ 1 参照).ただし置は，待ち呼数が 5 以上のとき，パッチサイズが l となる確率で，

q に無関係な定数である.

b1 (q) 

O. 5 

0 
1 2 

----一一一-1\

3 4 5 6 7 q 

図 5 ・ 1 パッチザイズが待ち呼数に応じて変わる確率の例

かくして，このモデルで‘はノミッチザイズがつねに 1 か 2 のいずれかで，その確率は処理開始時

の待ち呼数により式 (5.3)-(5.5) のように変化する.

よって，定数 a と呼の到着パラメータ λ に種々の値を与えれば，それぞれの場合の平均系内呼

数，および平均待ち周期数が

(5.6) =ー 1 土 πq[(6(5) -b(q)} {2qb(5) -ﾀ.(2q-l) -,(2+ b(2) (5)} 
2{b(5) ーλ)qd
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一 {b(5) ーえ}{bC内5)-b<2)(q)}]

(5. 7) 

から求められる.ただし， b(q) , b(2)(q) は

(5.8)b(q)=Eibz(q)=bI(q)+2{1-bI(q))=2-bl(q) , 

(5.9) b(2)(q)=L. i2b i (q) =ム (q)+4{1-bJ (q)}=4-3bJ (q) ， q=O , l , 2 , ……, 5 

で，式 (5.3)-(5. 5) を代入して計算される.また，確率 π0' ïr 1 , ……, lr4 は連立方程式

(510) Aw[iM仇2-i一三ム伽

(5.11) L. πq[b(q) -b(5)] =ﾀ-b(5) 

q q' q+2 q' 
(5.12) πq= L. L. πぜん (q')ρq-(q'-0 十 L. L. πq'b i (q')Pq-<q' -i) 

q'=O ;=0 q'=q+l i=q'-q 

の解として得られる.ただし， ZJ は系内呼数の母関数の分母(式 (3.3) 参照〉

勿'1

10' 

10. 

0.4 O. B 1.2 

③:待ち呼数5 でパ y チサイズが 1 から
2 へ変わる.

(,..1 ④e は待ち呼数 1 から 5 まで
( 0.6 t . の問パッチサイズ 1 の確率が
④。‘ l' 1 から α まで直線的に減少しい
( 0.2) それ以上て・はつねに一定値 α

(α=0. 2， O. 4, O. 6, o. 8) 

図 5 ・ 2 平均待ち呼数の比較
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wl1 

10 

I 
/ 
11/1 

(: 
I / ...... 長f t• (: 

100 

10-1 

0 

V/ 
~/ 

/ 

/ 〆ノ / / / 
IL " 

, 
11 " r 11 ./ / / 
u / / / 
I / ノ / 
1/  / / 
11/ / / 

メ/ 〆/

f /; / 
0.4 0.8 1.2 1.6 

, 
/ 

図 5 ・ 3 平均待ち周期数の比較

(5.13) z2el< 1-z) ー {b 1(5)z+b2(5)} 

@: 

(: 

I@: 

2.0λ 

の単位円内における零点を表わす.またれは式 (2.1) で与えた通り

(e-ええ /n!
pn =1 f¥ l 0 

n=O , 1, 2,. 
n<O 

である.計算結果は，それぞれ図 5 ・ 2，図 5 ・ 3 のように示される.

fッチサイズ l に固定.

f ッチサイズ 2 に固定.

待ち呼数 5 でパソチサイズ I

‘ら 2 へ変わる.
待ち呼数 1 iJ~ ら 5 までの間パ

ッチサイズ l の確率が l から

.2 まで直線的に減少し，そ
れ以上はつねに 0.2 の一定値.
〈、y チサイズ 1 の確率がつね

に 0.2 の一定値.

図 5 ・ 2 では，パッチサイズが待ち呼数に応じて変化する場合の平均待ち呼数が，日をパラメー

タとして表わされている(曲線④0・ 2-④0 ・ 8). バッチサイズがS=l ， または S=2 と固定された

通常のモデル(曲線①および①)と対比して，その違いが数値的にみられよう.また，同条件で

パッチサイズの変化が確率的でなく，待ち呼数に応じて階段的に増加する場合の平均待ち呼数

(曲線①)も示されており，両モデルの相違の様相がみられる.図 5 ・ 3 では ， a=0.2 の場合の

平均待ち周期数(曲線④)が示されている.比較としてパッチサイズがそれぞれ S=l ， S=2 と

固定された場合(曲線①，①)，パッチサイズが階段的な場合(曲線①)，およびバッチサイズが

待ち呼数とは無関係に確率的に変動する場合(曲線①，ここでは待ち呼数に無関係に a=ム (5)= 

0.2 の確率で S=l) も示されている.各モデルの特徴が容易にみられるので，モデルの適用に

対して手がかりが得られよう.

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



Batch Size が待ち呼数に応じて確率的に変化する Bulk Service Queue の解析 47 

6. あとがき

集団処理待ち行列モデルにおいて，パッチサイズが待ち呼数に関連して確率的に変化する場合

を解析し，系内呼数の母関数，待ち周期数分布の漸化式およびそれぞれの平均値を求めた.また，

待ち周期数分布に関しては，この漸化式による計算が煩雑なため，上下限を求める方法も示した.

この結果，既に解析されている集団処理モデルは，パッチサイズの条件にかんしてより一般化さ

れたと思われる.

このモデルは，電子交換機制御系トラヒック問題から提起されたもので，今回の解析により，

共通制御系のトラヒッグ設計に若干の寄与をすることがで、きた.しかし，クロック内蔵の電子的

情報処理系には各種のトラヒッグ問題が内在するため，今後のより一層の研究が望まれる.

最後に，この研究に対し種々御指導頂いた電気通信研究所旧第 7 研究室雁部室長，中村調査役，

および数値計算に御協力頂いた同研究室の諸氏に対し深く感謝の意を表します.

付録 1 式 (3.5) の母関数 ll(z) から既知モデルの母関数を導出するための計算

( i) N. Jaiswal モデルの母関数

N. Jaiswal のモデルで'1'1，バッチサイズは待ち呼数とは無関係に一定の確率分布にしたがって

変動する.よって bi(q) は i だけの関数， b i となる.待ち呼数 q がノミッチサイズの最大値S より

も大きい場合と小さい場合に分けて考えると，

s S 

(A-l-l) B(q , q; z)-B(S ,N; z)=L: bizs-i-L: bizS- ,=O , q>S のとき

き
』
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とかかれる.よって，式 (3.5) の分子は

N 

(A-1-2) L: 7rqz q[B(q , q ; z) -B(S,N; z)J 

=去 πqZq[吉附i十ivq-iνiJ

=24守bs_ i -守bS_iZ i

「
l
l
J

、
、
，
/z
 

〆
s
、
、

作α
ο
 

φ
 

β
u苛冨

z
 

、1、
ノ

唱
E
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〆
，
、
、
、

、
n
M胃

S
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。
δ

z
 

「
l
l
」
nv 

π
 

1

3

 

0
h
Zザ

一
一

と計算される.ただし，

(A-1-3)φi(Z) = L: bS_jzj 

と表示されている.また，分母は

(A-1-4) zS/K(z)-B(S,N; z)=zs/K(z) 一φS(z)

とかかれる.よって，式 (3.5) は
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S-1 
Zπq[ZSφS-q (l) -zqφS_q(z) J 

(A-1-5) ll(z)=!!.=0 
zS/K(z) 一φS(z)

となり， J aiswal [5J によって導かれた母関数と一致する.

(ii) ノミッチサイズが待ち呼数の関数であるモデルの母関数

さきに筆者らによって報告されたモデル [4J では，パッチサイズが待ち呼数に応じて階段関数

的に変化し(確率的でなし、)， b ， (q) は

I 1, 
b;(q) = �: 

(A-同凶)=;:

i=O , 
iキ0 ，
q=O 

l=}, 
1キ}，

N(j-1)<q孟N(j)， j=l ，.. ・ H ・ .Sー 1

(1 , i=S 
bs(q)=i o ， tキS;N(S-1)<q

と与えられている.ただし ， N(j) は S個の整数で

O=N(O) 亘N(l) 孟N(2)……=五N(S-l) 三五N(S-l)+l=N

となるように選ぼれている.よって

s 
(A-1-7) B(S,N; z)=:E b;(N)zS-;=l 

となり，式 (3.5) の分母は

(A-1-8) zS/K(z)-B(S,N; z)=zs/K(z)-l 

とかかれる.また，分子は B(O， O; z) が

s 
B(O ,O; z)=:E b;(O)zS-;=zs 

となることに注意すれば

N 

(A-1-9) :E πqzq[B(q ， q; z)-B(S ,N; z)J 

S-1 N(i) 
=:E :E πjzj[B(j ， j; z)-lJ+π。 (zS-l)
;=1 j=N(;-I)寸・1
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噌
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.,
d π
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ω
Z
仕

N

N

 
.,
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H
Z
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，
一
一

と計算される.ここで， i=n , j=q とかきかえれば，式 (A-1-8) ， (A-1-9) から母関数は

s-1 N(n) 
:E :E πqzq-n[ZS -ZnJ +π。 (zS-l)

(A-1-10) ll(z)='!=1 q=N(nー 1)+1
zS/K(z) -1 

とかかれる.これは，さきに筆者らによって求められた結果と一致する.

なお，パッチサイズがつねに一定値S である Bailey のモデルも，このモデルの特殊な場合に

該当し，系内呼数の母関数は式 (3.3) から導かれる.しかし，すでに上述の 2 つのモデルの特殊

な場合として，例えば式 (A-1-1O)から誘導されている口3J ので，ここでは繰り返さない.

付録 2 式 (3.3) の分母の零点にかんする考察

( i ) 零点が z の単位円上および円内に S個存在することの証明
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関数 fl(Z) ， h(z) を

s 
(A-2-1) fl(Z)= r:, b,(z)zS-; 

(A-2-2) f2(Z) =zse,(1 -z) 

で定義すると，式 (3.3) の分母は

(A-2-3) F(z) =f2(Z) -fl(Z) 

とかかれる. ここで，

CA-2-4) z=x十 iy=reio

とすれぽ，

s s 
(A-2-�)fl(Z) I ~玉r:， b;(N) I z8-i 1= r:, bi(N)r-'=f4(r) 

(A-2-6) If2CZ) I 壬 I rSeSiOeHI-Z)e-i'lI: = rSe' (I- x ) 迄 reW叶)=f2(r)

をうる.よって ， ö>o を十分小さい値にとり ， r=1+0 とすると

CA-2-7) fl (1 十 0)=1+Sö-öbCN) 十 o(ö)

(A -2-8) f2(1 +0) = 1 十 So- ).O -o(ö)

となる. Ltニヵ:って

(A-2-9) r:, ib;(N) =b(N)>J.. 

なら tま，

(A -2-10) fl (1 +0) <f2(1 +�) 

となる.よって，式 (A-2-5) ， (A-2-6) , (A-2-7) , (A-2-めから，

CA-2-11) !fl(Z) I 孟fl(1 +0) <h(1 +0) 孟 If2(Z) I 

の関係が成立する . 0 は十分小さい正数であるから，ルーシェの定理を適用すれば， F(z) は単

位円上および円内に f2(Z) と同じ個数の零点を持たなければならない.

(ii) 零点が多重である場合の考察

( i )の考察は， bs(N)>O のときに成立する. しかし， bs(N)=O のときは多少様相が異って

くる.以下にこれを考察する.

r:, b ， (N)=1 であるから，適当な正整数 k をとると ， bk(N)>O , bk+i(N) =0 , i>O となしう

る. この場合，式 (3.3) の分母，分子を変型すると，

(A-2-12) 分母=ZS-k[Zk/K(z)- r:， bi(N)ジ-iJ

山ー13) 分子=れ[宮内qliwp)-Zz吋iH-z)]
となるから，系内呼数の母関数は

N-l N-l k 

(A -2-14) 
r:, zkπq r:, b;(q)zq-; r:, zqπq r:, zk-ib;(N) 

fl(z) =-'1三o ，・三立一一一-/i Q=O j=O 

zk/K(z) -r:, b;(N)zk-i 
g二O

となる.
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さて， (i) の考察によれば，この式の分母には z の単位円内に (k-1) 個の零点が存在する

(残りの 1 個は z=l である).一方，分子には π。，7r' 1' …...，1rJV_l の N個の未知確率が含まれて

いる.平衡条件の式 (3. 7) を含めると， πz に関する k 個の方程式ができるから，あとN-k個の

関係式が必要である. しかるに，式 (3. 10) と同様に平衡状態における πq の状態方程式を q=O

から q=N-k-1 まで考えると，それらに含まれる未知確率は π0' 1!' l' ……， πN-l である.よっ

て，この N-k 個の状態方程式を加えると，丁度未知確率をとくのに十分な数となる.

付録 3 周期直前時点の平均系内呼数の計算(式 (3.11) の導出)

式 (3.3) より fl(z) を

(A-3-1) fl(z)=A(z)/B(z) 

s 
(A-3-2) A(z)=zS/K(z)-L: bi(N)zS-i 

(A43)Bb)=qsw怯ム(q)ZS-i_急ム (N)ZS-i]

とすると，

(A-3-4) fl'(1) = lim Ji土生活主主) -A"(z)B'(z!一
z• î 2[A'(z)]2 

SZS-l zSK'(z) ;. 
A'(z) 一一一一一一 -L: (S-i)bi(N)zS-;-l 

K(z) - K2(Z了戸O

S(S-1)zS-2 n SzS-lK'(z) zSK"(z). n ZS[K'(z)]2 
A"(z)= ~'~K(~N 2 ~N K2ê~) 一 K可E了一+2 -Kã(~) 

S 

-L: (S-i)(S-i-1)b;(N)zS-;-2 

であるから，

(A-3-5) A'(1)=b(ﾀ)-ﾀ 

(A -3-6) A" (1) =ﾀ(ﾀ-2S) +b(N) (2S-1) -bC2l(N) 

と計算される.一方，式 (A-3-3) より同様の計算をおこなえば，

N 

(A -3-7) B' (1) = L: πq[b(N) -b(q)] 

N 

(A -3-8) B" (1) =五πq[(2S+2q-1){b(N) -b(q)} 一 {b川N)-bC2l (q)}]

が得られる (b( ・)， b C2l (・)は本文中に定義されているように，パッチサイズの l 次および 2 次の

そーメントである).

式 (A-3-5) -(A -3-8) を用いれば，式 (A-3-4) の分子は

N 

B" (1)A' (1) -B' (1)A" (1) = L: πq[X+ Y] 

(A-3-9) X=  {b(N) -ﾀ}(2S+2q-1){b(N) -b(q)} ー {b-λ} {b C2l (N) ーがわ (q)}

(A -3-lO) Y = {b(N) -b(q)} {ﾀ(ﾀ-2S) +b(N) (2S-1) -bC2l(N)} 
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，とかかれ，さらに

(A-3-11) X-Y= {b(N) -b(q)} {2qb(N) ーえ(2q-1)-ﾎ.2+b<2l(N)} 

一 {b(N) -ﾎ.} {b<2l (J..)ーがわ (q)}

と計算される.よって

N-l ー司

(A-3-12) fl(1) =一一=一三一一一o L: π [{b(N)-b(q)} {2qb(N) -ﾎ.(2q -1) 
2{b(N) ーえ)2q=oq

-Î.2+b<2l(N)} 一 {b(N)-ﾎ.} {b<2l (N) -b<2l (q)} ] 

が導かれる.
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