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1. 序論
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最近，オベレーションズ・リサーチ (0 R) の各分野において逐次決定過程がよく議論されて

いるが，本論文ではとくに系がマルコフ連鎖あるいはセミ・マルコフ過程によって支配されるよ

うな逐次決定過程，すなわち，マルコフ決定過程 (Markovian Decision Process，略して MDP)

あるいはセミ・マルコフ決定過程 (Semi-Markovian Decision Process，略して SMDP) につい

て議論する.

MDP は1957年 Bellman [2 J によって初めて議論された.彼はダイナミック・プログラミン

グ (Dynamic Programming，略して DP) にマルコフ連鎖を適用した. Howard の有名な著書

[lOJ の出現以来， MDP は多くの人々により研究されるようになった MDPはORにおける決

定問題として生起したものであるが，このモデルの持つ一般的性格のために，多くの問題，たと

えば，在庫管理 [5J[17J，取替問題 [22J，品質管理 [16J，抜取検査 [23J ， Reject Allowance 

[15J [24J，最適制御問題[ 1 J [9 J，信頼性理論[7] [8 J [14J，その他で応用されており，

今後も理論的発展とともにさらに多くの分野に適用されるものと思われる.

MDP を解くアルゴリズムは大別して 2 つにわけられる. 1 つは Howard [10J の政策反復

(Policy-I teration，略して PI) アルゴリズムであり，もう 1 つは Manne [17J , D'Epenoux 

[ 5 J 等による線形計画 (Linear Programming，略して LP) アルゴリズムである. PI アルゴ

リズムは DP のいわゆる「政策空間における逐次近似J を用いた方法であり， Blackwell [ 3 J お

よび Veinott [25J その他の人々により，厳密に論ぜられている.一方， Manne 等は同じ問題を

LP で定式化している. LP は電子計算機のプログラムが利用できるという利点を持っている.

この論文は MDP および SMDP を直接に定式化した LP 問題を主問題として考えたとき，

Howard 型の PI アルゴリズムは本質的にはこの LP 問題と等価であることを示す.

まず， Howard の意味で、の完全エルゴード過程 (Completely Ergodic Process) の場合につい

て詳細に等価性を示し，これらの 2 つのアルゴリズムの比較を， Howard [10J のタクシー問題お

よび自動車取替問題について詳細に述べ，さらにそれらの改良を試みる.割引率を考慮した過程，

t 1968年 2 月 24 日受理.
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18 尾崎俊治

および終点のある過程についても等価性の存在を示す.さらに， SMDP についても同じようにし

て等価性が成立することを示す.

2. マルコフ決定過程

整数 i=1 ， 2， ・・・… ， m によって表わされる有限の状態の集合 S よりなる系を考える.単位期間

ごとに，例えば 1 日毎に，それらのうちの 1 つの状態を観測し，しかるのちに 1 つの決定を下さ

なければならないとする.各状態 i における決定は整数 i=1 ， 2，…… ， Ki で表わされる有限個の

集合 Ki より l つ選ばれる.状態 i (ieS) で決定 k (keK;) を下すことにより，つぎの 2 つのこと

が起こる.

( i ) 利得 Tj を受けとる.

(ii) つぎの期間では，系は推移確率 p:j (jeS) によって支配される.

ここで， Tf， dJ は時刻 η(η=1 ， 2，……〉と独立であり ， r~ はすべて有限とする. また，明らか

(2.1) ~ P~j=l ， P~j 孟 0， ieS, jeS, keKj 
J'8 

となる.さらに，初期分布

(2.2)α=(ah a2 , …… , am) 

を与えれば，この系は決定される.すなわち，この系は利得を持った非定常マルコフ連鎖となる.

以上述べた規則にしたがって，逐次決定してゆくことにより得られる有限期間，または無限期間

の総期待利得，あるいは単位期間当りの平均期待利得を最大にする政策およびその値を求める問

題が MDP である.さらに，割引率を導入することもできる.以下，この論文では無限期間の場

合のみを取り扱う.

マルコフ連鎖の分類。によっていくつかの間題が起こる.まず，決定がなんであっても，考え

ているマルコフ連鎖が常にエルゴード的になる場合を考える Howard 口OJ はこの系を完全エ

ノレゴード過程と呼んでいるが，ここで、はエルゴード・マルコフ連鎖と呼ぼう.同様に，決定がな

んであっても，同じ吸収状態と同じ過度状態が定まる場合には，吸収マルコフ連鎖と呼ぼう.

つぎに，政策 (Policy) を定義しよう.状態空間を S とし，政策空聞を F=K j xK2 x ……× 

Km (K; の直積空間)としよう.任意の決定を feF で表わすとする.そのとき，時刻 n(π=1 ，

Z ……)における決定を f，. とする.政策は π= (fhf2' …… ， Jn ， ……)で表わされる.すなわち，

政策とは各時刻における決定の列である . fn が時刻 n と独立のとき，定常政策と呼び， π=f∞で

表わす.任意の feF に対し， r(f) は決定fを行なったときの利得イの m 次列ベクトルで、あ

り ， Q (f) は推移確率 P:j を要素とする mXm 行列である.また， Qn(π) =Q(fj)Q(h)' .Q(f心

(n=1 ， 2 ， ……)であり，とくに Qo(π)=1 (単位行列)と定義する.

2 ・ 1 エルゴード・マルコフ連鎖

エノレゴード・マルコフ連鎖に対しては，総期待利得は一般に発散するので，そのかわりに単位

1) 有限マルコフ連鎖の分類については， Kemeny and Snell [13J に従うとする.
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線形計画とマルコフ決定過程 19 

6時間当りの平均期待利得の下極限，すなわち，

(川2μ刊3め) G1訓(伊例π吋か)=!1h:r弘f主L凶叶E忍ω叫i(例πめゆ)汁T仏(

を考える.この G1 (めを最大にする政策 π およびその値を求めるのがわれわれの目的である.

さて， この系に対して， Derman [6 J は混合非定常政策，すなわち各時刻での決定を確率的に

とる場合に，つぎの定理が成り立つことを示した.

[定理 2.1J エルゴード・マルコフ連鎖においては最適な定常純粋政策が存在する.

証明は DP の関数方程式を用いてなされている.この定理により，最適平均期待利得は，

(2.4) gl=rfx JLτ辻τ急α[Q(f)Jヤ(f)

により与えられる.式 (2.4) より，この問題はつぎの LP 問題に定式化されることが知られてい

る(文献 [6J 参照L

(2.5) Max L: L: イヰ
j'S k,Kj 

subject to 

(2.6) zjミ o , jeS, keK; 

(2. 7) ~.X;-4 .4p7,x;=0, jeS 
kf.Kj 

~ 

ﾙS kfKj 

(2.8) 2 
1ES 
2 1zh4 =1 
k<K 

ここで，最適決定は，

(2. 9) d~=x~/L: x~ ， jeS, hKj • 
hKj 

で与えられる.すなわち，ヰは状態 j で決定 A を選ぶ確率である.この LP 問題について，つぎ

の定理が成立する.

[定理 2.2J LP 問題 (2.5)-(2. 8) の最適解の中には各 jeS に対し，ただ l つのイ>0 で他の

ヰは 0 となるものが存在する.

証明は LP の基底解の性質を用いて簡単に行なわれている (Wolfe and Dantzig [26J 参照).

この定理と式 (2.9) より ， d;=O あるいは l となる.すなわち，純粋政策が最適となるから，定

理 2.1 とも一致する.

さて， L P 問題 (2.5)-(2. 8) の双対問題を考えよう m個の制限式 (2. 7) のうち個はマ

ルコフ連鎖の性質より冗長であるから ， j=mに関する制限式を除いて，双対問題を考える.双対

変数を Vl' V2' … ...Vm とすれば，双対問題は，

(2. 10) Min Vm 

subject to 

(2.11) 川山f+g:pf川
i=1 ， 2 ， …… ， mー 1 ， hKi 

,(2. 12) Vi : ;符号制限なし ， ieS 
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20 尾 崎 俊 治

x! 1 X~1 
1 x~ Xf2 xl" xAm孟(0)

DIll-Pii 1-pfil -P~1 -pf/ -pん

V2 • pl2 -pfP 1-P~2 1-pff2 -P1,,2 -p!r I:=: 0 

gl I 1 ...... ... ... I :=: 1 

VII VII VII VII VII VII 

r! i r!,1 
l r~ rf2 rl" r~m 

図 2.1 エルゴード MDP に対する Tucker 図表

となる.定理 2.1 より，最適解は存在し，それはめで与えられるから，双対定理を用いて世間=

ふとおけば，つぎの LP 問題

(2. 13) Min gl 

subject to 

m-l 
(2.14) gl十引と r:+ Ep~IVj 

j=l • 

i=1 , 2 , … ..., m-1 , kEKi 

(2. 15) Vi , gl :符号制限なし i=1 ， 2，…… ， m-1

となる.これらの主および双対問題の関係を理解するために， Tucker 図表を図 2.1 に示す.

つぎに， L P 問題 (2.5)-(2. 8) を解くアルゴリズムを考える.この LP問題は等号制限であ

るから，普通は 2 段階法あるいはその他の複合法 (Composite Algorithm) を用いなければなら

ない.しかし，定理 2.2 より基底に入る変数は各 jES に対しただ l つであり，また図 2.1 より明

らかなように基底に入る変数は必ず j 番目の制限式に入る(すなわち ， j 番目の基底になる).そ

こで一挙に基底解を得るために，通常の単体判定基準を各 jES に関して求める.たとえば，

(2.16) -rf=min [ーバJ ， jES 
k,Kj 

を用いれば，基底に入る変数が決まる.そこで基底を表わす添字Bを付ける.さて，得られた基

底行列2) を

1-pft -pfl -P~l 

-pf2 1-pf2 
B 
-P;'2 

(2. 17) B= 
B -pf.m- 1 ・・

B 
-Pï,m- 1 -P;' 間一1, 

' 
1 1 l 

とする.ただし ， P~ は基底に対応する推移確率である・さらに，目標関数に関する行をも付け加

えた拡張された基底行列を

2) L P の術語については文献 [19J 参照.
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線形計画とマルコフ決定過程 21 

r 1 -rP …… -p~ l 
I ... : ......._..................~....I � 1 : -rB l 

(2.18) :8=1 9 ~ l-ffl …・・ -P!l 1 = 1 .~. ~ ......... 1 
:: ......1 lO: B j 
L 0 1 J 

で表わす.71 の逆行列(あるいはBの逆行列)の存在することはエルゴード・マルコフ連鎖の性

質より簡単に示すことができる.式 (2.18) の逆行列を

一 r1: Bo l 
(2.19) B-l:::::I............... I 

10: B-l I 

とすれば， B ・ B-l=I (単位行列)であるから，

Bo=rBB-l 

を得る.あるいは，

(2.20) T BT Bo = TrB 

とも書ける.ただし，添字Tは行列の転置を表わす.ここで m次行ベクトル B。は式 (2.19)

の定義よりこの LP問題の単体乗数となっている.また，それは同時に双対変数でもあるから，

BO=[Vl , V2' …… , Vm-l ， gIJ となる.式 (2.21) を要素ごとに書けば，

W‘~1 
(2.21)gi+vz=Tf+EPZUJ , iE 

となるめこれは， Howard の PI アルゴリズムでいえば， VDO (Value Determination Operaｭ

tion) に相当し，この主問題でいえば，単体乗数の満たす式に相当する.

さて，この単体乗数を用いて，つぎのステップの単体判定基準を作れば

(2. 22) L1: = -r:玄かj+gl+Vi ， ieS, keKi 

となる(図 2.1 参照).明らかに，基底変数に対しては，

(2m d=-Tf-WUJ十gl十日0 ， ieS 

となる.さらに，すべての ieS， keKi に対して，

rn-l 

L17= -r;-EρiiVj+gl+ Viミ O
j~1 

あるいは，式 (2.23) を用いて

rn-l 桐-1

(2.24) rf十 21PCUj詮 Tj+21PCUJ

ならば，最適解であることを示し，そのときの最適値はあによって与えられる.これは PI アル

ゴリズムでいえば， PIR (Policy Improvement Routine) において最適政策を得たことに相当

する.一方，もし

dj=-4-z>LUJ+gI+ug<0

3) 式 (2.21) で i=m に関しては Vm=O と考える.ここで. Vm は式 (2.11) の Vm とは異なる (Ho・

ward [10 , p. 35J 参照.
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22 尾崎俊治

あるいは，式 (2.23) を用いて，

(2 勾 rf+Edzpj<rf+ZAZYJ

なる対 (i， k) が少なくとも 1 つでも存在すれば，この政策は改善可能であることを示している.

これは PIR において政策の改善可能な場合を示している. LP では，普通は l 個の基底変数を入

れ替えてゆくが， Howard の PI アルゴリズムでは，一挙に高々 m個の基底変数を入れ替えるこ

とになる.そのとき，政策の改善，すなわち gl が増加することは Howard 口OJ (pp. 42-43) 

によって証明されている. しかし， Howard の PI アルゴリズムではたとえ 1 つの式 (2.25) を

満たす対 (i， k) が存在しているときでも，あらためて m 元連立 1 次方程式を解かなければなら

ない.これは，多数回の掃出し演算が必要となることを意味し，非常に無駄なことである. この

問題については 2 ・ 2 で述べる.

以上述べたように， Howard の PI アルゴリズムは本質的には逆行列型改訂単体法と同じであ

る.しかし，この MDP の持っている性質，たとえば定理 2.2 を上手に用いているという点では，

通常の LP の解法と較べて秀れている.そこで，以上述べた議論を用いて，このアルゴリズムの

改良を試みよう.

2 ・ 2 2 つのアルゴリズムの比較とそれらの改良

まず，前節で述べた LP アノレゴリズムを用いて， Howard [lOJ のタクシー問題および自動車

取替問題めを解いて， PI アルゴリズムと比較してみよう.最初の基底解を得るためには， \，、ろい

ろな判定基準が考えられるが，ここでは式 (2. 16) の判定基準を用いる.したがって，最初のス

テップは Howard [lOJ の与えた PI アルゴリズムの数値例と同じである.しかし，以後は通常

の単体表を用いて計算する. LP アルゴリズムではつの変数について，政策を改善してゆく

ので，必ずしも PI アルゴリズムとは一致しない.また，掃出しの回数からいえば， LP の m ス

テップが PI アルゴリズムの 1 回の反復に相当する.ただし， LP では l ステップごとに単体判定

基準を用いるので，この点を考慮すれば，ステップ数のみでどちらが計算量が少ないか断定でき

ない.

図2 ・ 2はタグシー問題 (Howard [10]. pp. 44-45) のゲイン gl の増加を 2 つのアルゴリズム

について比較したものである.この図で横軸は， LP ではステップ数， PI アルゴリズムでは反復

数にとる.ただし ， m ステップ= 1 反復にとっておく.

同様に図 2 ・ 3 に自動車取替問題 (Howard [10J , pp. 54-56) のステップ数(反復数)とゲイ

ンあとの関係を示す.これらの図からわかるように，一般に LP の方がステップ数に換算すれ

ば，早く最適解に到達する.しかし，単体判定基準は多くなる.

そこで，この MDP のアルゴリズムの改良を試みよう.通常の単体法を用いずに，式 (2.22)

の単体判定基準において，各 ifS に対し， J~ の最小値が負になる対 (i ， k) については，一度に

掃出しを行なう.すなわち，通常の PI アルゴリズムと同じであるが，連立方程式を解くかわり

4) 自動車取替問題は分離形 MDP [4J となるので，もっと簡単に解ける.ここでは，一般の MDP の

数値例として考える.
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図 2 ・ 2 3 つのアルゴリズムの比較(タクシー問題)
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図 2 ・ 3 3 つのアルゴリズムの比較(自動車取替問題)

23 

に，逆行列型改訂単体法を用いて基底を入れ替えてゆく.ただし，単体判定基準は PI アルゴリ

ズムと同じところで使う.そのようにしてゆけば，判定基準を用いる回数は PI アルゴリズムと

同じであり，ステップ数はかなり少なくなる.

図 2 ・ 2 のタクシー問題の場合には，この新しいアルゴリズムは掃出し演算 6 回で最適解に到

達する.これは普通の LP による解の掃出し演算回数と同じで，単体判定基準は 1 回減っている.

また，図 2 ・ 3 の自動車取替問題では， LP が 84 回の掃出し演算と 45 回の単体判定基準を必要と

するのに対し，ここで述べた新しいアルゴリズムを用いると， 175 回の掃出し演算と 7 回の単体

判定基準が必要である.したがって，われわれのアルゴリズムの計算時聞はかなり短くなる.
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24 尾崎俊治

方， PI アルゴリズムで、は， 40x7=280 回の掃出し演算を必要とするから，われわれのアルゴリ

ズムは PI のそれに較べて約40%計算時聞を節約できる.

これらの例からわかるように， LP と PI アルゴリズムを併用する新しいアルゴリズムは，非常

に有効となる.

2 ・ 8 割引率を持ったマルコフ決定過程

2 ・ 3 で、は割引率を持った MDP を考える.割引率 ß(O壬Fくりを導入しよう. すなわち，あ

る時刻で I 単位の利得は n期間後には伊となる.この過程に対しては総期待利得が収束するの

で，総期待利得を最大にする政策およびその値を求めるのが目的である.初期分布 (2. 1) より出

発したときの総期待利得は，

G2 (π)= E aßnQn(π)r(fn+l) 

となる.したがって，すべての政策 π に対して，

g2=G2 (π*) ミ~G2(π〉

となる最適政策げおよび g2 を求めることである.この過程に対しでも，つぎの有用な定理があ

る.

[定理 2.3J 定常な最適政策が存在する.

証明は Blackwell [3J によってなされた.この定理より，割引率を持った MDP はつぎの LP

問題となる [5].

(2. 26) Max E E r~x~ 
jfS kEKj " " 

subject to 

(2.27) E E (Õjl-ßP~I)x~=a" lES 
jfS kfKj 

(2.28) xJ孟 0 ， j{S, hKj 

この LP 問題に対しでも定理 2.2 と同じ定理が成り立つ.証明は前とほぼ同じである. この事実

より，状態 j で決定 h を選ぶ確率 dj は O または 1 となる.すなわち，純粋政策が最適であるこ

とを示している.

LP 問題 (2.26) -(2. 28) の双対問題は双対変数を Vl' V2' ・・・・ ， Vm として

(2.29) Min E aiVi 
iES 

subject to 

(2.30) Vjミイ +FEPLUJ ， id, kks 

(2.31) Vi :符号制限なし， i{S 

となる. この LP 問題は PI アルゴリズムより直ちに得られる.ただし，目標関数は初期分布の

加重平均になっているが，後に示すように，初期分布とは独立になるので，任意の Vj を最大に

すると考えればよい. これらの 2 つの LP 問題を図表に示せば，図 2 ・ 4 になる.

きて， LP 問題 (2.26) -(2. 28) を主問題と考えて，この LP 問題を解こう.まず，つぎの定理
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が成り立つ.

LP 問題 (2.26) -(2. 28) において，最適の基底解の組は初期分布α と独立である.[定理 2.4J

すなわち，最適政策は初期分布と独立である.

定理 2.2 より z? のうち基底に入る変数については各 jES に対してただ l つの A が定ま[証明]

もし対応する ajその基底は J:番目の制限式に入る.また，図 2 ・ 4 からも明らかなように，る.

目標関数は増大しないが aj に関する制限 aj;:;;O ， L;i<8 aj= 1 より必ず ai>O なる iが O ならば，

一度基底解が決まれば，以後が存在し，その i に基底を入れれば，右辺はすべて正となるから，

また基底の入る制限式は定まっている.すなわち，基底解の組は初期分は必ず右辺は正となり，

この定理は双対変数引の意味を考えれば，直ちに理解される.布 a と独立である.

そこで，通常の LP の単体判定基準を用いるとすれば，

jES -rf=min [-r~J , 
k.Kj 

を得る.対応する基底行列は，

(2.33) 

B=T[l_ßPBJ=[δρ-ßpJjJ (2.33) 

また，拡張された基底行列は，ここで， PB=[pJiJ とする.

B=[.:-:.. ~;~.] 
となる.

(2.34) 

Bの逆行列を

EI=[i::i] 
したがって，となる.

(2.35) 

とおけば，単体乗数 Bo=[v" V2' ・・・・ ， vmJ は

Bo=rBB-l (2.36) 

これはまたとなる.

TBTBo=TrB (2.37) 

iES vj=r~+ß L; P~iVj , 
jfS ~ 

あるいは

(2.38) 
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26 尾崎俊治

とも書ける.すなわち，単体乗数(双対変数)を求めることが， PI アルゴリズムでは VDO に相

当し，つぎのステップの単体判定基準は，

(2.39) df=-J-PULUJ+uz ， iは kEKi
jf.S ~ 

となる.したがって，基底解に対しては，

(2.40) .:1f = -r~-ß L. p~町+町=0 ， iES 
ι j f. S ~ 

となり，もしすべての iES ， kEKi に対し

(2.41) .:17= ーイ-ßL. P~iVj十町孟O
3‘ s 

ならば，最適解を得たことになる.一方，もし

(2.42) .:17 = -r7-゚  L: P7iVj+Vi<O 
jf.S 

なる対 (i ， k) が 1 つでも存在すれば，この政策は改善可能である. これらのことは PI アルゴリ

ズムの PIR に相当する.

これらのことから，エルゴード連鎖の場合と同様にして，判定基準は PI アルゴリズムと同じ

ところで用\"，基底の入れ替えは連立方程式を解かずに，逆行列型改訂単体法を用いる新しいア

ルゴリズムを使用すれば，非常に早く最適解が得られる.

2 ・ 4 終点のあるマルコフ決定過程

MDP の最後の場合として，終点のある MDP について議論する.すなわち，つぎの仮定を導

入する.

終点仮定:決定がなんであっても，どの状態も有限期間のうちに 1 つの共通の吸収状態に

到達する確率が存在する.

この仮定はまたつぎのようにも言える. どのような決定を選んでも，状態は 1 つの共通の吸収状

態と他の残りの過渡状態とに分けられる.そこで，状態 1 を吸収状態に，状態 i=2 ， 3 ， …… ， m

を過渡状態とする. ここで、は，われわれは吸収されるまでの系の行動に関心がある.すなわち，

吸収されるまでに得る総期待利得を最大にする政策およびその値を求めたい.総期待利得が収束

することは系が状態 l に確率 1 でもって有限期間のうちに吸収されることから明ら五、である.そ

こで i=2，・-・ ， m よりなる集合を S' と表わす.まず，ある政策 π を用いたときの総期待利得

~'i， 

(2.43) G3 (π)= L. α'Q~(π)〆 (fn+l)
n=O 

となる. ここで，“， "は今までの理論とは異なり，すべての状態は i=2，…… ， m の上で考える

とする.すなわち，第 l 行，第 1 列を除いた行列あるいはベクトルで、ある. したがって ， G3 (π) 

を最大にする政策 π およびその値を求めることが問題である.この系に対しても，つぎの定理が

成り立つ.

[定理 2.5J 定常な最適政策が存在する.

証明はBlackweIl [3 ]の前半の割引率を考慮した場合とほぼ同様にして証明できるが， 加担

、ー、ー

では省く.あるいは， Derman [6 J による別証明がある.一般の MDP においても定常な最適

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



線形計画とマルコフ決定過程 27 

政策が存在することは Blackwell [3 ]が証明しているので， その特殊な場合とも考えられる.

この定理を用いると， この系に対してもつぎの LP 問題を得る [18].

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

Max 'E I:: dx! 
j.S' k.Kj -• 

subject to 

'E 'E (Õj， -P!l)x~=at , 
J'S' k.Kj 

zjミo , jfS' , kfKj 

l'S' 

この問題の双対問題は双対変数を V2' …・・・ ， Vm とすれば，

(2.47) 

(2.48) 

(2 ,49) 

となる.

Min 'E aiVi 
;f.SI 

subject to 

ViミTf+Z pftYJ , 
J'S' 

ifS' , kfKi 

Vi; 符号制限なし， ifS' 

この場合にも，定理 2.2 と同様な定理が成り立つから，一挙に基底解を求めうる. つぎのステ

ップの単体判定基準は，単体乗数(双対変数)を用いて，

(2.50) 

となる.

(2.51) 

.1:= ーイ-EybuJ+uz ， ifS' , kfKi 

とくに，基底解に対しては，

Jf= -rf-I: pflVj+町 =0 ，
JεS， 

ifS 

となる. また，すべての ifS' ， 是正Ki に対し .1:;;;:;0 ならば，最適政策を得る. 一方， 1 つでも .17<0

なる対 (i ， k) が存在すれば，政策は改善可能である. したがって， この終点のある MDP につ

いても 2.2 で述べた新しいアルゴリズムを適用することができる.

3. セミ・マルコフ決定過程

MDP について展開した議論を連続時間の決定過程， すなわち SMDP あるいはマルコフ再生

計画 (Markov Renewal Programming) まで拡張しよう.

まず， セミ・マルコフ過程について簡単に述べる. 確率過程 {Zt; tミ O} を考える. ここで‘，

Zt=i は時刻 t において状態 i にあることを表わす. また，状態は 2. と同様に i=1 ， 2，…… ， mfS

で表わされるとする. さて ， Qij(t)=pijF， j(t) は [0，∞]で、定義された非減少関数で，

(3.1) ( i ) Qij(O) =PijFij(O) =0 , ieS, jeS 

(3.2) (ii) I: Qij(∞) = I: pijFij(∞)= I: Pij=l ieS 
ftS ftS ftS 

をみたすものである. ここで， Pij は状態 i から状態 j への推移確率で、あり，系は状態の推移のみ

に着目したとき，推移確率 Pりにしたがう. そこで，推移確率 Pij を持つマルコフ連鎖は隠れマ

ルコフ連鎖(Imbedded Markov Chain) と呼ばれる. 一方， Fij(t) はつぎの状態が j であると
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きの状態 i ~こ留まる時間の分布関数である. とくに，

(3.3) 
( 0 , 0話tく 1 ，

Fii(t) ={εS， jfS 
l 1 , t 主主 1 ，

とすれば，離散的マルコフ連鎖となり，一方

(3.4) Fij(t) = 1-e-1i t , ifS, jES 

とすれば連続時間マルコフ連鎖となる.初期分布

(3.5) a= (al , a2 , …… , am) 

を与えれば，この過程は決定される.そのとき，この過程はセミ・マルコブ過程と呼ばれる. と

くに m次元の再生量

(3.6) N(t) = [N1 (t) , N2 (t) ， …・・・ ， Nm(t)J

を考えるときはマルコブ再生過程 [21J と呼ばれる.

さて，

(3.7) Hi(t) = I: Qij(t) , iES 
J'S 

を定義する.これは，状態 i におけるつぎの状態を考えない無条件の留まる時間の分布関数とな

る . F;i(t) の平均を

(3.8) bij= ~~ tdFij(t) ， は jfS

とすれば，無条件分布の平均は

(3.9) 初=~~ tdHi (の =ZPzjj7tdQzJ(の =EPSJbzJ ， z-ES

となる.ここで‘は，すべてのんは有限と仮定する.そのとき，守i(ifS) も明らかに有限となる.

また， Fjj(t) は時刻 O で確率 1 でもって 1 になるような無限推移を除いた普通の分布関数とす

る.

セミ・マルコフ過程の状態の分類は隠れマルコフ連鎖のそれにしたがうとする [13].

以上の準備のもとで， SMDP を考えよう.状態 ifS で k=1 ， 2 ， …… ， kifKi の中より 1 つの決

定 k を選ぶものとする. このとき，系は

(3.10)QL(hPLFL(t) , jES 

によって支配される.また，同時に単位時間当りの利得を T? とする.すなわち，単位時間状態

i に留まることにより利得 T? を得る. 2. と同様にして，状態空間を S とし，政策空間を F=Kl

xK2 x …… xKm としよう.そのとき，任意の決定を jfF で表わすとする.ここでは，政策は

定常政策のみを考える.状態の分類，および割引率を導入することによって， 2. と同様に 3 つの

問題を述べてみよう.

3 ・ 1 エルゴード・セミ・マルコフ決定過程

隠れマルコフ連鎖が決定の如何にかかわらずエルゴード的であるときは，総期待利得は発散す

るので，単位時間当りの平均期待利得を最大にする政策およびその値を求めるのが問題である.

初期分布 αから出発したときの単位時間当りの平均期待利得は初期分布と独立になる. このとき，

つぎの LP 問題を得る(詳細は文献 [20J 参照).
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(3.11)MaxZ544d 
J ,1j k'KJ 

subject to 

(3.12) 斗這0 ， jES , kEKj 

(3.13) r; Y~-r; r; p~;y~=O ， jES 
kf.KJ" iES kf.Ki 

(3. 14) 
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jES , kEKj 

となる.

(3.15) 

で与えられる. ここで， dJ は状態 j で決定 k を選ぶ確率である.また，つぎの定理が定理 2.2 と

同様にして成り立つ.

[定理 3.1J LP 問題 (3. 11) -(3. 14) において，最適解の中には各 jES に対しただ l つの

り>0 となり，残りはり=0 となるものが存在する.証明は定理 2.2 とほぼ同様であるので，省

略する.

式 (3. 14) の~j=m に関する元長な制限式を除いて双対問題を考える.最適値を gf とすれば，

双対定理により双対変数を [Vl' V2' ・・・ ， Vm-l ， gf] とおく.そのとき，つぎの双対問題

(3. 16) M� gf 

subject to 

(3.17) 叶制

(3.18) hgf;:符号制限なし

を得る. これらの主および双対問題の関係を図 3 ・ 1 の Tucker 図表に示す.

したがって，定理 3.1 を用いて，適当な基底解を得るためには，例えば

(3.19) 一汗=min [ーバJ ， jεS 
k ,Kj 

を適用すればよい.そのとき，単体乗数は，前同様にして，

m-l 
(3.20) Vi+守fgf=ずrf+ r;， p~Vj , iES 

j;l 
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を解くことによって得られる.ただし Vm=O とする. これは， Jewell [12J あるいは Howard

[11J の VDO に相当する.また，つぎのステップの単体判定基準は，単体乗数を用いて，

m-l . 
(3.21) .:1:=一昨r7- Z:;.p7jVj+Vi十計gî ， iES , kEKi 

j=l 

となる. とくに，基底解に対しては

m-l 

(3.22) .:1f= 一ずr?-zfZU1+uz+ザfgf=o ， iES 

となる.すべてのたS， kEKi について， .:17 ミ 0，あるいは式 (3.22) を用いて，

(3.23) Tf+JJ121pkUJ-dζTf+」J三1pivy-uzl ，は kEKi
1}i' L j~l"J - . J 一一 1}iU L þl ・J - . J 

ならぽ，最適解(最適政策〉である.一方，もし.:17<0 なる対 (i ， めが存在すれぽ，あるいは，

式 (3.22) を用いて

(3.24) イ+J711tpAUJ-ml>Tf+J7112ν Vj-Vil
lji叩 L j=l J '/i L j=l i, J 

ならば，政策は改善可能である.

これらの事実を用いれば， PI および LP アルゴリズムを併用した新しいアルゴリズム (2 ・ 2

参照)が直ちに適用できる.

8 ・ 2 割引率を持ったセミ・マルコフ決定過程

2 ・ 3 で用いた割引率 P のかわりに，連続時間の過程に対しては，指数型の割引率 α(a>O) を

用いる.すなわち，ある時刻で l 単位の利得は時間 t を経たのちには e-at となる.また， [0, tJ 

間の利得 ri は

(3.25) ¥t rie-α'dr=ヱ!...[l-e-叫]
';0 a 

となる.この場合には総期待利得が収束するので，初期分布α より出発したときの総期待利得を

最大にする問題は，つぎの LP 問題となる.

(3.26) Max Z:; Z:; p! (α)x~ 
jfS kf.Kj ~ 

subject to 

(3.27) ヰミ0 ， jES, kEKj 

(3.28) Z:; Z:; (ﾖj/-q~l(日))x~=a/， lES 
jfS hKj 

ここでv

(3.29) 取)=~~川町(t) ， は kEKi

(3.30) q7;(←~~ e-8tdQ7;Ct) ， は jES，ばa

(3.31) 仰=子[l- h7 (a)J ， はばz

である.また ， h7(α) = Z:; j ，sq7/α) でもある.

この問題の双対問題は，
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(3.32) Min r; aiVi 
� 

subject to 

線形計画とマルコフ決定過程

(3. 33) vi~p:(a) 十r; q:i(a)Vj , ieS, keKi 
jfS -" 

(3.34) 町;符号制限なし， ieS 

31 

となる.ここで，双対変数 Vl' 町，…… ， V怖は同時に主問題の単体乗数でもある.したがって， 2 ・

3 と同時に PI アルゴリズムの対応が言え，また新しいアルゴリズムも適用できる.

8 ・ 8 終点のあるセミ・マルコフ決定過程

最後に終点のある過程について考えてみよう. この場合には，隠れマルコフ連鎖に対して， 2 ・

4 と同じ終点仮定が成り立っとする.

LP 問題はつぎのようになる.

(3.35) Max r; r;計r~x~
j(Sf kf.Kj " " " 

subject to 

(3.36) r; r; (Õjl-P~l)x~=al ， leS' 
jfSI k~Kj 

(3.37) xý詮 0 ， jeS' , keKj 

ここで，集合 S'={2， 3 ， …… ， m} とする. したがって， MDP の場合の利得 Tf のかわりに r7rl

を考えれば，あとはすべて同じ議論ができる.

SMDP の詳細については文献 [20J を参照されたい.

4. 結論

以上述べたように， MDP および SMDP はいずれも LP 問題に定式化され，数理計画の立場

から言えば，この PI アルゴリズムは逆行列型改訂単体法の l つの変形である.すなわち，単体

乗数(双対変数)を求めて，つぎのステップの単体判定基準を作り，各 i について dj の最小値

が負となるすべての対(i， k) について基底変数 zf を入れ替えるということになる.ただし，通

常の LP とは異なり，あらためて単体乗数を求めている.

われわれは，これらの問題を改訂単体法として解き，単体判定基準は PI アルゴリズムと同じ

方法を用いるアルゴリズムを開発した. この新しいアルゴリズムが非常に有効であることは 2 ・ 2

に述べた通りである.

また，同時に多くの基底を入れ替えても，総期待利得あるいは平均期待利得が増加することは，

Howard [10J , Blackwell [3 J 等の結果から保証される. PI アルゴリズムを可能にするのは，

この過程の持っている特別な性質，たとえば定理 2.2 および 3.1 と双対変数の意味で，この双対

変数さえ求めれば，この系を表わす量がすべて求まるということである.政策については， MDP 

の場合には最適な定常政策が存在するとし、う性質が LPで定式化する場合は非常に役に立つ. SM 

DP については，定常政策のみに限って議論を進めたが， 非定常な場合まで拡張しても，同じ結
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果が期待される.

ここでは，割引率を考慮しない場合には，エルゴード・マルコフ連鎖，吸収マルコフ連鎖に分

けて議論したが，もっと一般の場合にも拡張できる.

最後に， SMDP において，すべての分布関数 F1/t) が単位時間で退化すればすなわち ， F1j(t) 

=0(0豆t<l) ， Ft(t)=l(t~l) ならば，すべての計=1 となり ， q~j(日)=eーイJ となるから，
fα=ß とおくことにより， MDP の場合に帰着されることを注意しておく.
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