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2 ユニット冗長システムの信頼度解析T

思 崎

1. 序論

俊 、立入*
{p 

2 ユニットよりなる冗長システムは信頼度解析において基本的であり，また重要でもある.現

実にも多くの分野で用いられている.この論文では，つぎの 3 つの冗長システムについて解析す

る.すなわち，

( i) 2 ユニット並列冗長システム

(ii) 2 ユニット待機冗長システム

(iii) 優先権のある 2 ユニット待機冗長システム

とくに，モデル (i) に対しては， Gaver [3] がもっとも一般的な解を与えている.ま Tこ，モデ

ル (ii) に対しては， Srinivasan [8] がもっとも一般的な解を与えている.しかし，モデル(iii)

に対しては何ら解析がなされていない.ζ の論文では，上の 3 つのモデルに共通の再生理論の概

念 [1] を用いて， 初めてシステム・ダウンになるまでの時間分布の Laplace-Stieltjes (L-S) 変

換を与える.ここで用いる方法は直観的であり，また計算も大変簡単である.

上に述べTこ 3 つのモデルに共通して，一般につぎのシステムを考える. 2 ユニットを適当に番

号付けして，ユニット 1 およびユニット 2 としよう. ユニット 1 の故障時間は分布 F1( t) (tミ0)

にしたがい，故障したならば直ちに修理を施し，修理時間は分布 G1(t) (tミ0) にしたがうとする.

ここで，修理によってユニットの機能は完全に回復するとし，修理の完了したユニットは直ちに

稼動できるとする.同様に，ユニット 2 も故障時間分布九(t) (t孟0) を持ち，また修理時間分布

G2(t) (tミ0) を持っとする. さらに，ユニット 2 もユニット 1 と同じ機能を有するとする.シス

テム・ダウンとなるのは 2 ユニットが同時に故障の状態にあるときであるとする.われわれの

関心は， t=O で 2 ユニットが稼動の状態にあるとき，初めてシステム・ダウンになるまでの時間

である.以下では，各節ととに各モデルに必要な仮定を付け加える.

2. 2 ュ=ット並列冗長システム

このモデルは 2 つのユニットを同時に稼動させ，故障したユニットは修理に回し，修理が終り

次第直ちに稼動させる.以下同様にして，初めて 2 つのユエットが故障の状態になるまでの時間

分布について研究する. ζ のモデルにおいては，稼動しているユニットの年令が問題になるので，

解析解を得るためには，故障時間分布に対して memoryless の性質を仮定しなければならない.

すなわち，
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時刻 O より出発して，時刻 t1 で 1 つのユニットが故と仮定する.修理時間分布は任意でよい.

つぎの 2 つの場合が考えられる.障する.そのとき，故障したユニットの修理が完了するまでに，

このときはシステム残りのユニ、ソトが故障する場合である.1 つは，修理が完了しないうちに，

ユニット i(i=1 ， 2) が故障したときシステム・ダウンとなる時間分布は-ダウンとなる.いま，

H1i叶

上述の議論から，

(i=1 , 2; jキ i)(2 ) 

その L-S 変換は，したがって，を表わす.Gt'(t)=l-Gt(t) (i=1 , 2) ζ 乙で，となる.

(i=1 ， 2;j宇 i)h1'(t)= ~~ [l-Yj(s+ﾀj)] 
S+ん

(3 ) 

もう 1 つは，残りのユニットが故障一方，ここで， Yi(S) は Gt(t) の L-S 変換である.となる.

ユニット i(i=1 ， 2) が故障したとき，再び 2しないうちに，修理が完了する場合である.いま，

ユニットが稼動の状態になるまでの時間分布は，

制)={;ハIdGi(t) (i=1 ， 2;jキ i)(4 ) 

その L-S 変換は，となり，

(i=1 , 2;j h2'(t) =σt(S+ ん)(5 ) 

となる.後者の場合には，再び 2 ユニットが稼動の状態になり，しかも故障時間分布は memory-

また，これらの挙動を示したのが図 1 である.less であるから t=O のときと同じ状態になる.

とく2 ユニットのうちどちらかが故障する時間分布は F(t)=l- exp [一(ん+ん)t] にしたがい，

したがっである.にそのユニットが i(i=I ， 2) である確率はん/(À 1 +À2) (memoryless に注意)

φ (t) はつぎの再φ (t) (tミ0) とすれば，て，初めてシステム・ダウンになるまでの時間分布を

すなわち，

ì , 1 , 
φ (t)= t --::~:--::: F(t) * H1'(t) + t 一竺ー:-F(t) * H2i(t) * φ (t) 

j~1 À 1十A22=1 ん+ん

生形積分方程式を満たす.

(6 ) 

式の L-S 変換をヂ(S) としてぞφ (t) *は分布関数のたたみこみを表わす.ここで，となる.

さらに，式 (3) および (5) を用いれば，(6) を L-S 変換して，チ(S) について解く.

(jキ i)

ﾀiﾀi 
L~土 [l-Yt(s十ん)]
j';;;¥S+ﾀj 

S+À1+ん- L ﾀiY;(s+ﾀj) 
チ(S)(7) 

戸圃圃園圃圃『
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2 ユニット稼動

1 ユニット故障

2 ユニット並列冗長システムの挙動図 l
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を得る.式 (7) のヂ(s) が初めてシステム・ダウンとなるまでの時間分布のしS 変換である.初

めてシステム・ダウンとなるまでの平均時間 T は，

(8 ) 

| 1+ z 2生土 [1 一σ豹似tバ(リAんJβ)
Tιι=一一」坐血剖L竺邸血凶S心竺竺2-1一一一」一一竺dリ山z 一一一一一一一一一 一

ωIs=O 土ん[l-g;(ん)]
(jキ i)

となる.これらの結果(7)および (8) は既に Gaver [3] によって与えられているが， ζ 乙で用

いた方法は大変簡単であり，直観的でもある.

Gaver [3] はさらに，乙のモデルに過負荷という概念を導入した.すなわち，ユニット i(i=1 ， 2)

が故障したとき，残りのユニット j (jキ i) に負担が多くなり故障しやすくなる.この場合，過負

荷の問，時間に関係なく生ずる稼動中のユニットの過負荷により故障する確率を αJ とし，時刻l

t までに過負荷により故障する確率を 5， (t) とすれば，そのとき式 (3) および (5) は

(9 ) 附川)= 町川十判(σ1ト一吋:門e-戸ハ門一→咋』わ.jt〆tG;命仰山;'ババ川Fて1明帆怖(げ的哨州州tの附t)5/渇刈町品町駅rぺ(の

および，

十(口1ト一町州叫)リJo門叫t'(附(tの ω1=山 jキ判吋iわ) 

(10) 11 2 \s)=(1 一 α))¥ e-匂-Àj!5/(t)dGt(t) (i = 1, 2; jヰゴ)
JO 

となる. とこで， 5/(t)=1-5;(t) である. したがって， 乙のモデルに対しでも直ちに式(7)およ

び (8) より rp(s) および T を得ることができるが，結果は省略する.

3. 2 ユエット待機冗長システム

乙のモデルは最初ユニット 1 を稼動させ，ユニット 1 が故障したら，直.ちにユニット 2 を稼動

させ，同時にユニット 1 の修理を始める.ユニット 1 の修理が終って，それからユニット 2 が故

障したら，直ちにユニット 11乙切り換えて，ユニット 1 を稼動させる.以下，ユニット 1 および

ユニット 2 を交互に稼動させるとする.システム・ダウンとなるのは 2 ユニットが同時に故障

の状態にあるときであるから，修理が完了しないうちに，稼動中のユニットが故障するときであ

る.乙のモデルにおいては， memoryless の仮定を必要としないので， もっとも一般的な仮定，

すなわち各ユニットの故障および修理が任意の分布の場合について解析できる.

きて ， t=O で出発してユニット 1 が初めて故障するまでの時間は分布 F1(t) にしたがうから，

初めてシステム・ダウンとなるまでの時間分布 ø (t)は，

(11)φ(t)=F1(t) * φ 1(t) 

となる.ここで， φ l(t) はユニット 1 が故障した時点(すなわち， ユニット 1 が修理を始めた時

点)より出発して，初めてシステム・ダウンとなるまでの時間分布である.φ 1(t) については，

モデル (i) と同じ考え方でそのままシステム・ダウンとなるか，ユニット 1 の修理が完了して，

そののちにユニット 2 が故障して，ユニット 1 が稼動を始めるかである.そのままシステム・ダ
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ウンとなるのは，ユニット 1 の修理が完了しないうちに，ユニット 2 が故障する場合であるから，

その時間分布は，

(12) H[即(σ叶t

となり，その L.S 変換は，

σ仰問3め hん帥1〆μ(伶叶s

となる.一方，ユニット 1 の修理が完了して，そののちにユニット 2 が故障する時間分布は，

(14) 品(t) = 1: G[(t)叫(t)

となり，その L.S 変換は，

(15) h2叶:rstGI(t)叫(t)

となる.さらに，後者の場合にもユニット 1 とユニット 2 が入れ替るだけで同様なことが起こ

る.すなわち，第 1 の場合はユニット 2 の修理が完了しないうちに，ユニット 1 の故障が起こる

場合であるから，その時間分布は，

(16) 品(t)=~: G{(t)同(t)

となり，その L.S 変換は，

σ間7円 hんω8ぷが(伊叶s

となる.第 2 の場合はユニツト 2 の修理が完了して，そののちにユニット 1 が故障する時間分布

は，

(18) 品(t)=ド(t)伺(t)

となり，その L.S 変換は，

(四1凹19)紛 hん‘ぷμ(付叶S

となる.一方，後者の場合が起こった場合には再び分布 φ [(t) にしたがう.すなわち，この φ [(t)

は図 2 のような挙動をとる. あるいは，樹形図状に書けば，図 3 のようになる. よって， φ [(t)

に関する再生形積分方程式を得る.すなわち，

(20)φ[(t) =日(t)+品(t) * 品(t)+H2( t) * 品(t) *凧(t)

となる.φ (t) および φ [(t) の L.S 変換をそれぞれ ψ(s) および判(s) とすれば，式 (11) およ

び (20) から，

(21) 

(22) 

ヂ(s)=/[(s)仇(s)

h[(s)+ん(s)ha(s)
引(s)= 一

1-h2(s)h.(s) 

を得る. したがって，
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F園田園園『 戸圃圃圃・園田

ユニット 2 稼動(ユニット 1 修埋・待機)

ユニット 1 稼動(ユニット 2 修理・待機)

円円
図 2 2 ユニット待機冗長システムの仇(t)の挙動

システム・ダウン

バゾ ふノシステム・ダウン
ア 令ア

F ,(t) H2(t) H.(t) 
φ (t)ー一一一一一一一 φ， (t) ・ φ ， (t) 

図 3 2 ユニット待機冗長システムの挙動の樹形図

(23) 
h,(s) + h2(S)ha(s) 

cp(s) = !，(ゆ一一一一 一
l-h2(s)hM) 

となる.との cp(s) が 2 ユニット待機冗長システムの初めてシステム・ダウンとなるまでの時間

分布の L・S 変換である.また，その平均時間は，

1 1 
l 一++-h2(0)

小 dタ(s) 1 1 ん λ1
(24) T=一一一一一+ 一一一

‘ ds 15=0 ん l-h2(0)ん(0)

となる ζ とで， j:t前t同.:1，および ~~即日えz とする

4. 優先権のある 2 ユニット待機冗長システム

とのモデルはモデル (ii) とほぼ同じであるが 2 つのユニットに優先権を付けて，できるだけ

ユニット 1 を用いるようにしたい.すなわち，ユニット 1 が修理中で，もしその修理が完了しに

ならば，稼動中のユニット 2 を停めて，直ちにユニット 1 に切り換えて稼動させる.したがって，

ユニット 21t:対しては修理能力は必要でない.また，ユニット 2 の故障時聞に対して memoryless

の性質を仮定しなければ解析解を得るととができないので，

(25) 凡(t)=1-e-12t (t孟0)

と仮定する.ユユツト 1 の故障および修理時間分布lと対しては任意の分布でよい.初めてシステ

ム・ダウンとなるまでの時間分布を φ (t) とすれば， φ (t) はつぎの再生形積分方程式

(26) φ(め=F，(め * H ,(t)+F,(t) * 比例 *φ (t)

を満たす.乙こで， H，(めはユニット 1 が分布 F，(t) にしたがって故障したのちに，ユニット 1

の修理を始めて，修理が完了しないうちに残りのユニット 2 が故障する時間分布であるから，

但7) 刷十e叫，c(t)dt

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



となる.その L-S 変換は，

(28) hl(S)=-ZL[1-gρ+ん)]
S+ﾀ2 
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となる.一方，品(めはユニット 1 が分布 F1(t) にしたがって故障したのちに，ユニット 1 の修

理を始めて，残りのユニット 2 が故障しないうちに修理が完了する時間分布であるから，

(29) H2(t) = ¥ e-ﾀ2'dG1(t) 
.10 

となり，その L-S 変換は，

(30) h2(s) =仇(s+ん)

となる.したがって， φ (t) の L-S 変換を Ip(s) として，式 (26) を L-S 変換して， ψ(s) につ

いて解けば，

(31) fi(s)h1(s) 何s)=
1-fi(s)h2(s) 

fi(S)-IL[1-gμ+ん)]
s+ん
1-fl(S)σμ+ん)

となる.ただし， fi(s) は F1(めの L-S 変換である.さらに，その平均時間は，

-!t'(OH+-[1-gμ2)] 
T=一生監 ん

ゐ Is=o 1-g1(ん)
(32) 

となる 乙こで，ユニット 1 の平均故障時間を i:叫が-!t'(0)=1
品 1 1 

(33) T = 二
んん[1-g1(À2)]

式 (32) は，

となる.式 (33) の平均時間 T は Gaver [2] の求めた同じユニットよりなる優先権のない通常

の 2 ユニット待機冗長システムの平均時間と一致する.しかし， Gaver [2] の結果は 2 ユニット

ともに指数故障を仮定しているので，故障時聞が memoryless であるから，優先権を考えない

場合と同じ結果になる.式 (31) および (33) に示した結果は，ユニット 1 fL優先権を与え，し

かもユニット 1 の故障は一般分布であることを注意しておし

5. 結論

乙の論文で示した 2 ユニット冗長システムの解析はすべて再生理論の積分方程式の考え方を用

いた方法である.再生理論で言えば， 交替再生過程 (alternating renewal process, Cox [1] , 

Chap_ 7 参照)の一応用であると考えられる.

ζ こでは 2 ユニットのもっとも簡単な場合について議論したが，さらに一般に n ユニットの

場合について解析することもできるが，つぎの機会に ζれらの理論の拡張について述べる.

最後lζ，本研究について多くの貴重な助言を頂いた本学大学院学生朝倉立行氏に厚く感謝する.
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