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Hamaker の在庫量問題についてT

小田中 敏 男持

1. 緒 言

この研究は在庫量管理問題の 1 つの型と考えられるハマッカーの行なった貯水容量決定問題と

貯水池運用問題をある確率基準による在庫量管理の方法によって，理論的に再検討をしようとす

るのが白的である.

ハマッカーの行なった，オランダのフィリップス社アインドホーパン工場における水消費と貯

水容量の分析方法は次のようであるけ. 水供給装置に十分な貯水能力がないと，水こし器が常に

稼動しているので，水の化学的清浄に好ましくない.よって貯蔵能力を大きくしてトラブルをな

くすべきである.貯蔵能力をどの位の大きさにするのかを分析して決定するには，次の 3 つのフ

ァクターが問題となる.

1) 消費の見積りにおける過誤，

2) 生の水の供給によってコントロールされる離散的段階での大きさ，

3) 消費における期間の探択，

研究所へ引き渡す水の量は時間毎に観測されている. 1 日 24時間の消費は前日の消費と同じであ

ると仮定する.また便宜上 1 日は朝 8 時から始まるとする.平日の朝 8 時から夕方17時までの 9

時間を高消費期間とすると，尽く高消費期間)の平均消費は1765m2jhour であり， 夜の平均消

費は 1330m3 jhour である. これから 1 日の平均消費は 1493m3jhour である. 昼の過剰消費は

2448m3 で夜にはこれと等しい不足消費がある.

次に 1 時間当りの見込み供給量は

{(過去の24時間の平均使用量〉一(過剰貯水量)--7-24}

で，この値を50m3jhour の単位でまとめる.よって 1 日の過剰貯水量は

{(1時間当り消費量)一(1時間当り見込み供給量)} x24 

で，この値は明日の初期在庫量となる.このような方法で過剰貯水量を140 日間観測すると， (一〉

2100m3 と (+)2700m3 の聞を上下するので， これに耐えうるために 4800m3 の貯水能力が必要

となる.

以上の分析から 2 つの主な結果を得た.これから必要な貯蔵能力を決定する.
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① 昼間と夜間の使用量の差による周期的な変動

② 24時間についての見積り平均消費のランタームエラー

①から昼の過剰貯水量2500m3 の貯蔵能力が要求される. ②から4800m3 の貯蔵能力が要求さ

れる.しかしこれら 2 つの数字の合計は実際に必要な能力以上に見積っていると考えられるの

で，各時々の貯蔵タンクの水の量を計算してみた.この数値実験の結果から，もし消費の予測に

エラーが起ると，それが24時間にわたるので 1 日 1 回だけストックをチェックするシングルチェ

ックより正午と真夜中に 2 回貯水量をチェックするダブルチェックの方が良いことが分る.

以上から3400m3 の現有設備に3500m3 のタンクを加えて6900m3 に能力をあげることとなった

とハマッカーは報告している.

このハマッカーの方法は次の 3 つの問題点がある.

1) 決定する基準で明確でない，

2) 最適政策の根拠が明らかにされていない，

3) 経済的な考察がない.

この問題1) ， 2) を解決するために 2 で述べる確率基準による在庫量管理の方法で考察してみた.

確率基準による在庫量管理は従来の在庫量管理のように費用を中心として考えることが不可能

な場合でかつ周期的な在庫方式を採っている場合に用いられる.

確率基準としては，次のように考えた.全期聞を通じて

① 在庫量が増大して管理上限Aを越える場合の確率，

② 在庫量が減少して管理下限B以下になる場合の確率.

これらの確率を最小にするような供給量を決定することである.離散的に考えて，ダイナミッ

ク・プログラミングの公式を使用して解くことができる.

発注と同時に供給されるものとして，我々の得られた供給量 z の最適政策は次のような発注方

式である.

Z=x-c 

=c-x 

cくx の場合

c>x の場合

ここに x はある最適在庫水準である.

そこで問題は在庫水準 x とその限界 A と限界 B とをいかに定めたらよいかということに

なる.そしてこれらの管理限界や最適水準と，各期の期首在庫量とによって，管理の操作方式が

決定されるのである.

この確率基準の方法によって1) ， 2) の問題点はある程度解決され，ハマッカーの方法に理論的

な根拠を与えることができた.

2. 確率基準による在庫量管理

2.1 調節限界A ， B の設定法
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我々の理論によれば調節上限と調節下限とを先ず設定することが必要である.この段階では現

象を全く確率的に考えることにする.

今 n 期聞を 1 週期として， 毎期毎期の状態変数 (state variable) としての初期在庫量，

確率変数(random variable) としての需要量，制御関数 (control function) としての供給量

をそれぞれ

X J, X 2 • ・・・・・・.X偽;

Y! , Y 2• ......, Yn; 

Z J, Z2 , …一・.Zれ;

とする.初期状態変数を c とし，簡単のために在庫システムを表現する次の方程式が成立する

とする.

X偽+1 =Xn+Yn -Zn Xo=C (2. 1) 

ここで， Zn も Yn もまったくランダムとしょう.しかしこの分布は指定はしない.ただ分布の

平均値と標準偏差が明確でさえあればよい. 即ち，入力 {Yη} は毎日平均すると m ， でその変

動状態が標準偏差引によって規定され，また出力 {Zn} は毎日平均すると m2 でその標準備

差はのに従っているとしよう.

n 期聞にわたって

A "2. X i "2. B , 

が成立する事象を考えよう.

(i= 1 ， 2，・・・ ， n)

この事の実現する確率は

P=Prop{(max Xi<A) and (min Xi>B)} 
l:S;j:S;n 1!三j<{.n

に等しい.これは (2.1) 式より

n n 
P=Prob{(max L，: (Zi-Yi) 三A-C) and (min L，: (Z る -Yi) ミB-C)}

と書き換えられる.

である.ここで

Zi-Yi=Qi とすれば仮定より

E(Qi)=m=m ,-m2 

V(Q色)=σ2=σ，'+σ22

という変数変換を行なうと

E(Pi) =0, V(Pi)=1 で

(2.2) 

れ A-C-m" __..l r_:_';:" n ~ B-C-
P=Prob((max L,: Pi~一一一一) and (min L,: P之一一一一)}

i=l σi=l 

(2.4) 
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となる.ここに P1 ， P2 ， ・ Pn ， …は独立で同じ分布関数をもっ確率変数で平均値 0 ，分散

1 となる.

今 Sn=Pl十P2+…+Pn とおき

Prob{(max Sk s;，〆瓦α) and (min Sk~〆瓦ß)}
l~k~n l~k~n 

を考えて， n→∞の時の極限値 σ(α，めを求めれば

(α ， )゚ = ~ ﾏ: /0__
1 , n ~ sin笠竺豆~(α -X以exp(-J2m十 1)2π~.~)l 

π 前zυ (2m十 1)lα-ß \(α-ß) 当 2 JJ 

となることが証明され，その数表が得られている. C 2 J 

従って近似的に

<l-C-m /-0 B-C-m nα=一一 (J二竺寸 〆 n ß= 一一 (J 一ー

より

A=αý'瓦 σ+C+m ， B=ßý' n σ+C+m 

(2.5) 

(2.6) 

と示される.ここで購入量と需要量の平均値が等しい(つまり ml=m2) とすると m=O とな

り，

A=αý' 九 σ十C， B=ßý'九 σ十C

となる.

2.2 最適政策の決定

ハマッカーの在庫管理過程の数量的モデルとして次のように考えるとする.離散的な時点 0 ，

1 ，・・・ N に於て統計的需要を有する単一品目の在庫問題を考える. 各時点、に於ける初期在庫

量がある調節限界 A， B を越える確率を最小による政策を決定することが問題である. ここで

多くの在庫問題に於ては購入費用，在庫費用等が仮定せられるが，その推定は困難なことがあ

る.そこでここでは之等の費用は各段階に於て完全に知られぬとし，各段階に於ける需要の統計

的性質のみが知られているとする.ここで次の量を仮定しよう.

Xn=n 段階における初期在庫量.ただし，段階における発注量，需要量に先立って知られる

とする (n=k， ..., N) 

Yn=n 段階における発注量 (n=k， ・ ..， N)

Zn=n 段階における需要量 (n=k , ..., N) 

ここで V払は Xn に依存し ， Zn が観測せられる前に b は決定せられねばならぬとする.その

ときこの在庫系に関して次の関係が成立する.

X" +1 =X"+Yn-Z,,, XkニX， (2. 7) 

更にハマッカーの在庫量問題については次の仮定が置かれる.

a) n 期における需要 Zp. は過去の需要 {z，，} の線形一次結合 Zk ad叫に等しし、と予測す
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る.そして実際に観測されるれはこれに誤差 w" を伴うとする.すなわち 1: a隅Z叫+w" で

ある.

b) ωa は独立な同一分布をもっ非負な確率変数

c) 次の条件がその確率密度以w) に課せられている.

①伽)>0， wミ 0， ~~ tp(w)dw=l , ~~即(w)dw=O， ~~ wヤ(ω)dw<∞
(2.8) 

@~了。tp(w)dw -:::;， aく1，位0， 11=α-ß 

③〆(ω) がすべての W に対して連続であって， ψ(w)は[0，∞)で単峰である.

④ザ(t)<O， (y , y+11J 

d) Iyl くA とする.

問題は (2. 7) 式の在庫系に対して

J = Prob{ (max xもミA) or (minxもさ二B)}
k":;j":;N-I k":;j":;N-I 

(2.9) 

を最小にする y" を決定することである.

いま

と定義する.

/，，(♂， Zk , …, 2 ,,_,) = min J 

N-1-Zn 二~k に対して関数列 /，， (X ， 2k' …， 2 ，， -1) は

(1.10) 

fn-l(a:, Zk , Zk+l' ・"， Zト2)=1， (x -Z A , x -:::;,B) 

=0, (A>x>B) (2.11) 

より出発し，一般に

/，， (X ， 2削ー ， z，，_，)=l， (x~さA ， x 三三B)

rr∞ rx+y-I;amzm-A 
=minj' tp(ω)dw +, tp(w)dw 
IYI<..Al...... n-l ∞ 

.x+y-L: am'!.m-B 

x+y-T amzvn-A 

+¥ /冊• .:':, (x+ 1/- 1: amz隅-W， ZIc， … ， Z ,, )tp(w)dw 1. 
"'x+y-,Eamzm-A ..; 

(A>x>B) (2.12) 

が成立する.

この関数方程式より明らかに最適解は次の形をとっているり.
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"-1 
= L: a叫zm+X-Xn， (XぐX，，)
前 =k

ここに X偽は各期の最適在庫水準で

"-1 
jx+F-Z伽Zm-B 鈍 1

(1-f"+I(x+y-L: a叫Z隅-w， Zk> "', z，，)f{J'(ω)dω=0 

Z+y-YamZ畑一A
m=k 

の解として示される.これはハマッカ一氏の政策が

(2.13) 

(2. 14) 

{(過去の 4 時間の平均使用量〉一(過剰貯水量〉土24} としたのに相当する.すなわち

ak= ・・・ =a"_2=0， a"_I=l 

泌-1

で ， L: a悦Z肌 =Zト1 となっている特別の場合と考えられる.また，
ηる =k

(過去の24時間の平均使用量) =Z"-h 

(過剰貯水量)...;.-24= {(x-c) or (c-xn)} 

となっている.

3. 議論

在庫の機能としては

り 需要に対する変動を吸収する

2) 製造命(令発)注回数をできるだけ少くする

185 

ことが必要である.よって過剰貯水量のバラツキが小さくて供給水準に変化がないのが良いと考

えられる.

ハマヅカー氏の予測は需要が前日と同一であると仮定しているので，誤差が大きく過剰貯水量

のバラツキが大である.そこで需要はある確率分布に従う確率変数と仮定すると，誤差は比較的

に小さく，従って過剰貯水量のノ〈ラッキが前より小となることが実験によりたしかめられる.

次に過剰貯水量が最適在庫水準から土500m3jhour か::t 1 ， 000m3jhour 内に収まっている場

合は供給量は 1 ， 300m3 jhour に定めておいて， ::t500m3jhour, ::t 1 ， 000mSjhour の水準外に出

た場合のみ政策の実施するとバラツキは更に減少することもわかる.この理由を考えてみよう.

発注費用 C(y) を考えて

c(y)=cy+k(y) , 

cv>: 
" であって， L: C(Zi) =S;; m に関して

n=l 

Prob{( max Xl占A) or ( min x ,,=s;;B)} 
k 5. n5. N-l 恒n云N-l

(3.1) 

(3.2) 
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なる確率を最小にするようにを選ぶという実際的な場合に対するモデルを解析しよう.ここでラ

グランジュ乗数を用いて，

j{ (yρ}=(Prob{( max x ,, ::::::A) or 
k~n~N-l 

( min 31" 三三B) }Jexp(-ﾀ(m -L:C(Yi)) 
k豆n~N-l

を最小にする新しい問題と考えよう.

min ]{(y,,)}= !k(X) 

を定義すれば前と同様に

!,, (x)=e-'m (c::::::A , c~B) 

=す十 A(m-c(YK)){j:fjTLdZ十~:;C~かz+jZ23+v一州以}]，

と書ける.ただし

から出発する.

(A>C>B) 

!"_I(X)= min (e-'(m-c(山口)) )=e一川， (x::::::A ， x 三二B)
YN:I 

=0 (A>x>B) 

(3.3) 

(3.�) 

(3.5) 

(3.5) 

このときばz) に関する仮定のもとに最適在庫方程式の (5-s) 方式と同様に次の定理が得られ

る.ただし便宜上ここでは c=o と置く.

定理最適政策は

ν=15- 31 1 ， 

=0 

(31くSn ， X>Sn') 

(SnくX<Sn')

と書ける.ただし Sn<5n<Sn' である. (図 3 参照)

この定理を使用することにより (S-o)方式が有利なことの理由が判明した.

以上ハマッカーの方法の問題であった

1) 決定する明確な基準がない，

2) 政策の採用の根拠が明らかでない，

の 2 つの問題点が我々の立場より解明された.残る 1 つの問題点

3) 経済性に対する考察

(3.6) 

は確率基準と費用基準との聞の関係を考察することによって解明されよう.今後の残された重要

な問題と思われる.又ダブルチェクの数学的模型についても次の機会に述べたい.
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