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フロー・ダイアグラムにおける CPMt

古 林 隆持

~ 1.まえがき

従来の CPM (Critical Path Method) では， 作業の前後関係の表現に， フロー・ダイアグ

ラム一一作業を結合点で，それらの前後関係を矢印で示すダイアグラムーーを用いないで，アロ

ー・ダイアグラムー一一作業の開始または終了〈の時刻)を結合点で，作業を矢印で示すダイアグ

ラムーーを用いている.

しかし，実際問題ではフロー・ダイアグラム，あるいはその一歩前の作業リストが与えられる

ことが多い.これらを等価なアロー・ダイアグラムに変換することは可能である 7)が， ダミー作

業の追加などかなり煩雑であるし，一意的には変換されないので，フロー・ダイアグラム上で直

接CPMを考察することが望まれる.ここではその 1 つの解法を示す.適用の際，ダミー作業を

1 つ追加しなければならないが，アロー・ダイアグラムへの変換の手聞を考えれば，はるかに有

宋リである.

~ 2. 問題の定式化

プロジェクトの作業の総数を n とし，先行作業をもたない作業を J" J2' …, Jp とする.

作業 Ji (i=1， 2， … ， n) の標準所要時間，特急所要時間，費用勾配(作業の所要時聞を単位時間

短縮するための費用〉をそれぞれ Dí， d í , Cí とする. 次に， 後続作業をもたないすべての作

業に後続するダミー作業 J''+1 を付加し，

A三 {(i ， j)1作業 Jí は作業 JI の直前作業である}

と定義すれば， CPMで扱う問題は次のように定式化される.

DIﾀ 条件

(D1) Vj-Ví一れ孟0， (i , j) εA ， 

(D2) Dí~tí注品 (i=1， 2， ・・・ ， n) ，

(D3) Vn +1ー約三以 (i=1， 2， …， ρ) ， 

のもとで
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を最大にせよ.
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ここで， Vt およびれ (1豆i~n) はそれぞれ作業みの開始時刻および所要時間であり ， Vn+}_ 

はプロジェクト全体の終了時刻である.

倉田 C5J の形式に従って， DIﾀ の双対問題 P/-< ， DI え の解 {Vi , ti} 

RP/À, P/えの解 {fíj， Yi , hí , Pí} に対する制限問題 RP*lp を考えよう.

PIﾀ 条件

のもとで

を最小にせよ.

ただし

である.

RPIﾀ 条件

(Pl) f王j~三 0， (i, j) εA ， 

(P2) Yi , hiミO (i=1 , 2, …,1i), 

(P3) μí~O (i=1 , 2,…, þ) , 

(i=1 , 2, …, þ) , (P4) fi・一向=0

(P5) fi.-f・ i=O (i=þ+l , þ+2, …, n) , 

F 

(P6) I: P.i -f・〈品+1) =0，

(P7) fi・+め-hi=c多 (i=1 , 2, …, n) , 

P " 
T(À)=ÀI: 内十 I: (DíYiームhi)

fi ・== I: fi J, 
j: (j,j)EA 

(PRl) fijミ 0，

(PR2) Yi , hi~O 

f.j== I: fij 
i: (iJ)EA 

(i , j)EA, 

(i=1 , 2, …, n) , 

(RP3) Pi孟O (i=1 , 2, …, þ) , 

(RP4) f(・一向=0 (i=1 , 2, …, þ) , 

(RP5) fi.-f・i=O (i=þ+1， þ+2， ・・・ ， n) ，

p 

(RP6) I: Pi -f引+1)=0，

(RP7) f • +Yi-hi=ci(i=1,2,…,n)" 

(RP8) (i , j) $A , Vj-Vi-ti>O ならば fil=O , 

(RP9) れくDi ならば仇=0;

(RP10) ti>めならば hi=O，

に対する制限問題

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



172 

のもとで

を最大にせよ.

RP*lfl 条件

(RPll) i~p， 仇+I-V，くえなら迂 fli=O，

P出法 μ4

(RP*l) VJ-Viーれ~O. (i， j) εA， 

(RP勺) Ði~主 t玉三，;di (i=1,2,…,n) , 

(RP*3) が削I-V，; -À卓三三o (i=l，丸山・， P) ，

(RP吋) (i, j) εA ， fii>O ならば Vj-Vi-ti=O, 

(RP句) gi>O ならばれ=Ði ，

(RP*6) 恥>0 ならば ti=di , 

(QP~マ〉内>0 ならば Vn+l -Viーか出0，

のもとで F を最小にせよ.

これらの需題の解およびパラメーターの間には次の定理が成立する.

定理1. P jÀ の解に基づく RPキlμ の解を

{Vi , ti. J*} とすると ， {vi , t;，} は ÐrJ出が

の解である.

定理 2. Ð1J の解に碁づく RP!À の解

{fiJ> gi, hi. 灼}は PIJ

の解である.

証明注文献と 5) を参殺されたい.

次に. RPjJ および RP*! μ とそれぞれ同値で. gi, hi を合まない問題rRP'!À_~および

RP如 |μ を考える.

RP'!ﾀ 条件

(RP'l) fij~O. Ci.j)εA， 

(RP'2) f1:'$ミ O' (i=1,2,…,P). 

(RP'3) f.• -fli=O (i=1,2,…,P) , 

(RP'4) fi ・ -f・i=O (i=p+l， p十丸…， n).
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のもとで

を最大にせよ.

RP'*I μ 条件

(RP'5) 主的-f仇戸0，

(RP'6) (i , j) εA ， VJ-Vi-ti>O ならば fii=O , 

(RP'7) ti<Di ならば fi・ミ Ci ，

(RP'8) ti>めならば fi ・ 2玉 Ci ，

(RP'9) i;;玉p， V" +1- Viくえならば灼=0，

p 

μ= L: μt 

(RP*'l) Vj-Viームミ0， (i , j)EA, 

(RP*'2) Di?;;.ti 孟di (i=l , 2, .一 ， n).

(RP*'3) 仇+l- Vi ーえ*話 o (i=1 , 2, …, P) , 

(RP*'4) (i , j) εA ， fi.i>O ならば

Vj-Vi-ti=O, 

(RP*'5) fi・くCi ならば ti=Di, 

(RP*'6) fi.>のならば ti=di，

(RP*'7) 円>0 ならば V"+1 -Viーが=0，

のもとでがを最小にせよ.

RP'IÀ の解を {fi/' pt'} とし，

fij= f t/, (i , j) εA ， 

Yi=maX{Ci-fi. , O} (i=1， 2 ， ・・・ ， n) , 

hi=maÁ{fi ・ -Ci ， O} (i=1 , 2, …, n) , 

μi=μ/ (i=1 , 2, …, P) , 

173 

とおくと ， {fゆか， h i, Pi} は RPIÀ の解であ;;3'. ~ 3rの解法では" 'RPIÀ, RP叶μJのかわり

に ， RP'I え， RP*'I μ を解いている.

~ 3. 解法

DIÀ および PIえからあきらかなように，フロー・ダイアグラムにおける CPM も， 輸送開
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題形の線形計画の一種である.

したがって，従来のプライマル・デュアル法 C 1], c3 J, C 4], C 5 コを適用することができ

る.ここでは伊理の⑮行列法 C2J による手順を示す.

〈手)1原1]

μ=0， 

(D" (i, j) εA の時，

Oij= イ 0， i=j の時，

t-oc , その他の時，

とおし

て手順 2J (RP*'I μ の解法〉

1~玉 i 三三 p の時，

pくi 三~n+l の時，

とおいて， m=l, 2, ...の順に

勿ZηB 符.-1

Vj=max{maX(Vi+θij) ， max( 仇+Oij)} ，
tくj j~j 

(j=1， 2 ， ・・・ ， n+l) ，

を求め，すべての j に対して

ηZ 勿.-1

Vj= Vj 

ならば，

ηz 

Vi=Vi (i=1 , 2, …, n+l) , 

ti=min{ min (Vj-vi) ,Di} 
j: Ci,j)eA 

(i=1 , 2 , …, n) , 

え=Vn+lt 

とおく.

E手)J贋 3J (RP'IÀ の解法)

3.1 1~玉 i~五 p の時，

pくi.~五n+l の時，

ε(i)=oc ， 1~玉 i~玉P の時，

とおく.

3.2 ワ
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を満足する (i ， j) を探す.

存在すれば m(j)=i とおき，次の各場合にわけで l(j) ， ε (j) を求める.

3.3 

i)θij=めの時

1(j)=0， ε(j)= ε (i) 

ii) (}ij=D‘>めの時

l(j)=O， ε (j)=min{e(i) ， Ci-f •} 

垣j) θij=-dj>-Dj の時

l(j)= -1， ε (j) = min {.(i) ，fj・ -cj， fjil

iv) θij=-Dj の時

l(ρ=-1， ε(j)=min{ε(i) ， fjil 

v) θij=O で ， (k, i) EA, (k , j) εA ， fki>O なる h が存在する時

l(j)=k， ε(j)=min{ε(i) ， fkil 

条件ゲ〉を満足する (i ， j) が存在しなくなるまで同じ操作をくりかえす.

その結果 1(n+1)>-2 ならば 3.3 に進む. 1(n'+1)=-2 ならば手順 2 にもどる.

175 

3.3.1 ε (n十 l)=oc ならば終了 . .i(n千 1)くはならば μ に ε(n千 1) を加え j=n+1 と

おく.

3.3.2 l(ρ=0 ならば fmω， j に ε(n+1) を加える.

l(j)= ー1 ならば f" 叫ω から ε(n+1) を減ずる.

1(j)>0 ならば ftωけに ε(n+1) を加え ， ft (i), m( j) から ε(n+1) を減ずる.

3.3.3 m (j)>ρ ならば j を m (j) におきかえて， 3.3.2 にもどる.

m(j) 豆ρ ならば新しい {fij} に対する行列 (θii) を次式より求めて， 3.1 にもど

る.

め， (i , j) εA かっ fトミ;;Ci の時，

Di, (i， j)EA かつ fi ・ <Ci の時，

-dj, (j, i) EA, fli>O かっ fj・>Cj の時，

O41=! ー叫， (j，供A， lμ>0 かつ fi 話Cj の時，
0, (k , i) EA , (k , j) εA かっ /ki>O なる h が存在する時，

または i=j の時，

-oc ， その他の時，

~ 4. 例題

各作業の直前作業，標準所要時間 Di， 特急所要時閉め，費用勾配 Ci が表 1 で与えられてい

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



176 

るプロジェクトを考えよう.

表 1 作業リスト

作業番号 渡部作業番号 標準所Zん要時間 特急所正t婆手時時

1 3(臼〉 1 (日〉

2 7 4 
-ι. 

3 1 5 4 

4 1 s 7 

5 2, 3 4 2 

回

日

(7; 4, 5) (4,2,7) 

l゚ 1 ブロジ品クトのフロー・ダイテグラム表示

( )~の数憶は前から織に Di. ぬ. Ct を示す

まず，箆 1 のようにダミー作業 J6 を付加する.

〔手嫡 1)

μ=0 とおく.

{8';j} は表 2 の骨1 織のようになる橋ここで空欄はー舶を，意味する場

〔手蟻 2)

{Vt ， まみを求めると ， V 1, T1 欄のようになる.

このとき A出 12 で ， S(え)=122 である.

費用勾絞
C乏

5(万円/8)

5 

4 

3 

7 

日韓計画を図示すると，国 2(a) となる.作業に対応するプW ックの横の長さは所要時際，離

の長さは愛用勾配を表わしている，したがって，ブ段ッタの磁穣の総和は So.) に比例する.

〔手蝿 3)

ラペ;[.， l(i) , m(i), $(めを L1 様に示す.

新しいフロ… {fij}，およびそれに対する舎持持は骨量様のようになる.機r:f:t fα/おは左

輔が 8ij を，右側が fii を示し，九j出。の場合は「αjOJ のかわりに単iこ faJ と記しである.

行列 @z に対するラベルは Lz に示してあり ， 1(6)=-2 であるから，手踊 2 にもどる.

以下，手顕 2 ， 3 をくりかえずと，表 2 の結果をえるー

，関 2 の(b)， (C) , (C)!おそれぞれ i苫 11， 10， ι8 に対ザ港 8額詐癒をど表わしている.
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図 1 のプロジェクトのCPMの計算

( 1 V , T , L , 
t (}ij!fij 。 1 Vi 

向-fi Vi Vi 11 ti lω〉 η~i) .(0 
j=  1 2 3 4 5 6 

2 

Vi 

1 。 3 3 5 。 。 。 3 。 00 

2 。 7 5 。 。 。 7 。 C白

3 。 5 4 一司 C泊 3 3 5 。 1 5 

4 。 8 3 ー-cxコ 3 3 8 。 1 5 
。 4 7 ー-0。 8 8 4 。 3 4 

。 ーー 00 12 12 。 5 4 

表 2

μ=4 

( 2 V , L2 V2 T2 L1 

z (}tj!fij 。 1 Vi 

ci=fi Vi l (i) η1(i) ε(i) Vi Vi 11 ti l(i) mωεω 
.i=1 2 3 4 5 6 " Vi 

1 。 3/4 3 1 。 。 00 。 。 。 3 。 00 

2 。 7 5 。 。 00 。 。 。 7 。 00 

31 -3 。 o 4/4 。 3 。 1 1 ー-00 3 3 4 。 1 1 

4 。 8 3 3 。 1 1 ーー C口 3 3 8 。 1 1 

5 -5 o 4/4 3 8 -2 ーー。。 7 7 。 2 5 

6 -4 0 12 -2 一∞ 11 11 。 4 1 

À=12, S().) =122 

μ=5 ﾀ= 11, S(ﾀ) = 118 

L. V2 ( s 

>
-z t
 

t
 

ci-fi 

(}ij!fij 

εω〉

0

5

0

2

3

 

C口

00 

ηl(i) 

0
0
2
2
0
0
v
 

一
一

Vi 

0

0

3

3

7

U

 

6 5 

1/4 1/1 

o 7 

o 0 4/4 

o 0 

-5 

4 3 2 j=1 

。

-3 

-3 

1

2

3

4

5

6

 

8/1 

4/4 

0 

5 

3 

2 

5 

O 

-8 -4 

μ=8 

( 4 V2 L5 V3 T3 L6 

z (}ij!fij 。 1 。旬 Vi 

ci-fi Vi l(の m(oε〈の Vi Vi Vi 11 ti 1(0 m(î) ε(i) 
.i=1 2 3 4 5 6 

3 

宅}i

1 。 1/4 1/1 。 。 。 。。 。 。 。 。 2 。 00 

2 。 7/3 2 。 。 Cロ 。 。 。 。 7 。 。。

31 -3 。 o 4/4 。 3 -2 ー-00 1 2 2 5 -1 5 2 

41 -3 。 。 8/1 2 3 -2 ー-c口 1 2 2 8 1 3 2 

5 -7 -5 o 2/7 。 7 。 2 2 一ー。。 7 7 7 3 。 2 2 

6 -8 -4 0 -2 ー-cロ 91010 。 4 2 

μ=10 え =10， S(え)=110

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



178 

( 5 Vs L7 V. T. Ls 

t (hj/ fij 。 1 
のz

σsーfi Vi l(i) mωεω Vi Vl. 11 ti l(i) ηl，(i) εμ〉
j=1 2 3 4 5 6 

2 

のz

1 。 1/2 1/3 。 。 。 C口 。 。 。 1 。 Cロ

2 。 6/5 。 。 。 co 。 。 。 6 。 Cロ

31 -3 。 o 5/2 2 2 -2 ーー C口 1 1 5 。 1 co 

41 -3 。 。 7/3 。 2 -2 一一 co 1 1 7 。 1 co 

5 -7 -5 o 2/7 。 7 -2 一∞ 6 6 2 。 2 co 

6 -8 -4 0 10 -2 一ー。。 8 8 。 4 C白

=8, S(え)=90À=8, μ=∞ 

日
J4-

h 
J5 

il) 入=12

E' 
。 3 6 9 /2 日

h 
J , 

h 
J5 

J2 

B' 
。 3 6 9 11 日

「- J4 

日 巳
B-

。 3 6 9 10 日

J4 

日 [日
h 

J2 

3・。 3 b 8 日

図 2 図 1 のプロジェク トの日程計画
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~ 5. む す び

この論文で示した解法は，アロー・ダイアグラム上で行なわれている従来のものと本質的に異

るものではなく，ただ，フロー・ダイアグラムで表示されてし、るプロジェク卜を，アロー・ダイ

アクラムに変換する手聞を省いたものである.すでに， PERTにおいて， フロー・ダイアグラ

ムのまま最早開始時刻(この論文の解法で求めた仇は最早開始時刻を表わしている. )，最遅終

了時刻等を求める方法が提示されている 6) が，これらとあわせて，現在アロー・ダイアグラムで

行われている計算がすべてフロー・ダイアグラムで処理できるようになれば怠義があると思われ

る.
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