
繰返し生産の最適順序づけ問題T

真田英彦発

仲上公英

手塚慶

笠原芳郎

あらまし

従来順序づけ問題では m 台の機械で n 種類の仕事を，ただ 1 とおり処理し終えるのに要す

る時聞を最小にする問題が取扱かわれてきた. しかし実際には，これらを繰返して処理する場合

も多い.このような場合については，従来の順序づけ問題としては解決できない.本論文におい

ては， m 台の機械で n 種の仕事を繰返し処理する場合に，たかだか m 周期日には，ガントチ

ャートは定常状態に達し，それ以後の周期における処理時間は，機械ごとの仕事処理時間の和の

最大値に等しいことを証明している.これによって，繰返し生産の順序づけ問題は， たかだか

(m-1) 周期の最適順序づけ問題として考えればよいことが明らかになった.

1. はしがき

通常の順序づけ問題の解法は， Johnsonりならびに Dudeck と Teuton' ) 等によって発表さ

れているが，それらは何種類かの仕事を 1 通り処理する場合の問題に関するもので，繰返し生産

に関するものは，これまでほとんど検討されていない.しかし実際の生産工場などにおける作業

工程を考えてみると，そのような繰返し生産の問題をも検討してみる必要性は大きいことが指摘

されているり.

本論文では，このような繰返し生産の順序づけ問題について検討し，後述の定理で示すような

重要な性質を明らかにした.この性質によれば，繰返し回数の多い順序づけ問題を，わずかの繰

返し回数の順序づけ問題に帰着させることができ，問題の解決がかなり容易となることが推察で

きる.

2. 定理とその証明

〔表示法〕

m: 機械台数

n 仕事数

t 1967年 2 月 6 日受理
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Ji (i=l , 2, 3，・"'， n): 仕事の種類

M /,; (k= 1, 2, 3，・…・， m): 機械の種類

j (j=l , 2, 3，"・・・) :周期

Tki 機械 h での仕事 t の仕事処理時間

tju:j 周期，機械 Mk での，仕事 Ji の仕事処理開始時刻

tjki 向上仕事処理終了時刻

Tj:j周期の仕事処理に要する時間

MK : 仕事処理時間和最大の機械

(図 1 参照)

1 問期 2 問期 J 問期
f Jム1 Jむ2 一了寸τ〉 ト ,/ 三

機樹州械州4州川M
機粉4械屯削M;必6 貯刷-1 f---+一→-→哨r-'!釘J 

~-n !.?l ηI Tn ・ F 白石明'-/'11 ，

トー→←→ ト→ト一一一一十寸ナー寸ト→ ←→ト一一→ー十+一一一一一ト→ト~ ト-1ト一一+ー十4

1 機械MJbwz H H品制守内 H 1----1"4'十一一一話内 同~..Jt::u tf..z ti4J/ t~." I ~ d ",! 

l ス7~1 九，>! 74.1 

1 一一 ト一一~ ト一一→ I I II ト一一→-→一一+ -------i 

i 機械Mmt払哨 H H 戸品川 tとι-Jll H H f!:.L唯 一九一!_ti;:ム-fI H H 戸北町
~I~~ ~H~' ~げ~I! ;;'~-I 7",?t 

~ ~一一一 一ト一一Tj--一斗

図 1 m 台の機械により叫種の仕事を繰返し処理する場合のガント・チャート

まず機械 2 台の場合について考える.

〔補題1]

n 種類の仕事 Ji (i=l , 2, 3, : "', n) が 2 台の機械 Mk(k=l， 2) によって，添字の順に繰

返して処理されるものとすれば，仕事"の機械 Mk における処理時聞を "ki とすると 2 周
期目以後の仕事を 1 周期処理するに要する時間は，

;r;t; (~l"ki ) 
となり，仕事の処理順序には関係しない.

(証明)

時刻 O より始め， j 周期日，機械 M/，;での，仕事 Ji の仕事処理開始時刻および終了時刻

tJki , tjki について，以下のような式が成立つ.

i=l , 2, 3，"一 ， n

j=l , 2, 3,'" 

l=l , 2, 3, 

に対して，機械 M1 に関しては，

( 1 ) tJ+! , l ,i = tj+! , 1 ， ト 1

(2) tj+! , ld =tJ+! ， l ， i十 Tt ， i
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ただし

(3) tL ,1 =0 

(4) t~+! ， I ， o=tf+! ， I ， n 

機械 M2 に関しては，

( 5 ) t~+! ， 2, i = max (t}+! , 2'; -1 , t}+ 川;)

(6) t}+! ,2,;=tJ+!,2,i +!'2,i 

ただし

( 7 ) t~+! ， 2, 0 = tf +1, 2, n 

(1) , (2) , (3) , (4) 式より

(8 ( t}…=会!'什(j+l一川会1 !'1 ,r ) 

(5) , (6) , (7) および (8) 式と付録〔公式1]の間に，

tj+t ,2, i ←→ X(j+l_伽H

tJ+凶 z ←→ y(j+!-山+i

tj+t ， l ， i ←→ Z(j+l_伽H

!'1, i = !'1 ， (j+l-l)n+i ←『ー· a(i+l-l)n+i 

t'2, i =t'2, (j+l-l)n+i •• b(j+l-l)n+i 

なる対応、を考えれば，直ちに

、
、B
E

，
，

γ
 

4
1
・n
v
a

明
t
p

句

1
「
=

-
司
4
T

JH+ 
J

T

 

t

'

 

T
 

P
Z
戸

J
'
a
E、、+

 
n
 

'
i
 

t
 

+
 

--J 

X

孟a
p
 

m
国

一
一

2
 

+
 

e
3
 

4,. 1
ノQ

U
 

〆
，
‘
、

したがって，

〆 p (/+2)智弘 、

t~+1 ， 2 ， n =max (L: !'1 ,r+ L: !'2,r) 
1~玉þ:王 (/+2)n \γ =1 r= p I 

(10) 
J21ThT+3J川n(21TMI:ZTLT)}

=max I 

¥ L: !'2 ,r + max ( L: !'1 ， γ+ L: !'2 ,r)! 
、話p;五 (l+1)n ¥r=1 r=p ノ/

(11) 
/p  (l+1】泊、

tf+l, 2,n = max (L: !'1 ,r + L: !'2 ， γ} 
1:玉þ:五 C1+1)n 、γ=1 r=p'  

2 周期目以後の仕事を 1 周期処理する時間 T2 +1 は，

T2+l=t~+l ， 2 ， n - t1+l ， 2 ， れ

(12) = max(主 'I ， T ， 会/2 ，r) 
証明終

補題 1 を，機械 m 台に拡張して，次の定理を得る.
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仁定理〕

n 種類の仕事 i (i=1, 2, 3，・・・・・・ ， n) が m 台の機械 Mk (k=l , 2, 3,…… , m) によっ

て，添字の順に繰返して処理されるものとすれば，仕事 }i の機械 Mk における処理時聞を 'ki

とすると m 周期以後の仕事 1 周期を処理するに要する時間は，

主主m (~1 'kr ) 

となり，仕事処理順序には関係しない.

(証明)

j=l , 2, 3，・・…・

k=l , 2, 3, ・・・・・ , m 

i=l , 2, 3, ・・・・・・ ， n 

1=0, 1, 2, 3，・

に対して次の 2 式が成立する.

tJki=max (tj ,k,i -l' tj,k-l ,i) 

t;μ = tJki+'ki 

-・・・目 (13)

.…・ (14)

.一 (15)

....(16) 

...(17) 

.・・(18)

ただし， tlぃ =0

tj,O,i=O 

tg ， k ， 偽=0

t~. ̂  = t~ j, k, 0 

補題 1 の証明と同様にして，

〆 pl p2 Þ田= (j-l: n+i 、

t~ki= max .E 'I ,T+ .E '2 ， γ+......+ .E τm， T 
l=Þo~玉Þl 孟Þ2.... ・・ 2五Þm-l :ii.P，処置 (j-l)n+i ¥r=po=l r=゙l グ=ρm-l I 

-・・ (19)

(19) 式より

t~ m. +l ,m,n 

/Pl p2 
max (.E '1，'+.E τ2 ， r+ 一

l=po:王Pl 孟…… :ii.P..-1 孟Pm=(間+l)n ¥Po p, 
、
、
，
，F
'

Y
 

拙T

1

 

叫
「
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J
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+
 

....(20) 

ところで ， Pr-pr-l (但し r=l， 2, 3,…… , m po=l Pm=(m+l)n) の中の少なくとも 1

つは . n より小さくない.このうち最小の f を R とすると ， PR-PR-l ミ;;n となる.

任意の組合せ

(Po ， ρh Pz，' … ρηト 1 ， :1凡〉 -一 .(a)

に対して R は 1 つきまる.したがって，
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(R , po, p! , P2' …一 p郡ー!， P叫) -・・ (b)

を考えると， (a) と (b) は 1 対 1 の対応をする.しかも，

を τl ， r +を'1"2 ，γ++2Tm，T
o゙ !゙ m゙-! 

n !゙ 2゙ R゙-n R゙+l m゙ 
=I:'1"R γ + I:'1"!, r + I:'1" 2 ，r+ ・・…・+I: '1"Rr+ I:'1"R +1，r+ ・…・・ + I:'1"m ,T 

PO !゙ R゙-l R゙ m゙-l 

Tkr='!"k ， r+n であるから

上式=2TRT+を勺+ +FR吋152λ雪之町+ +fE3:f 
o゙ R゙-2 R゙-! R゙-n m゙-l-n 

n l゙' P2' PR' う隅，

= I:'1" Rr + I: '1"I ,r+ I: '1"2,r+ ……+I: '1" R ,T+ … ・・+I: '1" m ,r 
Po' l゙' R゙'-l �m'-l 

さらに R と (Po' ， P r', P2'" 一 ， pm') とは独立に変化し得るから， (20) 式より
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(m+l-l)n¥ 

・・+I: '1"m.r J 
þm'-1 ノ

/弘、 /þl' 2゙' 
= max( I: τRr J+ max ( I:'1"I.r+ I:'1"2.r+ ・・・ 一
1~五R孟m\T=1 / 1~五Þl' -:，五Þ2'孟 …・・話þnl'-I;;;三 (m+l-l)n\ �.' 

(タn+l-l)n \

"+I:'1"明げ l 
�m'-1 / 

-・・ (21)

;゙l 2゙ 
t;. + 1-1・叩 .n max (I:'1" I.r+ I:'1"2.r+ …… 

l'玉Þl 孟Þ2孟…・・ 孟þm-l:玉 (m+l-l)n\ l゙ 

(問+1-lln \

…+I: τ隅 ， r
�m-l 

-・・ (22)

(m+l) 周期の必要処理時聞は (21) ， (22) 式より

T m+! =t;' +I. 批， n - t~+l-l ， 隅.n

max (I: '1"kr )= I: '1"Kr 
1豆k~五m\r=1 / 

-・・・・・ (23)

証明終

(系)

繰返し回数が，機械台数に等しいか，それより大なる場合の繰返し生産の最適処理順序は，繰

返し回数が (m-1) 回の場合の最適処理順序に等しい.

3. PERT 図表による定理の別証

スケジューリングの問題は，ガントチャートによる表現だけでなく，図 2 の如き，仕事処理時
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間 τk， i を各 activity の所要時間とする PERT 図表をもちいて表現することもできる.本章で

は 2 章の定理を，この PERT 図表をもとにして証明する.

1 問嗣 2 間期

，
わ
同

M円

図 2 m 台の機械により目種の仕事を繰返し処理する場合の PERT 図表

図 2 において，仕事処理開始時刻より，仕事を添字の順に j周期くりかえし処理するに要する

時間 tjmn は， node X1 ， 1 ， 1 から node Ximn に至る最長経路 (Critical Path) の長さで表わさ
れる.

〔補題 2J

図 2 において node X1 ， 1 ， 1 より最下段の任意の node Xj刷への最長経路は，仕事処理時間の

和が最大である機械 MK 以外のどの機械についても 1 周期 (n 個)以上の水平方向 activity
を連続して合むことはない.

(証明)

最長経路が，機械 M. の activity (s 段目 activity) を 1 周期以上含むとする.ただし Sキ

K である.いま sくK とすれば， 3: 1 ， 1 ， 1 より Xjrni に至る最長経路を，次の如き 4 つの経路に

分割して考えることができる.

P1 =CX1 ， 1 ， 1 ー→ Xa'bJ

-・・ (24)

P2 =CXað b ー→仇+1 ，8'， b コ

Pa=CXa + 1 ，ψ 一→ XCkdJ

P， =CXCkd 一→ X川iJ

上記の仮定より R の存在することは明らかである.しかるに，今，次のような 4 つの部分より

なる経路を考え，

P/=P1 

P2'=CXa.bー→XC-1 ， k， dJ
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: P3 を 1 周期左へ平行移動した経路

P3'=(XC -I ，kdー→XckdJ

p.'=p. 

Pj の長さを IPjl と表わすとすれば，あきらかに，

IP11 + IP21 + 1 民 1 + 1 P.I < 1 P'I 1 + 1 P' 21 + 1 P' 31 + 1 P'.I 

である.何故ならば (25式および K が処理時間和最大の機械であることから

IPII=¥P'll 

IP21<IP'31 

IP31 = ¥P'21 

¥P.I = IP'.I 

であるから， したがって最長経路であるとする最初の仮定に反する.

s>K の場合も同様に証明される.

〔補題 3J

43 

-・・・ (25)

一 .(26)

-・ ・・ (27)

証明終

node XI ， I ， I より最下段の node Xj削までの最長経路が，処理時間和最大なる機械 MK にお

いて 1 周期以上続く activity を含むとすると ， Xj-l ， m ， i までの最長経路は， K 段目の activity

を I 周期分 (ln 個)除いて，平行移動により接続したものに等しい.

(証明)

311 ， 1 ， 1 より X}削までの最長経路は，次の 3 つに分割することができる.

P1=(XI山1-→X叫bJ

P2 =(Xa kb一→Xa+l内 bJ

P3 =(Xα +1 バ ， b-→XimiJ

ついで次の如き経路を考える.

P'I=P1 

P'3=(Xakb一→Xj-l ，隅， iJ

: P. を l 周期分左に平行移動した経路

...(28) 

-・ (29)

今もし， P'I , P'3 によって合成される経路が Xl ， l ， l より Xj-l ， m ， i までの最長経路でないとすれ

ば，

P/'=CXI ， I ， I一→XckdJ

P."=CX此d一→Xj_l ，明，;J
-・ (30)

の 2 つの経路の合成経路からなり P/=P1 " ， P3'=P3" を共には満足し得ない最長経路が存在

することになり， したがって

1 P/ 1 + I Pa' 1 < I P1" I + ¥P3" I -・・・ (31)

しかるに
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P/"=P/' 

P2"'=CXCkd一→Xc+t州〕

P3" =CXc+t山 dー→XjmïJ

: Pa" を l 周期分右に平行移動した経路

とする経路を考えると，

1P11 = IPt'1 

IP31 = IPa'1 

IP/'= IP/"I 

IP/'I = IP/" I 

IP21 = IP2"'I 

(31) , (33) 式より

IP11 + 1P21 + IP31 <IP/"I + IP2"'I + IPa''' I 

.. (32) 

.. (33) 

-・・ (34)

となるから， P1, Pz, P3 よりなる経路が最長であることに矛盾する. したがって P1 ' ， P3 ' によ

って合成される経路が， X! ， l ， l より Xj_1川，ーまでの最長経路である.

上の補題 2 を用いて，ここで 2. の定理の別証をおこなう.

(定理の別証)

証明終

i) j;三m なるとき， Xl ， t ， l より Ximn までの最長経路は，補題 2 より，必ず，仕事処理時間

和最大の機械 MK の activity (K段目 activity) を 1 周期以上合む.

ii) 補題 3 および i) より 3h ， 1 ， Z から Xjmn までの最長経路と Xj-l ， m ， n までの最長経路の

長さの差は，機械 MK での 1 周期分，

に等しい.

4. むすび

宮‘
:E TKr 
r=l 

証明終

m 台の機械での， n 種の仕事のくり返し生産の最適順序づけ問題においては，たかだかm 周

期目以後は定常状態に達し，その周期は各機械ごとの仕事処理時間の和の最大値に等しいこと

が，ガントチャートと PERT 図表を用いて証明された.このことから，いかに繰返し回数が多

い場合でも， (m-1) 周期の最適順序づけ問題として考えればよいことが結論される.

したがって，繰返し回数が機械台数に比較して十分に大きい場合には，いかなる順序によって

仕事を処理しでも，全体として，ほぼ同程度の能率となり，実際上，最適順序なるものを，とり

たてて問題にする必要がないともいえる.

本稿では， (m-1) 周期以下の繰返し回数の最適順序づけ問題に対しては論及しなかった.こ
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の種の問題は，多くの機械を用いる単純操作のスケジューリングに必要なものであり，今後に待

つものである.

いろいろと有益な御助言をいただいた大阪大学工学部・笠原研究室の諸氏，特に，凌舜堂氏，

赤松秋雄氏に深く感謝する.

付録

〔公式1]

i=l , 2, 3，…・・・ ， n に女すし

X,=bi+Yi 

Yi=maX(Zi, Xi-l) 

Zi =1:: ar 
r=l 

ただし

aiミ0

Xo=O 
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(証明)

数学的帰納法による.

i=l のとき

xl=bl+Yl=bl+ m ax(ZI , xo)=al+b1 

となり成立，

i=n のとき，成立するとすれば，

X"+1 =b"+1 +Y"+1 

=b"+l +max(z"+l , x ,,) 

Z"+1 + b"+1 

=max ¥ max{ ﾍ;ar + 1:br) +b"+I) 
¥ l~þ臼\γ=1T=P//

1:: ar + bn+1 

=立laXI

¥ max( 1::ar + 1::br 1/ 
\1~玉ρ孟n\r=l r=p /1 

/ P "+1 ¥ 
= max ( 1::ar + 1::br 1 

i孟þ;五n+l \r=l r=p ノ

となり i=n+l のときも成立する.

証明終
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