
経営科学第10巻第4号 (1967年 7 月〉

ある種の順序づけ問題の一般解法↑

鍋島一良r

p. はしカt き

完成時刻のみならず，納期を考慮した罰金つきの場合など，種々の目的関数を最小ならしめる

順序づけの問題については 1 台の機械の場合 Smith (lJ により解が与えられている.

この論文では ， m 台の機械の場合に対して，ある仮定の下に種々の目的関数を最小ならしめ

る最適仕事順を決定するための，一つの統一的な一般解法(アルゴリズム〉を述べ，具体例への

応用についてふれる.

~ 2. 問題の型

次の各事柄を仮定する.

1. n 個の仕事の各々を m 台の機械 Ml， M2， …一 Mm でこの機械順に加工する.

2. 各機械における仕事順は同一である.

3. 各機械は当面する一つの仕事のみを，それが全部完成するまで加工し次の仕事に移る.

4. 工程中，仕掛在庫をゆるす.

5. 仕事聞の先行関係はあっても，全然なくともよいが，先行関係のあるときは，その先行関

係を満たすように以下の一般解法を用いればよいので，一応，先行関係はなし、ものとする.

6. 各仕事の各機械での加工時間は所与で，仕事の順位に関せず一定とする.

7. 各仕事の各機械での段取時間については， ~ 3 では，段取時聞を加工時間に合めて考える

場合について， ~ 4 では，それを加工時間とは別に考え，その前の仕事如何により変化すると考

える場合について，以下順次考察する.

8. 最小ならしめるべき目的関数f は，仕事順を変えることなく各仕事の完成時刻を遅らせ

ると，その値は大きくなるものとする.

以上の仮定の下に，問題は n 個の仕事全部を m 台の機械で加工したとき，種々の目的関数

を最小ならしめる仕事)1頃(最適順序〉を定めるアルゴリズムを構成することである.

~ 3. 加工時聞が段取時聞を含む場合

3.1. 相鳴る 2 つの仕事の順序
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仕事 i の機械 Mk における加工時聞を mk， i(i=1 ， … ， n ， k=1， ・・・ ， m) とおく.

(n-3) 個以下の先行仕事の列 S の加工が終ったとし， 5 の最後の仕事を f とする.

Tp(l) =仕事 l の M1 での加工完了後， Mp での加工完了までの経過時間 (P=2， ・ "， m) ，

とおく.

そこで，いま先行仕事列 S の次に一対の仕事の組 (i， j) を加工するとき， S の次に ， ij の順

に加工するときと ， ji の順に加工するときとで， 5, i , j 以後同じ仕事を加工する場合どちらの

方が早く以後の仕事の加工を完了せしめるかを調べると，次のようになる.

先ず Sij の順に加工するとき ， Tp(l) と同様に，

Tp(i) =仕事 t の M1 での加工完了後， Mp での加工完了までの経過時間 (P=2， "', m) , 

Tp(ij) =仕事 j の M1 での加工完了後， Mp での加工完了までの経過時間 (p=2， "', m) , 

とおく.

Sji の順に加工するとき， 上と同様にそれぞ

れTp (j)， Tp(ji) (ρ=2，・ー ， m) を定める， (図

このとき，次の補助定理 1 の成立することは

Tp(ij) , Tp(ji) (P=2， … ， m) の定義より明ら

かである.以下， 5 は (n-3) 個以下の仕事

の列とする.

補助定理 1. 既知の先行仕事列 S の次の 2

つの仕事の組 (i， j) に対し， (m-1) 個の不

等式:

(3 ・ 1) Tp(ij) 孟 Tp(ji) ， (ρ=2，・・ ， m)

Mj 

門p

門甘t

トー一円、ー~I
m1，l， 1 市1，.1. 1 m'.ji 

伊Tp(Q>': � • � 
--ーーーーー- -一ーーー司ーー-，-ーーーーーーーーーー・ー，ーーー

II←TpclJぷ ι;
, r-'!=o-←7ト(ii)_i

l i 
1--1  
I mp,f. 1 均P471Rf

一 __L 一一一l--L- 一一一一一一-ー

関1. Tp( l), Tp (i), Tp(zj). (p=2， …，凶〉

が成立すれば， 5 , i , j 以後同じ仕事を加工するとき，仕事順 Sij の後の方が仕事)1民 Sji の後よ

り， 以後の各仕事の完成時刻が早くなる.

仕事列 Sij， 5ji の完成時刻については上記補助定理の如くであるが，他方， U の仮定 8 を

満たす目的関数 f の，仕事列 Sij， Sji のときの値を， それぞれ f(Sij) ， f(Sji) とおくとき，

f , S および t と j の順序に依存する関数 g が存在し ， ij の順のときの値を g(i， j), ji の順の

ときのf直を g(j， i) とするとき，

(3 ・ 2) g(i, j) 豆g(j， i) 

のとき，

(3・ 3) f(Sij) 亘f(Sji)

となるものとする.
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補助定理 1 と目的関数 f についての仮定より次の定理をどうる.

定理 1. 既矢口の仕事列 S の次の 2 つの仕事の経 (i， j) に対し， S, i , j 以後樗じ仕事を加

工するとき，会仕事の加工が完了した時の呂的関数の僅を，より小さくするための t と j の)1填

序は次の条件により定まる:

(3 ・ 2) g(i, j)~σ(j， i) 

が成立し，さらにすべての p(会=2，…… ， m) に対し，

0・ 1) Tp(ij)~Tp(ji) 

が成立すれば， S の次は， ij の順とする.

もし， (3 ・ 2) が成立するとき (3 ・ 1) が成立しなければ， ij の順と ji の順の両方を考える.

3・2. 優先仕事到

k1患のi弓じ仕事群，または h 留の仕事群より成る Z つの先行仕事列 S1<， S'主において， S'" 以

後最適順序を生ずるならば， S1<以後も必ず最適)1展序を生ずる場合， 仕事列 S1<は仕事列 S'" に

優先すると呼ぶこととする.例えば 93 ・ 1 定理 1 において， (3 ・ 2) ， (3 ・ 1) 共に成立するとき，仕

事列 Sij は仕事列 Sji に優先していることになる.

そこで，少くとも 1 つの最適顕序を求めるとき，間一摺数の栓事群より成る 2 つの先行仕事殉

の関に優先関係が存在すれば，他方に優先する仕事現j以後の仕事!療のみを考えればよい.

93 ・ 1 の補助定理 1 と図的関数 f についての仮定より次の定理が成立する.

定理 2. 2q 個の同じ仕事より成る 2 つの先行仕事列 (il i2..….i2Q_1 i 2Q) , (jl j2......j2q-1 j2q) 

に対し，

0・4) f(il i2 ...…i2ト 1 iZq) ~f(jl j2…… j2q-l jZq) 

および， (m-1) 個の不等式:

(3 ・ 5) Tp(izq_1 i2q) 三三 Tp (j2q-1 j2q) , (P=2, …, m) 

が成立すれば，少くとも 1 つの最適瀬序を求めるとき，仕事多IJ (il i2・… ..i2q叶 i2q) が穫先する.

次に，後述93 •4のアルプリズムの最終段階で用いてもよい事柄として次のことが考えられる:

すなわち，

〔下界による判定〉

(0 仕事の留数 n が偶数， n=2r十2 のとき，

n~箆の仕事列のおのおの (iゐ……i2γ i27+ 1 i計叫〉に対して，部分列 (i必......i計〉およびら叫

んはの関数である下界 LB が，

(3・ 6) f(iん・… .i2γ i2r+1 i2r+2) "?;.LB(il i2.…. .i2r, i2r+l, i2T+2) 

と求まる場合，この LB が既に求めた地の n 1濁の仕事売に対する f の鑑より大きいならば，

当仕事列 (il ......らは〉に対する f のf震を求める必要はない.同様のことが，

(ii). n が奇数， n=2r+l のときに対しでも成り立つ. (i) の各仕事列， 式において i27+2
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を除けばよい.

3・ 3 Tp(i) , Tp(ij); Tp (j), Tp (ji) に関する繰返し関係と (3・ 1) 成立のための十分条件

前節 (3 ・ 1) における Tp(ij) ， Tp(ji) (P=2， ・ "， m) の逐次計算には次の繰返し関係を用い
る. (図 2)
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図 2. 繰返し関係

仕事列 Sij のとき，例えば j の Mp での加こ巳開始は ， Mp _ 1 で j の加工が完了し ， Mp で
j の前の仕事 t の加工が完了した後であることから，仕事 i の前の仕事は I であるから，次式
が得られる.

(3 ・ 7)

(3 ・ 8)

Tp(i) =mp,;+Max CTp(l) -ml ,i, Tp・ t(i)]

Tp(ij)=mp ,J+Max CTp(i)-ml ,J, Tp_1(ij)] 
(P=2,…… , m) 

ただし ， T1 (i) 三 0， T1 (ij) 三O である.

仕事列 Sji のとき，同様に，

(3 ・ 7)'

(3 ・ 8)'

Tp(j) =mp,J+Max CTp(l) -ml,j, Tp_1(j)] 

Tp (ji)=mp,i+Max CTp(j )-ml,i, Tp_t(ji)] 
(P=2, …・・ ， m)

となる.ただし ， T1 ( j) 三 0 ， T1(ji) =.0 である.

(3・ 7) と (3 ・ 7)' は同じ式であり，上記 4 式は全く類似の演算である.

次に， (3 ・ 1) すべての P(P=2， … ， m) に対して ， Tp(ij) 豆 Tp(ji); が成立するたきの十

分条件が，逐次 P=2， 3 ， ・・…・ ， P-l に対し，それぞれ (3 ・ 7) を (3 ・ 8) に， (3 ・ 7)' を (3 ・ 8)'
に代入して ， Tp(i j), Tp (ji) を Tk (l) (k=2， … ， P) で表わし，各 Tk(l) に対応する項を比較

することにより，帰納的に次の定理が得られる・(詳細な証明は省略する・〉

定理 S・ 相隣る 2 つの仕事の組 (i， j) に対して，次のすm(m-l) 個の不等式:
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Min[mk,/, mk+', jJ 豆Min[mk，J， mk+"iJ, (k=1 ， ー ， m-1)(3 ・ 9)

MベAmヘZ1mk， j〕豆Min 〔AmLjぷ1mkJ

および，

(3.10) 

(u<v; u=1, … , m-2; v=2， ・ .， m-1)

が成立すれば， i , j の前の仕事 l の如何にかかわらず常に Tp(ij) 孟 Tp (ji) 伊=2，・ "， m) と

なる.

すなわち，組 (i ， j) の位置にかかわらず常に仕事)1頂 ij は仕事)1頂点に時間的に優先する.

定理 3 の仮定が成立しないときは，繰返し関係を用いて， (3 ・ 1) を確かめる.

一般解法(アルゴリズム〉3・4

または n=2r+ 1.前節の結果を用い，次の段階により最適順序を求める . n=2r+2, 

最初の 2 つの仕事列群の決定(i) 

ぉC2 個の組合せ(i， j)のおのおのに対して， Tp(l) 三0 ， Tp(i)= 三 mMTp(j)=dm， j

(P=2， … ， m) の下に，定理 1 の (3 ・ 2) および (3 ・ 1) が成立するときがの順とし， (3 ・ 2) は成

かくして 2 個の仕事の部ij の順と ji の順の両方をとる.立するが (3 ・ 1) が成立しないとき，

分列 (i， i2) の集合をうる.

3 番目と 4 番目の仕事群の決定、
、
，
，
，

・
・
且--z 

〆
'
t
、

の各々に(i)で求めた各部分列(i， i2) に対し，残りの仕事よりの n- 2C， 個の組合せ (i， j) 

対し ， Tp (l) 三 Tp (itÌ2) (P=2，. 一 ， m) [Tp (i tÍ2) は (i) で既知〕の下に， (i) におけると同様に

して i と j の順を定める.かくして 4 個の仕事の部分列 (i， i2 is i.) の集合をうる.

この段階では定理 2 を適用して以後必要でない部分列 (i， i2 i3 ム)を消す.〔定理 2 の適用〕

(2r-l) 番目と 2r 番目迄の仕事群の決定、
、
，J

•••. 
・
冒
且

・
冒
且

〆
'
t、

と同様にして次々に 2 つの仕事をつないでゆき ， (r-1) 番目と 2r 番目の仕事まで定め，、
‘
，
ノ

-
w
i
 

--
〆
'
E
、

2r 個の仕事の部分列 (i， ん… . .i2r- , i2γ〉の集合をうる.各段階で定理 2 を適用する.

または 1 個の仕事の決定最後の 2 個，(iv) 

(iii) で求めた各部分列(i， i2…・ "i廿ー， i2r) に対し ， Tp (l):=Tp (九-， i2γ)(p=2， ・・・・・ ， m)[前段

で既知〕の下に ， nロ2r+2 のときは，残りの 2 つの仕事(i， j)に対し定理 1 の (3 ・ 2) が成立

残りの 1 つの仕事 t を加えた列n=2r十 1 のときは，するとき列 (i， i2 """i2γ ， i 2γ ij) をとる.

(i , i2 ・・・・・ .i2 r- ， i2r i) をとる.

かくして n 個の仕事列 (i ， i2 ・・・・・ in ) の集合をうる.

この下界と既に得た f

または(i , i2 ・・・・ in) の大小により最適順序を生じうる (i， iò"""i2γ〉についてのみ最後の 2 個，

この段階において 93 ・2 における下界が求まれば，〔下界による判定〕
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1 個の仕事の決定を行なえばよい.

(v) 最適順序の決定

(iv) により求めた順序 (i1 i2 ・… . .i2T i2T+ 1 九+2)' または(il iョ…・ .i2r i2T+l) の集合に対する，

最小の

(3 ・ 9) f(i1 i2 " … "i2γ + 1 i2T+2) 

または，

(3.9)' f(i1 i 2…•. .i2r+ 1) 

を与える順序が最適順序で， この最小値が目的関数 f の最小債である. 〈一般解法終〉

なお， (3 ・ 9) または (3 ・ 9)' は定理 1 の関数 σ を用いて与えられることもあり， (iv) の段階

において同時に (3 ・ 9) ， または (3.9)' の最小値を求めうる場合もある" (3 ・ 5 応用例参照)

また， ~ 2 の仮定 5 で述べた如く，仕事聞に先行関係のある場合には， それを満足するように

(i)- (iv) の各段階を適用すればよい.

さらに，もし新らしい仕事が追加された場合には，これらともとの仕事との組合せについて(i)

-(v) の計算を補えばよい.

3・ 5. 具体例 (2J

問題の仮定を満足するいくつかの例につき，定理 1 の (3 ・ 2) における g(i, j) (i と j を交

換すれば g(j， めをうる" J と (3 ・ 2) ，定理 2 の (3.4) , および一般解法の (v) の (3.9)

(3.9)' 等を示すにとどめる.

1. 総所要時間最小

g(i, j) 三 Tm(ij) で， (3 ・ 2) は (3 ・ 1) に含まれる.

(3 ・ 4) は， T m (i2q-1 i2q) 三三 Tm(j2q-l j ,q) となり (3 ・ 5) に含まれる" (3 ・ 9) ， (3 ・ 9)' はそれぞ

れ T市 (i2γ+1 i?'T+2) , T市 (i2r+1) としてよく，総所要時聞は， それぞれ，

a 

L; ml,i+Tm (i2r+l i2T+2) , L; ml， i+T日 (i2T+ l)

である" CTime Lag のある場合も可能〕

2. 各仕事の完成時刻の重みつき平均〔和〕を最小

" 各仕事 i の完成時刻 Ti のとき ， L; aiTi を最小にする . (αi;;;;O) 

(3 ・ 2) は， αiT叫 (i)+αj{m! ， i十 Tm(ij)} 豆 αjTm(j) +adml，j十T批 (ji)}

(3 ・ 4) は ， L; ah T m(ik) + L; (ml ， ik ・ L; ai，) 壬 L; ajk T抗 (jk)+ L; (m!'h ・ L; aj,) 
k:::l �=l t=k+l k=l k=l t'=k+ 

(3 ・ 9) ， (3 ・ 9)' はそれぞれ (3 ・ 4) の左辺で 2q=2r+2， 2q=2r+1 とおいてうる式を考えれ

~!よし、.

2'. 各仕事の完成時刻の平均〔和〕を最小
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2. で各重み ai 三 1 (i=l , "', n) とおけばよい.

g(i, j) 三 2I: ml.k十 {ml.i+T抗 (i)} 十 {ml ， i+ml.j+Tm(ij)} より， (3 ・ 2) は，
kES 

ml.i+T m(i) +T市 (ij) 豆 ml.j+Tm ( j) +T間 (ji)

(3 ・ 4) 式は， Tm(ij) 三T叫 (j) とおくと，

221(2q-h)m川十三 Tm (ik) 孟 21(2q-h)m1，jk+ 芝 T前(ム)
k=l k=l k=l k=l 

(3 ・ 9) ， (3 ・ 9)' はそれぞれ，

2γ2γ十

I: (2r+2-k)ml.ik+ I: Tm (九) I: (2r+l-k)ml ,ik+ I: T",(ik) 
k=l k=l 

である.

3. 各仕事の完成時刻の増加関数である費用の平均(和〉を最小

仕事 t の完成時刻 Ti の増加関数である費用を Ci(Ti) とおく.

(3 ・ 2) は， Ci(I: ml.k+ml.甬m(i))+Cj(I: ml.k+ml.i+ml , j+Tm(ij)) 
k正 S kES 

三五 Cj(I: ml.k+ml， j十 Tm( j))+Ci(I: mj ， k+ml， j十ml， i+T叫 (ji)).
kES kES 

(3 ・ 4) は， I: Ci, (I: ml.ik+Tm(Ít)) 豆I: Cj, (I: ml ,jk+ T m( j,)) 
t:::l k=l t=l k=l 

(3 ・ 9) ， (3 ・ 9)' は， 上式の左辺で， それぞれ 2q=2r+2， 2q=2r+l とおいてうる式である.

4. 各仕事の納期よりの遅れの最大値を最小

仕事 i の完成時刻を Ti ， 納期を Di ， 最大の遅れを Max Cれ-Di， OJ とする.

-DiJ としてもよい. ) 

。 (i ， j)=Max I I: ml， k+ml，áT叩 (i)-Di， I: ml.k+ m l,i+mj.i 
lkES 巴 S

+T叫ω〉 -Dj， o]

で， (3 ・ 2) は， σ (i. j) 三σ(j， i) 

(3 ・ 4) 式は， Max g(i2k-l. i2k ) 豆 Max g( j2k-l , j2k) 
k~l-q k~l-q 

(3 ・ 9) ， (3 ・ 9)' は， それぞれ，

である.

4'. 

Ma文 σ (i'k_l ， i2k) , 
k=1-r+1 

Max [記号 g (i2k-l. i2k) , MaxtzmF 什Tm Ci2T+ ， )-D加10 OJ ] 

各仕事の納期よりの遅れの増加関数である費用の最大値を量小

(MaxCTi 

費用を Ci(Max CTi -Di , 0コ)， または Ci(Ti-Di) として 4. と同様に考えればよい.
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各仕事の納期よりの遅れの平均〔和〕を最小(免(巴-Ði) を最小とする ) 5. 

T"， (i)+m!， i+T抗 (ij) 豆 T汎(j)十 m! ， j+Tm(ji)(3 ・ 2) は，

としてよい.

(3 ・ 4) 式は，ぎ T汎 (ik) +吉 1 〈2q-h)mhik 豆 ETm(jk)+Et2q-h)mh九

それぞれ上式の左辺で ， 2q=2r+2, 2q=2r+1 としてまた， (3 ・ 9) ， (3 ・ 9)' として，でよい.

うる式を考えればよい.

同様に考えうる.
する

なお，遅れの和として，I; Max[Ti-Ði ， OJ をとるときは式が複雑となるが，

各仕事の納期よりの遅れの増加関数である費用の平均(和)を最小5'. 

例えば前者の場合，とする.
a 

またはI; Ci(Max[Ti-Ði, OJ) 
n 

費用の和を，I; Cも (Ti-Ði) ，

Cι( I; m! ， k+m!， i+T叫 (i)-Ði)+Cj(I; m! ， k+m!ρ+m!， j+T明 (ij) -ﾐj) 
kES kES 

(3 ・ 2) 式は，

三五 Cj( I; mは+m!， j+ Tn,(j) -ﾐj)+Ci(I; m! ,k+m! , j+m! ,i+ T m(ji) -ﾐi). kES kES 

とおくと，Tm (ij) 三 Tm (j)(3.4) 式は，

、
、
，
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それぞれ 2q=2r+2， 2q=2r+1 とおいてうる式である.上式の左辺で，(3 ・ 9) ， (3 ・ 9)' は，

各仕事の各機械聞での仕掛在庫時間(待時間〉の総和を最小6. 

仕事 i の Mいでの加工終了後， Mk での加工が始まるまでの待時間を wk(i) (i=l，一 .， n ， k=
"も ηる

， m) とおくと ， i についての待時間の和は W(i) 三Zωk(i) = T川 (i) -I; mk, i. 同様に i の2, 

W(ij) 三I; wk(ij) = T叫(ij)一とし ， j の待時間の和は，Wι(j) 三wk(ij)次の仕事 j に対し，

I; mk， j である.
k=2 

となり，T叫 (i)+T叫 (ij) 壬 T坑 (j)+Tm (ji)(3 ・ 2) は，

m
 

m
Z
出

、
、
，
，
，

-
e
J
 

〆
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、
、九
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間
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〆
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(3 ・ 4) は，

それぞれ 2q=2r+2， 2q=2r+l とおいてうる式である.(3 ・ 9) ， (3 ・ 9)' は上式の左辺で，

加工時間と別に段臨時聞を考慮する場合~ 4. 

~3 の場合と異なる点は， ~3 の加工時間とは別に，各仕事の各機械における段取時間(運搬時

これはその前の仕事如何によって変化すると考える.間，.および準備時間)を考え，

すなわち，仕事 t の次に仕事 j を機械 Mk_! より Mk に運ぶに要する運搬時聞を tk， ij (k 

これは Mk_! ， Mk および仕事)1頂 ij に依存するとする.とし，=2，・ー , m) 
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また，機械 Mk で仕事 i を加工完了後，次の仕事 j を加工するときの Mk の準備時間を

Sk， ij(k=l ， ・ ..， m) とする. なお， 以下において ， tk， り三 o (k=2， … ， m) ， または Sk， ij 三 o (k= 

1 ，...， m) と考えてもよい.従って，仕事 j の機械 Mk における加工は， j が Mk- 1 より到着

し，かつ Mk の j を加工する準備が完了した後に始まる.

4.1 2 つの仕事の間にある 2 つの仕事の順序

(n-4) 個以下の先行仕事の列 S の加工が終ったとし， S の最後の仕事を l とする.

Tp(l) =仕事 I の M1 での加工完了後， Mp での加工完了までの経過時間 (þ=2， … ， m) ，

とおく.

そこで，いま先行仕事列 S の次に一対の仕事の組 (i， j) を加工し，これらの次に仕事 d を

加工するとき， S の次， ij の順に加工するときと ， ji の順に加工するときとで， S, i , j , d 以

後同じ仕事を加工する場合，どちらの方が早く以後の仕事の加工を完了せしめるかを調べると次

のようになる.

先ず， Sijd の順に加工するとき，

Ep(i) =.Ep(li) =Sの最後の仕事 I の M1 での加工完了後，仕事 t を Mp で加工完了する

までの経過時間 (ρ=l，...， m) ，

Ep (ij) 三 Ep(lij) =仕事 I の M1 での加工完了後， ij の順に Mp で加工し終るまでの経

過時間 (þ=l， … ， m) ，

Ep (ijd) 三 Ep(lijd) =仕事 l の M1 での加工完了後， ijd の順に Mp で加工し終るまで

の経過時間 (þ=l ， ・・・ ， m) ，

とおく.

M1 

一一→ー一一一一一一一一一一一一一一一一

門知

図 3. Tp(l) ;Ep(i) , Ep(ij) , Ep(i.id). (p=l ,…,m) 

Sjid の順に加工するとき，上と同様にそれぞれ Ep (j)， Ep(ji) , Ep (jìd) を定める. (図3)

このとき，次の補助定理 2 の成立することは Ep(ijd) ， Ep (jid) の定義より明らかである.

補助定理 2. 既知の先行仕事列 S の次の 3 つの仕事 i， j , d に対して m 個の不等式

(4 ・ 1) Ep(ijd) 豆Ep (jid) ， (þ=l , ..., m) 
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が成立すれば， S, i , j , d 以後同じ仕事を加工するとき，仕事順 Sijd の後の方が仕事1I質 Sjid

の後より，以後の仕事の完成時刻が早くなる.

次に ~3 の場合と同様に， 目的関数 f の仕事列島jd， Sjid のときの値を，それぞれ f

(Sijd) , f(Sjid) とおくとき ， f , S, i と j の順序，および d に依存する関数 g が存在し，

それぞれのときの値を， g(ijd) , g (jid) とおけば，

(4・勾 g(ijd) 豆g(jid)

のとき，

(4 ・ 3) f(Sijd) ~f(Sjid) 

となるものとする.

補助定理 2 と目的関数 f についての仮定より次の定理をうる.

定理 4. 既知の仕事列 S の次の 3 つの仕事 i， j , d に対し， S, i , j , d 以後同じ仕事を加工

するとき，全仕事の加工が完了した時の目的関数の値を， より小さくするための i と j の順序

は次の条件により定まる.

(i) S が (n-4) 個以下の仕事より成るとき，

(4 ・ 2) g (ijd) 豆g(jid)

が成立し，さらにすべての þ(þ=l ， ...， m) に対し，

(4 ・ 1) Ep (ijd) 孟 Ep(jid)

が成立すれば， S の次は ijd の順とする.

もし， (4 ・ 2) が成立し， (4 ・ 1) が成立しなければ， ijd の順と jid の順の両方を考える.

(ii) S が (n-3) 個の仕事より成るとき，

(4 ・ 2) g (ijd) 三三 g(jid)

が成立するとき ， ijd の順とする.

(iii) S が (n-2) 個の仕事より成るとき，

(4 ・ 4) f(Sij) 孟f(Sji)

が成立するとき ， ij の順とする.

4・ 2. 優先仕事列

~3.2 と全く同様に，同一個数の仕事より成る 2 つの先行仕事列の聞の優先関係を定める.

例えば定理 4 において， (i) の場合， (4 ・ 2) ， (4 ・ 1) 共に成立するならば，仕事列 Sijd は仕事

列 Sjid に優先することになる.

そこで，少くとも 1 つの最適)即字を求めるとき，同一個数の仕事まり成る 2 つの先行仕事列の

聞に優先関係が存在すれば，他方に優先する仕事列以後の仕事順のみを考えればよいことになる

ので，補助定理 2 と目的関数 f についての仮定より次の定理が成立する.

定理 5. 3q 個の同じ仕事より成る 2 つの先行仕事列 (il i~ ...... i ,q_ , i8q-2 i3q_J i3q) , (jl jz 
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…j3q-3 j3q-2 j3q-l j3q) ; íaq三j坤 に対して，

(4 ・ 5) f (id2….. .iaq) 豆f(jd2......j3q)

で，かっ m 個の不等式

(4 ・ 6) T， (id2 ・・・ ・・ i3q-3)+ Ep (iaqー? iaq-l i3q) 

=玉 T， (j，j~...... j3q- ,) + Ep(j3q_2 j3q- , j ,q) , (P=l, ・ー , m) 

ここに ， T， (S) は仕事列 S の M， での完成時刻を表わす;が成立すれば， 少くとも 1 つの

最適順序を求めるとき，仕事列 (i， i2..... .i3q) が他方に優先する.

次に，後述 ~4 ・4 のアルゴリズムの最終段階で，優先する全仕事ヂ11を発見するための判定条件

として，次の下界による判定が考えられる.すなわち，

〔下界による判定〕

(i) 仕事の個数 n=3r+3 のとき ， n 個の仕事列の各々 (i， i2 i3..... .i3γ i3r+ 1 i3T+2 iaγ+3) に対

し，部分列 (i， i2 i3" … .i3r) ， および i3T+h i3T+2' isr叶の関数である下界 LB が，

(4 ・ 7) f(id2i3..... .i，γ+3) ~LB(id2….. .i3γ i3T+ h iaγ+2 ， i3T+S) 

と求まる場合，この LB が既に求めた他の n 個の仕事列に対する f の値より大きいならば，

当仕事列はその仕事列によって優先されるので，当仕事列に対する f の値を求める必要はない.

(ii) n=3r+2 のとき， (i) の仕事列，式等で i3T+3 を除いて考えれば全く (i) と同様であ

る.

(iii) n=3r+l のとき， (i) の仕事列， 式等で i3T+2 と i3r+3 を除いて考えれば全く (i) と

同様Jである.

4・ 3. Ep(i) , Ep(ij) , Ep(ijd); Ep(j) , Ep (ji) , Ep(jid) に関する繰返し関係

既に述べた如く，仕事 i の次の仕事 j について考えると，仕事 j の機械 Mp での加工開始

阿f

阿P-l

Ep匂d)ー→i

門 p

mp,R.. Jp,Ri mp,.i .$，月 ij mp,j JP，jd 勿p， ti

図 4. 繰返し関係
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は， Mp- 1 で j の加工が終了し Mp に到着し，かつ， Mp での t の加工が終了し j を加工す

る準備が完了した後であるから，ダIJ Sijd に対する， (4 ・ 1) の Ep(ijd) (ρ=1，・ ..， m) の計算

に，次の Ep(i) ， Ep(ij) , Ep(ijd) , (ρ =l"" ， m) の逐次計算のための繰返し関係を用いる.

〈図4)

(4 ・ 8)
(ルSl.ti切

Ep(i)=mp， i+Mαx CTp (l) 十 Sp ， ti ， Ep _ 1 (i) 十九， tÙ c:1う =2，'..， m)

(4 ・ 9)
(ω……汁ml， j
Ep(ij) =mp,j+Max CEp(i)+sp,ij , Ep_ 1 (ij) 十九，りコ， (ρ=2，ー ， m)

(4 ・ 10)
lM)…札刊ん+Sl， jd+ml， d

Ep(ijd)=mp,d+Max CEp(ij) +sp, jd , E p- 1(i jd)+tp,jdJ , c:1う =2，・ー ， m)

同様に，列 Sjid に対する， :(4 ・ 1) の Ep (jid) (þ=l ， … ， m) の計算に用いる ， Ep (j), 

Ep(ji) , Ep(jid) (þ=l， ・ー ， m) の逐次計算のための繰返し関係は，それぞれ， (4 ・ 8) ， (4 ・ 9) ， (4 ・

10) において t と j を交換してうる式 C(4 ・ 8)' ， (4 ・ 9)' ， (4 ・ 10)' とおく.コである.

上記， (4 ・ 8) C(4 ・ 8) つ， (4 ・ 9) ， (4 ・ 9) り (4 ・ 10) ， (4 ・ 10)' は全く類似の計算である.

4・4. 一般解法(アルゴリズム〉

前節の結果を用い，次の段階により最適!即亨を求める . n=3r+3, 3r+2， または 3r+ 1.

(i) 最初の 3 つの仕事列群の決定

ぉC2 個の組合せ (i， j) の各々に対し ij と ji の 2 つの順序を考え，これらに残りの (n-2)

個の仕事のおのおの d をつけて ， ijd の順と jid の順に対して定理 4 の (4 ・ 2) が成立するとき，

(4 ・ 1) が成立すれば ijd の )1頃とし， (4 ・ 1) が成立しなければ ijd の順と jid の順の両方を考

える.この場合， (4 ・ 1) の両辺の計算に 94 ・3 の繰返し関係を用いるが， Tp (1) 至。 (þ=2， ・ 1

m) , E 1(i)=sl ,ti+ml,i , Ep(i)=mp,i+Max (Sp ,ti , E p- 1(i)+tp,tÙ (ρ=2， "', m) CE1 ( j), 

Ep(j) (ρ=2，・・・ ， m) は上式で i を j とおく.ユで，例えば Sp， li は i の Mp における準備時

間， t p, ti は t を Mp- 1 より Mp に運ぶに要する時間を意味する.かくして 3 個の仕事の部

分列 (i1 i2 i ，) の集合をうる.

(ii) 4, 5, 6 番目の仕事群の決定

(i) で求めた各部分列(il i2 i，)のおのおのに対し，残りの (n-3) 個よりのト3CO 個の組合せ

(i , j) の各々に対し残りの (n-5) 個の仕事のおのおの d を t と j の後につけて，各(i1 i2 i3) 

の次の 3 つの仕事列としてがd の順と jid の順のうち，他に優先する順序を定理 4 により (i)

と同様に定める.この場合， Tp (l) 三 Ep (iんゐ)-E1(idd3) (þ=2, …, m) C(i) により既知コであ

る.また定理 5 を適用して以後必要でない部分列を消し 6 個の仕事の部分列 (id2iai.i5i6) の

集合をうる.
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(iii) 3r-2, 3r-l, 3r 番固までの仕事群の決定.

(ii) と同様にして，次々に 3 つの仕事の列をつないでゆき，最初より 3r 番目までの仕事列

(id2i3.... ..i'r-2 i3r-[ i3γ) の集合をうるる.

(iv) 最後の 3 個 2 個，または 1 個の仕事の決定.

(iii) で求めた各部分列 (id2i3 ...... i3r-2 i3γ-[ i3r) に対し ， Tp (l) 三 Ep (i3r-2 i3r-[ i ,,.) -E[ 

(i3r_2i'r_d ,r) (P=2, ..., m) (前段より既知〉とし ， n=3r+3 のときは，残りの 3 つの仕事よりの

2 個の組合せ (i， j)のおのおのに最後の 1 つの仕事 d を定め，定理4 の (4 ・ 2) が成立するとき

がd の順とする o n=3r+2 のときは，残りの 2 つの仕事(i， j) に対し，定理 4 の (4 ・ 4) が成

立するときりの順とする o n=3r+1 のときは，残りの 1 つの仕事を最後につける.かくして，

上の各場合に n 個の仕事列の集合をうる.

なお，この段階で， 94 ・2 の下界による判定が適用できれば，下界を用いて，最適順序を生じ

うる部分列(ム ..oo.i， r) についてのみ最後の仕事の順序を定めればよい.

(v) 最適順序の決定

(iv) で求めた各場合における順序 (id2・・・・・・ in ) のうち，最小の f を与える順序が最適順序で

その最小値が目的関数 f の最小値である o (終〉

なお， 93 ・ 4 の一般解法の次に述べた事はこの場合にもあてはまる.

4.5. 具体例

94.4 のアルゴリズムは 93 ・5 の具体例の各場合に応用できる.次に，その 2 つの場合につき，

定理 4 の (4 ・ 2) : g(ijd) 孟g(jid) ， 定理 5 の (4 ・ 5) : f(itÌ2……九〕豆f (j，j2・… • },q) [3q 個の

同じ仕事より成る 2 つの列 (i，ii o ・-・・・ iaq) ， (j,j20 0 … o j，q) で最後の仕事が同じ:九三j.qJ 等を示

すにとどめる.

1. 各仕事聞の段取時聞を考慮するとき総所要時聞を最小.

(4 ・ 2) 式で ， g(ijd)=E由 (ijd) ， g(jid) =E明 (jid) となり， (4 ・ 2) 式はく4・ 1) 式に含まれ

る.

(4 ・ 5) は (4 ・ 6) に含まれ， (4 ・ 6) は，

323(S1,zk-1tJmhik)+Ep(tsH isぃ仏)
k=1 

三五 I: (S[ ,;._[ ;.+m[,j.)+Ep (j3Q_2 j.q-[ j3Q) , CP=l , ・・ ， m)
k==l 

となる.ここに，例えば Zk_[ は九の前の仕事を示し ， i3Q三 j.q である.

また，アルゴリズムの段階(iv) で用いる下界の式 (4 ・ 7) 等は ， n=3r+3 , n=3r+2, n=3r 

+1 のとき，それぞれ，

Em(i.r+l i'7"+2 i3r+ 2 ) ミ~E市 (i3r+ 1 i.r+2)+5m, i8門 iSr+8 +m叫 18r+3

Em(i.r+[ i3T+ 2) 孟E叫 (i.γ+1)+5叫， ;8γ+[ ;.r+2 +m市， '3γ+2 
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E隅 (i3r+ l);;;;.E市 (i3T - 2 i3γ -1 i3T)-El(i3T-2 i3T-l i3T)+S叫 ， i3r i3r+l +mm , i3r+l 

となる. また段階 (v) における f(itÍ2 ・・ー • .in) の値は，それぞれ，

である.

f(iムi3' … • .i3T+3) = L: (SI , ;.-1 ;ι+m川.)+ Em (i3T+ 1 i3T+2 i3T+3) 
k=1 

三 T3γ +Em(i3T+ l i3T+2 i3γ+1) ， 

f(id， i3 ・ u ・ . .i3T+2) = T3γ+E叫(i3T+ l i3T+2) 

f(itﾍaﾍ3......i3T+l)= T3γ +Em(i3T+ l ) 

2. 巡回セールスマン問題
n n 
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上の例 1 において 1 台の機械 (m=l) の場合 L: ml，i が一定ゆえ ， ~Sl};k-l;k を最小なら

しめる列 (Ïti，・… ..ik - l ik...…ら)を求めればよい. S1 , ;k-l ik を町 ik_l より町 ik へ行くに要する

距離，または費用 C(ik- l， ik) と考えれば，これは巡回セールスマン問題である.出発点となる

町んを固定し，最後にその町れにもどるとしてよいから，上例 1 の解法を少しく変更すれば

よし\

(4 ・ 2) は ， c (l， i)+c(i，j) +c(j， d) 三五 c(l， j) +C(j, i) + c(i, d) となり， (4 ・ 4) は ， c(l, i) + 

c(i, j)孟c (l， j) +C(j, i) となる.アルゴリズムの段階(りでは，叫ん， i)+c(i ， j) + c (j, d) 孟

叫ん，j) +c(j， i)+c (i, d) のときんがd の順をとる.また段階 (v) で列 (ioil・… .in-l io) に対

"-1 
する目的関数 f の値は， L: c(ik_l ik)+c(in_ tÍo) である.

~ 5. 類似の問題への一般解法の適用

1. 所与の n 個の仕事のうち適当な t 個の仕事 (t<n) の順序で目的関数 f を最小ならし

めるものを求める問題 (~2 の諸仮定を満足する)に対し，各一般解法 (~3 ・ 4 ， 4 ・ 4) を t 個の仕

事列をうるまで適用すればよい.

2. 機械，仕事などは仮の名称と考えてよいので， ~2 の諸仮定をみたす類似の問題にも， 各

一般解法が適用される.

~6 むすび

以上， ~2 の諸仮定を満たす 2種類の順序づけ問題に対し，統一的な一般解法 (~3 ・ 4，および 4

・ 4) を示し，それらが容易に各具体例に応用されうることを理論的に示した.

実際問題としては，機械，仕事の数が多くなれば電子計算機の利用にまたねばならないが，現

在，富士通の坪井武夫，原亨両氏の御協力により， ~3 ・ 5 具体例の総所要時間最小の場合につき，

FACOM 231 によるプログラム化がなされている.
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