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く綜合報告>

標本調杢の理論概説

佐藤

小林

総夫骨

竜一発

~ O. はじめに 従来，標本調査，バルクマテリアルサンプリングなどで，個別に解説されて

いたサンプリングの理論の基本的な部分を，ある l つの数学モデルをもとにして統一して処理で

きることがわかった。この理論の発端については p. を見られたい。また， ~ 1.の数学モデルは

比推定，回帰推定等には適用されない。

~ 1.数学宅デル いま，データが次のような構造式をもつものとする。

(1. 1) 3:i !i2.. ・in=μ+e“ +ei Ii2+… +eili2.. ・印

ここで， μ はパラメータ，各 ei1. ・ .ik (1;;:説話n) は誤差をあらわす確率変数で，次の各条件を

満たすものとする。

( i) :S ei1…曲=0約
ik 

(ii) ei1 ...ik-lik と eil ・・・ ik-i. (kキ 1) は相関係数 Pk をもっ。これ以外に特に断わりのないも

のはすべて互に独立とする。

(� E (ei 1". ・怯)=0， V(eü・・・ ik)=均株〉

これを

(益i') eil. ・ .ik f N (0， σ1l)紳〉

で置きかえると，分散分析法で F検定が行える。

このモデルがそれぞれ次のような特別のタイプをとる場合を考えよう。

(A) 3:i=μ+ei 

仮定(i) :S ei=O 

(ii) ぬと ej (iキ j) の相関係数は p

(�i) E(ei)=O, V(ei)=σ2 

これは単純ランダムサンプリングに対応するモデルである。

(B) 3:ij=μ+向+eり

持 立教大学 1966年 6 月 2 日受理 「経営科学」第 9 巻第4 号

勺 Z はねについて有限和をあらわす。
ik 

普) E は期待値， V は分散をあらわす記号。
梢') eil.. ・ ik ! N (0， σめとは eil. ・ .ilc が平均 0，分散 σk2 の正規分布に含まれるととを意味ナる。
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ただし，的はパラメータである。

仮定( i) I Ni 向=0， I eij=O 

ただし Ni は t に関係する定数。

(ii) etj と 6帥 (jキめの相関係数は p

(�) E(e,,)=O, V(eり)=σ2

これは，層別ランダムサンプリングに対応するモデルである。

(C) Xij=μ+ぬ+etj

仮定( i) I ei=O, I eり=0

(ii) 仇と ej (iキj) ， etj と el， j (jキめはそれぞれ相関係数 p" P2 をもっ

(�i) E (e.) =0, V (ei) =σ12 

E (eij) =0, V (eij) =σ22 

これは 2 段サンプリングに対応するモデルである。

これより多段サンプリングに対応するモデルも容易に想像されるであろう。

221 

さらに，各集落が同数のサンプリング単位を合むとき，これは集落サンプリングに対応するモ

デルとなる。また，この場合の解析法は系統的サンプリングにも適用される。

~ 2. 基礎理縞 これから後で使われるいくつかの定理と証明の要点を述べておく。

lemma. Xi f N (μ， σつ ， Xi と町 (iキj) の相関係数を P (一定〉とする (i , j=l , 2， ・・，

的。このとき ， X・ム_1_ I川， S ム In (Xl, _X.)2 
ー- n i=l -i-=1 

Vム云了とおけば杓

( i) x. f N (的川:-1〉f!... �) 

(ii) V (Xl, -x.) = 今!.- (l-p) q2 

さらに， p<O と仮定すれば料〉

(�i) 一一三.'\_2 f X2 (n-1) 串柿〉
(l-p)υ 

(iv) E(V)=(l-p) σ2 

〔証明J (首i) Xi lL X ***約かつ XfN (0, _ p(2) なる確率変数 s をえらび， Yi ム Xi+X と

勢) ムは定義式をあらわす記号。

**) 乙の仮定は証明法を変えれば除くことができる。

柑勺 f 仲)は自由度。のカイ二乗分布。

輔掛) lLは確率変数の独立をあらわす記号。
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おくと ， Y1 Jl釣 (i Jl j) となる。これは， Yi も正規分布に従い， COV (Yi , YJ)=O よりわかる。

したがって， Sム~ (Xi-X・ )2=~ (Y1-y.)2 
" n 

V (Y1)=(1-p) σ2 

より Sj{(l-p) σ2 E X2} (n-1) 

corollary 1. Xi E N (μ， σ2) ， X1 と XJ (i ・ j) の相関係数を p (一定， p く 0) とする (i， j 

=1, 2,… , n)。ここでは， μ， a2 , p は未知とする。このとき

" c' 

S 会 51〈31-m・ )2 ， V金石き了

に対して E(V) が求まれば

Sj E (V) E X2 (n-1) 

corollary 2. m 組の確率変数

X~1) E N (1110 σ2) (i=l , …, n1) 

品川 EN(向， a2
) (i=l , …・・・ ， n前〉

があって， dk〉と X;k) (i ・ j) (k=1， 2， … ， m) の相関係数を p (k に関係しない一定数)，かっ

Z~k) Jl xjO (kキ 1) とする。このとき

噌 nk

X.∞ A で子_ ~ X~k) , 
ー『園 nk i=1 

nk 
S(k) ム~ (X~k)_X.(k))2 

とおき，不問仰会話いくると

(i) E(V'∞)=(l-p) σ2 

(ii) ~S∞j{(lーのが} f X2 (~ ni-m) 

〈溢) Vム ~S(めj(~ ni-m) とおけば

~ S(l')jE(V) EX2 (~ ni-m) 

〔証明J lemma の〈出〉と X2 分布の再生性より明らか。

corollary 3. Corollay 1.において
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n 
S会 α 2 (.~ì-X.)2 (α は任意のIEの実数〉とおいても，結論は変らない。また， Xi のかわりに

X/出α ニれとしても関 t結論が得られる。

eorollary 4. lemma において，軌を仇-X. でおきかえても， lemma はそのまま成り立

つ。

〈詮) a:t とよ'Cj (iキj) の相関係数を p， Xi の分散を (J2 として， X.-X. と X，-X. の相関係数

ρ， Xi-X. の分散がを求めると

ト-dT ，ム今1:.. (1-p) (J2 

lemma の p， ポのかわりにこの p， (J2 を使えばよい。

~ 3. 分散分析法 ここでは~1.の数学モデルに対して S 2. の Iemma と corollaríe告を使

って分散分折を行れただし，議論をわかりやすくするため，数学ニモデノレは 4 段分離を使う。

(3.2) X付加問μ+6，;十 6ij+6ijk十6ijk!

ここで， μ はパラメータ. 6,;. 6';j, 6ijkt 6iJ加は誤謹をあらわす職率変数で，次の仮定を設け

る。

( i) 6i ぞ N (0, (12) (i =1， 丸…， nl) 

符1

2 6 ,; =0 
i=1 

ぬと 6j (i:!rr}) の相関係数を Pl とする。

(ii) 6ij 旺 N(O，のつな=1，丸…， nl; }=1, 2,… , n2) 

n2 

2 6ij=0 (i=1 , 2, …, nt) 

6ij と 6U<; (jキめの相関係数を h とする。

6五j 1l. 6.t (i ・ s) ， 6i 1l. 6jk (6. 1l. 6ij を合む〉

〈益i) 6ijk E N (0, aa2) 

終s

2 6基jk盟0
k=1 

(凡 2 的; }=1, 2, "', n2¥ 

h間1 ， 2，…，偽/

(j=1, 2， …， n♀ 

ぬjk と 6ijt (kキt) の相関係数を Ps とするo

6ijk 1l. 6，均 (iキs または jキt)

6iJ 1l.6!mn， ぬ1l. 6jkt (6iJ 1l. 6ijk, 6 1, JL 6iJk を合む〉
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(iv) eijkl f N (0, 0'2) (叫 2J1;j=12ny
k=l , 2， ・・・， n8; 1=1, 2, ..., r 

eijkl は互に独立。また eijke は ei ， ei j, eijk とも互に独立。

このとき

噌 r

Xij/c. ム一号- I Xijkl 
ー T ';=1 

唱 m8

Xij・・ムで会- I Xijk. 
ー ""8 k= 1 

ー m2

Xi... ム τ士一 I Xij・・
-一 H句 J=

唱 ml

X.... ムで士一 I Xi... 
ー『ー ''''1 i=l 

とおけば， (3.2) より
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たし

3りkl-Xijk. =eijkl-eijk. 

Xijk. -Xij・. = (eijk-eij.) + (ぬjk. -eij..) 

Xij・ . -Xi... =(eij-ed+(eij. -ei..) 
(3.3) 

+(eíj.. ーム...)

Xi. . -X.... = (ei-e.)+ (ei. -e..) 

+ (ei.. -e...) + (ei... -e....) 

これよりデータは

く3.4) Xijkj=X….+(Xi...-X ….) + (Xij.. -Xi...) 

+ (Xijk. -Xij..) + (Xijkl -Xijk.) 

と分解される。

nl n2 n8 

まず，相関係数 P1> P2' Pa は，仮定 I ei=O, I eij=O, I eijk=O より
i=1 i・ k=1

11]  
Pl= 一一一一一 P2= 一一一一ー Ps= 一一一Lーt-129e2ー1''-' ns-1 

となる。

ところで， (3.4) の右辺の確率変数の組

{Xi... -x... .l, {Xij.. -Xi…}, {Xijk. -Xij. .l, {Xij/cI -Xijk} 
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は異なる組の確率変数同志は互に共分散が O となる。そこで正規分布の場合にはお互いに独立で

あることがわかる。ここでは3:i... -3:.... と 3:ij.. -3:.... の共分散が O であることだけを示してお

く。その他はこの 5 の附表 I を参照して同様に考えればよい。 V{(3:i ・.. -3:....), (3:ij.. -3:.…)} 

=0 を示すには (3. めからV{(eij-ei.) ， (ei. -e.. , )}=OV{(eij. -ei..) , (e...-e…, V{(eij..ｭ

ei...) , (ぬ… -e. ..)}=O を示せばよい。これはV{(eυ-ei) ， (ei. -e.. がわかれば叫残りの独

立関係も直ちにわかる。附表 I より

eij-ei.) , (e.. ,), (eij-e..V{) , ((ei. -e..) +e..)}=OならばV{(eijーの.)， (ei-e..)}=O 

ところで，仮定(i)， (ii) , (üi) と (3.3) より

E(3:....)=μ 

E(3:i...-3:....)=O 

(3.5) 1 E仇j..- 3:i...)=O

E (3:ijk. -3:i;..) =0 

E (3:ijk! -3:ijk.) =0 

また， (3.3) と附表 I より

V (3:....)= ..~三笠示 σ12+ _n2-m σ22 + __ .ns-mg σ82 
mパnl-1)" . mlm2(n2-1) '. . mlm2ms(ns-1) 

+ 1 u2 
mlm2mS r 

(3.6) 

V (3:i... -3:....) =ml ー!.. f 岬 n2-m2 σ22 + --.!!.s-m_ 2 -37i五士Tσ1
2

+万万戸万 m2m仇-1)

+
 

V (3:ij.. -3:i...) = 色二1 f.，n2 ， σ22+15些て σ82 + ...1.. u21 l n.-1 -. , ms(叫ー1) -. , msr -J 

V (3:ijk. -3:ij.) =勺!.{岩山 σ2}

さらに， (3:i・..-3:..・.)と(3:1… -3:....) (iキj) の相関係数

ん=__1_
ml-1 

(3:ij.. -3:i"') と (3:ik- 3:i…) (jキk) の相関係数

て 1
f'2 --m2-1 

(3:ijk・ -3:ij'・)と (3:ill・ -3:ij・・) (kキl)の相関係数

勺 一般に，確率変数 :c， 官 ， Z について，その共分散を計算すれば

V(:c, 1/)=0 V(:c, 1/+z)=O ならば V(:c， :c)=0 

であるととがわかる。
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ps=一中となる。(附表 I 参照)

Q
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り為市
山

，
刀

i
t
 

の

Z
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-h

‘4-J 
c
z
z
 ただし

S ム mlm2mSrX2....

ム m2mSr 1; 

(3. 7) ~ S2 企 mベ子 (Xu・ -Xi・ .)2

S3 ム rXXX (Xijk' _X;'j..)2 

S. ム XXXX (X;，jkl-X;，jk・ )2
i j k 1 

このとき，各平方和の自由度仇i (i=1, 2, 3, 4) は

仇 =1

。81=mlー1

ﾘ.2=ml (m2 -1) 

ﾘ.3=mlm2(m3-1) 

ﾘ..=mlm2m.(r-1) 

となる。また (3.5) を考えれば， (3.6) より

E (S) =mlm2m8 r〆+~nl-ml)m2m，fσ12+~n2-m2)mSfσ22
nl-1 n2-1 

+生a二型2主 σ.2+σZ
n.-l 

E (SI)= (帆 -1) ~~也監乙 σ12+~n2-m2)m.fσ..+~n.-m.)fσ.2 +σ2~ 
t nl-1 n2-1 n.-1 -J 

~n2m3~ (J22 + (n8-m!)r (Js2 + (J2~ E (S2)=ml(m2一川集Tσ2 ヲ戸「σ? + (J2} 

E (S3)抑制がー1) {告の2 + (J2} 

E (S.)=mlm2m3(r-1) σ2 

したがって不偏分散

(3.8) 民会初土巧
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V3 ムー S3

V. ム一一 S.

の期待値は

+ (n.-m.!mat' σ.2 +包二型注 2E(民)=竺笠盟主乙 σ1 笠千鳥L
1-1 n2-1 ns-1 

(3.9) 

E(V2) =生色手 σ" +包こ笠丘三 σS2+σ2,-1 na-1 

E(れ)=手r 113
2+ 

E(V.) = σ2 

となる。

以上の結果に， lemma の corollaries 1, 2, 3 を適用すれば， 次のような分散分析表にまと

めて F検定を行うことができる。

まず，直ちに

(St/E(V,) f:c2 (ml-1) 

(3.10) < Sd E (V2) f:c2 (ml (m2ー 1))

l Sa/ E (Va) f:c2 (mlm2(ma -1)) 

であることがわかる。

また， 正規分布の仮定の下では確率変数の組 {:Ct・ ..-:c・…}， {:Cij.. -:C t…}, {:Cíjk・ -:Cíf..} ，

初出t-Xìjk.} は互に独立であったから， S" S2' S8' S. も互に独立である。したがって， :c2 分

布から F分布が導かれる過程を考えればF検定を行うことができる。

この場合， F検定に 2 つの代表的な場合が考えられる。

( i) nl>m" 叫>m2' na>ms の場合

(�) nl=m" n,=m2' ns=ms の場合

( i )の場合は帰無仮説として

E(日)=E(V.) ， E(V2)=E(V;ふ E(V，)=E(九〉

をとり，方式(1)のような分散分析表が得られる。 (ii) の場合は帰無仮説として

E (Va) =E (V.) , E (V2)=E (V.) , E (V1) =E  (V.) 

をとり，方式 (II) のような分散分析表が得られる。(分散分析表はこの 5 の別表E を参照〉

次に， σ1'+σ22+σ82 +σ2 の推定法について考えよう。

( i) 111 '+σ22+1182+σ2 の点推定

これには不偏分散の一次結合
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C1 V1 +C2 V2+CS V8+C. V. 

ヵ:

E(2 Ct V.) 品σ12+σ22+σ♂+σ2

を満たすように数 Ct (i=l , 2, 3, 4) を決めて， 2 c.V. を σ1'+σ2'+σ8'+σ2 の点推定量とす

ればよい。 Satterthwaíte の方法にしたがい連立方程式を解けば各は Ci 次のように求まる。

C1=~二Lー (>0)
量J1m:m8r

C2= 

Ca= 

n1n.(m.-1)+(n.-m2) 
n1n2m2mar 

mn.na(ma -1) + (na -ma) 
n1n2nSmar 

na(rー 1)+1
CFn1n拘T ー (>0)

(>0) 

(> 0) 

(ii) σ12+σ22+σa'+σ2 の区間推定

信頼度 (1ーα) (0<αくりで σ1'+σ22+σ32 +σ2 の区間推定を行うために，は Satterthwaíte

の方法で近似的に行う。これは，方式(1)， (11) 共に使うことができる。

まず，次式で自由度。を求める。

1 f C12V12 C.'v,'.' Cs'Va' 
。 てC1V1 +C2 V2+Ca Vs+c. V.)2 r一瓦ご了T mW2-1〉 T百万友不一1)

+_C.'V.=----=1 
m1m.ma(r-1)J 

したがって，求める信頼区間として

(� 山山:字rr杭恥山+村cげV. -1. C1 V1叫川+判2吊山民恥+村c

ヤ
4~ �3!..I 

X'(ゆ;ーァ) X'(ゆ 1ーっー〉

を得る。

附表(1)

補助計算その 1

V 臼 )=V(去三仇) 1+(m1-1)P1 
m1 

(J, 2 = 一生二笠~q， 2
m1(n1- 1) ー ι

(1 ~\1+(m.-l)p• _._ n.-m. _2 
V (ei・ )=V( ..~ 2eil)一¥ m2 ;;'1 <>ij

) m2 v2 m.(n2-1) 

V(e..)=V(ム E164・)= _~ V(ei・ )--= n2一門、 σ22 
、 7'''1 i=l ""1 7'''17'''2¥''''2-
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1+(maー1)Pa
ma 

V(eij・〉 =v(-LY 841k} 
、 ms k=1 I 

σ♂= .---!!a-maσ，2 
m8(ns-1) -. 

V(eぃ)=ViLz 川
、 mz j=1 I 

na-ma _ 2 
m2ms(naーI) u a

V(e…)=vトL E18十い」-V(et--〉= n8-ms σ82 
¥ml i=1 ・ ;-m--;' ,v ,...1 --mlm2m8(ns-1) 

V(etjb 〉 =V142ω)=-!.-σZ
、 T 1=1 I T 

V (eij・・)= V LL Y eHK-l=iJ 
¥m3 k=1 / m8T 

V(ι..H V LL z e41・・ 1=マι?σZ
、 mz j=1 / mzmaT 

V (e....)= V (去 Zed)=瓦お〆

2
 2
 

σ
 

。
a
-

噌
よ
『

二
!

艶
眠

r
t
、
-

+
一

旬
i

一

その 2

Cov (ei" ム炉Cov(でιY eeb ezj} 
、 ヌ抜高.1:=1 ノ

補助計算

1+(m2ー 1)p2σ22
mz 

1+(m2-1)pz _ z 
。2

mlmZ 

Cov (ei" ei・)=V (ei')= 

Cov (e.. , ei炉でιCov (ei" eij)= 
""1 

1+(mz-1)pz 岬 2
υ2 

mlmZ 
Cov (e.. , ei.)=でιV(ei')=

""1 

1+(ms-1)ps _ 2 
υs 

m2ma 
Cov (ei..' eij・ )=_1_町内・)=

7"'2 

Cov (ei" , eぃ)=V(向・・)=J:+(ーs三1)Pa
""2""8 

σ82 

1+(ms-1)psσ♂ 
m ,m2mS 

Cov (e…, 仇j・) =--:ιCov (ei" , eり・〉
'11'1 

2
 8

 

σ
 

E
 

、
J
四

3
4mm 

札
川
一
川

区
m

噌

i
-ei・・)=でLV(ei.') = 

H・ 1

Cov (e…, 

Coy (ei"" eり・・)= .~ V (eif")=一一_1__q2 
m2 m2mSr 

Cov (ei." , ei" ・ )=V(ei.") =~ーが
n事2mSr

Cov (e・… ， eij・・) = .~ COV(ei"' , eij..) =一一」一一ーが
m , mlm2mar 
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Cov (6....; 6t:..) = .~ V(6i…〉同一一よー_q2
ml mlmSmSr 

Cov (61.}" 6ω=1十(m8ア 1)q8Z6gZ
"'.3 

Cov (e.j・ ， 61; 1')思 V(e.，) 1 +(ma- 1)p!..q♂ 
ma 

Cov (6... , 6ijk) = -::!:-COV (e,j. , e.1k) 出 H(ms-1)p!..qa2
m2 n事2m3

Cov (6,.., 6.，・)=ーιV(6ij.)= 1:十(ms-1)&"'Q82
7'''2 ""2""8 

Cov (e I,1" , e付k.) = ..~ V (6ijk')= ..~ _ q2 
ms mar 

C州6山 6.j..)=V (6,j") =えrσ2

Cov (6.... ，ぬj/r，o) =.J.一COV(61.j.. ， e俳-M-4-62
費世事 m"mar

Doy (ei…, 6f+・〉龍一Lvおか・)= ... ~.. .. q2 
m2 勿事2mar

Cov (e…, 6ω= -::!:-Cov (e;.. , ef，jk) 出 H(ms-1)p!.. q8草
ml 狩事急停-ezma

Cov(e・...， 6五 fI" ) 昌一~COV (e1;..., eij/r，o) 間 1.c_~q2 
ml mlm2mar 

附表 (n) 分散分析表 そのは) (nl>ml and 向>ms and 向>悦s)

不穏
婆国 守主 方 和 13 由度

分散
Fo f帯無仮説 Ho と対立仮説 H1

母平均 mlm2mSr ::c富山日 1 

第誤1 段差 努事審拘ヂ 4(::C.，.. .)2 明1- 1 Vl V! 品t-7Z1L明司i6hin2ωωτ・i EL tATK問団刊i 12>」fB2司崎可~22Vz 

第誤2 段差 部8 ヂ 4 (::CI， J・ ，-::c.…〉茸 ml(拙2-1) V2 
vFFS -

Htぷ e・時一2一-目T l12 盟問持←sL-ET 
i 

zI1r1 .・一時2時一明!.暗ï l122>一骨一sニ!..叩写ïl1a., j 

第誤3 段差 r SJ34jb-34jJ2 悌tmz(悦3-1) Vs 百九 泣いσ32=0 Ht:l1s2>0 
ìd , 

第誤4 差段 4 . (::CiJkZ-::Cijk.)2 例lm2ms(r-1) 日
ま，j ， k~t 

2 
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分散分析表 その (ll) (n1=m1 and 時a=ma and 向=m8)
←一

華客間 王子 方 和 ?号無仮設 Ho と対立仮設H1

1 

第誤1 殿差 nan8 r E ($i・..-$… .)2 n1-1 V1 YVt 
4 
Ho :σ12=0 民 :σ12>0, 

第誤2 段差 nSrE.($ij・・ -$i… )2 n1(nZ…1) Vz VVg 
4 

Ho: σ22;;::0 H1 : σ22>0 
í ,J 

努畿事 3 を段祭 rE  ($i!k.-$iJ..)2 路1均〈均一1) 九
V. Ho;U82=O Ht:U82>O 

ま，j， k V. 

第語是 4段主愛 E. . ($iJkf-$ijk.)2 時17る2向(r-1) V. 
i , j ,k,! 

~ 4. ランダムサンプリング

4.1. 単純ランダムサンプリング 母集団が N 個の元から構成されているとき，これより n

倒付くN) のサンフ。ノレを等確率で撰ぶ方法である。ここでは n 個のサンプルがすべて異なる

場合だけを考えよう。このとき，ダータ .x:i は次の構造式をもっ。

(4.1.1) .x:i=p+ei' i=l , 2， ・"， n 

ここで p Iま母平均， ei は誤差をあらわず穣率変数で，次の性費をもつものとする。

0) nv 
一
一

4
 

au 

N
Z
M
 

(ii) et と ej (iキ j) の相関係数は ρ

N-l 
(泌) E(ei)=O, V(ei)= 一刃向!... 82 

唱 N

ただし， 82 ムー」-Z 〈34-p〉z

N-1 ;=1 

〈けより pz-tτ を得る。

また，容易に

(4.1.2) E (.x:i)=P 

N-n 82 

(4.1. 3) V (.x:�) = ーす一 n
(4.1.4) E (52)=82 

であること川崎。ただし，出世γf〈34-3 〉2

4.2. ..10ランダムサンプリング サンプルによる推定の韓度試，その大きさと母分数〈母集
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囲内の変動さをあらわす測度〉に関係してくるから，母集団の中を等質のもの同志をあつめ数個

の部分集団にわける方法をとって，推定の精度をあげることができる。層別ランダムサンプリン

グはこのために行われる。

いま，母集団iが次のように，各部分母集団甘e に分割されているものとする。

、
，
ノ

-eJ 
キ

•.. 
〆
g
‘
、

、
J*

 

，

φ
'
 

一
一

S
J
 

i
 

n
 

i
 

H
A
 

M

U

H

 

=
 

i
 

このとき，各Jl t の内部はできるだけ等質に，異なるJl t の聞はできるだけ異質となるように

分割しなければならない。こうしたとき，各Jl t を層という。このすべての層から，それぞれい

くつかのサンプルをランダムにとる手法を層別ランタ'ムサンプリングという。

母集団と各層Jl t はそれぞれ N 個 Nt 個の元から構成されているものとする。 この層 Jl t

から ni 個のサンプルをランダムにとる。また，第 t 層において第 j 番目のサンプルの特性を

3hi であらわすとき， XiJは次の構造式をもっ。

(4.2.1) Xij=p+ai+eti> i=l , 2, …, M 

j=l , 2, …, n. 

ここで， μ は母平均，的はパラメータ ， etf は誤差をあらわす確率変数で次の性質をもつもの

とする。

( i ) 
Nt 

I etj=O, 
}=1 

(i=l , 2， ・"， M) 

(ii) eil と eik (jキ k) の相関係数は Pi

etl Jl e!k (iキ 1)

ωE何日

M 

(iv> 21NthO

ただし Si2 会社T Ztmefーμ.)

日最7fい

( i )より pz=-tr (t=I, z ， M〉問。

M "̂-T.".. 

(4.2.2) y 会 E12YL

も M

ただし xi' 6o 主- I X.i> N=I N，包
一 ni j=1 

可 。は主集吾をあらわず記号ー
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とおけば，容易に

(4.2.3) E(y)=ρ 

〈4.2.4〉 V(U〉 =4TfN4(Ni-m〉与二
J.V - i=l .，，，雷

であることがわかる。

次に，層別ランダムサンプリングで，各層Jli において

(4.2.5) 芳子=会=一定 (i=l， 2, "', M) 

制H

M

Z

h

 

一
一

n
 

t
レだた

となっているとき，比例サンプリングという。このとき， 3・・ム -Lffztj とおけば
ー n i=1 i'毎 1

X..=y しTこがって

(4. 2. 6) E (x..) =μ 

また ni，=争だから (4.2.4) より

1 -�>M Ni μ.2.7) V (x・ )=(1ーや 7E17S4

を得る。

4.3. 集落サンプリング 母集団Jlを次のようにいくつかの層に分割する。

、
、
，
，
，

・

4
J

キ-
a
b
 

，
s
‘
、

A
U
'
 

一
一

i
 

門
川i

 
i
 

M
H
U
H
 

一
一

i
 

ただし，各層はサンプリングの最終単住をいくつか集めたもので，これらの層を集落という。

このとき，各集落の内部はできるだけ異質的に，また，各集落の聞はできるだけ等質となるよう

に分ける点が層別ランダムサンプリングの場合と違う。いま，これらの集落のなかからいくつか

の集落をランダムに撰び，撰んだ集落については全数調査を行う手法を集落サンプリングとい

う。ここで，第 i 番目の集落に合まれる第j番目の元の特性的j をであらわす。さらに実用上

から Ni=N(一定) (i=l , 2, …, M) の場合についてその結果を述べておく。いま m個の集

落をランダムにとったとすると，データ Xij は次の構造式をもっ。

(4.3.1) 杭j=μ+ei，+ぬj ， i=l , 2, … m 

j=l , 2, …, N 

ここで μ は母平均， ei" eij は誤差をあらわす確率変数で次の性質をもつものとする。

M N 
( i) I ei=O; I e i, j=O (i=1 , 2， ー ， m) 

(ii) ぬと eJ (iキ j) ， eij と ei1c (jキ k) はそれぞれ相関係数 p" p: をもっ

ei JL ei j, ei} Jl elk (i キ 1)
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(副 ) E (ei) =0, E (eij) =0 

V (ei) =σλ V(e，，)=σ22 

(üi)より

(4.3.2) E (:c..)=μ 

また，ランダムにとったm個の集落については全数調査を行うのだから， :C.. の分散は (3.6) 

の最初の式において帆=M， m1=m, m2=n. とおいて第 2項までとればよい。したがって

く4.3.3) V (:c..)=些二笠主乙
M-1 

ここで

(4.3.4) 内σ性す f 〈μi-p.)2 

唱 Ni

ただし， P.i ム τキ- 2 :Cif (i=l, 2, …, M) 
一- lVi j=1 

とおけば， (4.3.3) は

(4.3.5) V (ι)=坐二竺ヱ乙
M-1 

となる。

集落サンプリングにおける母平均の推定の精度は，集落の大きさ，集落内の分散により左右さ

れるから，これをはかる測度として級内相関係数

(4.3.6)ρ ム E{(:Cijーμ〉(met-p)L (jキ k)
E(:Cij一μ〕

が使われる。 (4.3.1) と仮定(i )-(泌〉より

(4.3.7) p=半生24， -zL白話 1
1'+a." N-1 

を得る。ここで，

dム V(:Cif)=σ12+σ22

とおくとく4.3.7) より

← 1+(そ1)L(].
N 

を得る。したがって (4.3.3) より

M-m 1+ (N-1)p σ2 
(4.3.8) V (:c..)=一一一一一

M-1 N 

を得る。

~ 5. 莱統的サンプリング母集団が N 個の元を合み，これより n 個のサシプルを次のよ

うにしてとりだす方法を，抽出間隔 h の系統的サンプリングという。ここでは ， N=nk の場合
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について考える。まず，母集団の各元に 1 から N まで番号がつけられているものと考えよう。

1 から h までの乱数を 1 つとって抽出起点を定め，それから先は一定間隔 h で n 個のサンプ

ルをとる。この n 個のサンプルをひとまとめにして n 個の元からなる一つの集落がつくられ

るものと考えれば，いまの場合系統的サンプリングは k個の集落からランダムに 1 個の集落を

とりだす集落サンプリングと考えることができる。したがって，母平均推定量の形は単純ランダ

ムサンプリングの場合と同一で，その分散は (4.3.8) において m=l， N=n , M=k とおけ

ば

(川 v (x・・)= 川2-1)P σ2 

と求められる。

ただし， P は k 個の系統的サンプノレ内の殺内相関係数で， く
一
一

p
 

く
一
一一

い96. 2 段サンプリング まず第 1 段階として母集団をいくつかの層に分割する。これらの層

を 1 次単位という。 1 次単位からいくつかの層をランダムに撰ぶ。次に，第 2 段階としてこれら

の層からそれぞれいくつかのサンフ。ルをランダムに撰ぶ。これらを 2 次単位という。この手法を

段サンプリングという。この S では 1 次単位 2 次単位ともにそれぞれ単位の個数がすべて等し

い場合だけを考える。

いま，母集団が N 個の 1 次単位からなり，各 1 次単位はそれぞれ M 個の 2 次単位を合んで

いるものとする。第 1 段階として， N個の 1 次単位からランダムに n 個を撰び， 第 2 段階とし

てこれら n 個の l 次単位からそれぞれm個の 2 次単位をランダムに撰ぶものとする。このとき

データ Xij は次の構造式をもっ。

(6.1) Xii=μ+仇+eif， i=l , 2, …, n 

j=l , 2, … m 

ここで， μ は母平均， ei , eりは誤差をあらわす確率変数で，次の性質をもつものとする。

N M 
( i) I ei=O; I eij=O (i=l , 2, ・・・ ， N) 

(ii) ぬと ej (iキ j) ， eiJ と e“ (jキ 1) の相関係数はそれぞれ Ph P2 とする。その他特に

断りのないものは互に独立とする。

(iii) E(ei)=O, E(eil)=O 

N-1 _ 2 TT 1'_" M-1 V (ei)= H;;.J. {]b
2, V (eij) ー Mー σω

唱 N

ただし (Jb2 ム τ宇土""1 :S (μa一μ)2
ー- ~V- .l i=l 

σJ ム TJ「で f f 〈36jーμ，)2
ーー川υY.L-.l) i=1 j=1 
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向ム!-ø I
M 

:Cij (i=l , 2, …, N) 
.LY..I. }=1 

( i )より直ちに Pl= ーーユ-.， P2= ーーユーを得る。N-1' .....- M-1 

また (6. 1) より，容易に

(6.2) E(:c..)=μ 

(6.3) V(X..)=(l一合)妥+(1ーが坊

を得る。

もし抜取比十告が無視できるときは

となる。

_ 2 _ 2 

V (x..)=こ~+こL
n nm 

多段サンプリングについても 2 段サンプリンク宇治ミら容易に推察されるであろう。

p. バルクマテリアサンプリング

鉄碩石や石炭の山からその成分量やカロリーを測定する場合，ロットに合まれている測定した

い成分量を μ とし 3 段階のサンプリングくまたは縮分〉の方法を次のように仮定する。

第 1 段階。ロットを m 個に分割する。そのなかから ml 個だけを資料としてとる。

第 2 段階。 m1 個の資料の 1 つ 1 つをそれぞれ m 個に分割する。 そのなかから m2 個だけを

とる。

第 3 段階。 m2 個の資料の 1 つ 1 つをそれぞれ仇個に分割する。そのなかから ms 個だけを

とる。

この m3 個の資料からもとのロットに含まれる成分量 μ を推定する。略図で示すと次図のよ

うになる。

;1;1111 %1112 ---------
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このとき，資料を m 個 (i=l， 2， ・.. nl) に分割するときはできるだけ等分割となるように

工夫した装置を使うものとする。したがって m と町 (iキ j， i , j=l , 2, …, nl) を任意に入れ

かえてもかまわない。第 2段以下においても同様に考えるものとする。

測定段階。全部の資料 (m1m2mS個)を r 回繰返し測定する。

いま，データを :Clflcl であらわす。 t は第 1 段のサンプリング(または縮分〉での第 i 番目の

サンフ。ルであることを示す。 j は第 2段， k は第 3 段のサンプリング(または縮分)でのそれぞ

れ第j番目，第 h番目のサンプルであることを示し 1 は測定の繰返しをあらわす。このときデ

ータ抗jlcl は次の構造式をもっ。

(7.1) :Cijlcl = ._!:一一+ei+eij+eijk+eijlcl 
nln2nS 

ここで， ei, eiJ> eiflc, eijlcl はそれぞれ第 1 段，第 2 段，第 3 段におけるサンプリング(また

は縮分)の誤差， eijkl は測定誤差をあらわす確率変数で， ~ 3. の (i) ， (ii) ， (üi)と全く同ーの

仮定を設ける。したがって， p. の結果はそのままここで使うことができる。

あとがき これまでに取上げた問題はサンプリングの全く基本的な部分だけであって，標本調

査，バルクマテリアルサンプリングの何れにおいても， とりあげなければならない問題は未だ多

く残されている。それらのなかの一部分はここで述べた数学モデルで解決できるのぞみがあり，

他は又別の数学モデルをつくる必要がありそうである。また，ここで述べた考え方は， 標本調

査，サンプリングだけに限らずシミュレーションなどのOR分野への応用も考えられる。

終りに本論文を精読されて種々貴重な示唆を与えられた東京大学竹内啓助教授に感謝の意を表

わしたい。
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