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綜合報告

主成分分析法および因子分析法につし、て

竹内 啓水

益田隆司料

序はしがき

因子分析法および主成分分析法は多変量解析の 1 分野に属するものである。一般に多変量解析

は大きく分けて 2 つの分野に分けることができると考えられる。 1 つは 1 或いは 2 変量の拡張

として考えられるものであって 1 変数の t 統計量を拡張したホテリングの一般化された Tι 統

計量，或いは多変量分散分析等がこの典型的なものである。今一つは，多くの変量が存在する場

合にそれらの変量をそのままの形では取り扱わないで，そこから何らかの意味で全体の変動を代

表するような少数の変量を導き出し，その少数の変量により解析を進めて行く分野である。

1 つの観測対象について多数の観測値が存在するものを多変量データと呼ぶが，現実問題とし

てそのような場合は非常に多い。したがって，多変量解析の手法は広く用いられるべきものであ

るが，統計の他の分野にくらべて，現在のところ，多変量解析の手法はあまり利用されていない

ように思われる。その原因はいろいろ考えられるが，まず第一の原因は，多変量解析には面倒な

計算が必然的に伴うということであろう。また，他の原因は，ある手法によって多変量データを

解析した場合，得られる結果の意味が 1 変量或いは 2 変量の場合にくらべて必ずしも明確ではな

ないことが多いということである。特に上に述べた第二の分野ではそのように思われる。しかし

がら，近年の電子計算機の発展は，この第一の困難性を完全に打破するものであり，多変量デー

タの解析にしばしばあらわれる次元数の多い逆行列の計算或いは固有値問題等も，数分或いは数

十分の order で解くことが可能になった。 これに伴い， 上記の第二の困難な点も次第に解決し

て行くものと思われる。したがって，多変量解析の分野には未知の問題も多いが，今後は種々の

分野で広く利用されることになるものと考えられる。

この報告では，多変量解析法の第 2 の分野の中心的なテーマの一つである(主)成分分析法因子

分析法について概説する。この二つは互いに密接な関連があるが，簡単に規定すれば，前者は記

述的，後者は推測統計的な手法であるということができるであろう。そこで内容を部に分け，前

篇(主)成分分析法を竹内が，後者因子分析法を益田が分担して執筆した。しかし原稿全体につい

て二人が共同に責任を負うものであることはいうまでもなし、。なおこの稿の執筆にあたって，数

年来共同で勉強をして来た PSG統計東京グループの人々に負うところが大きかったことを感謝

する次第である。

東京大学誉 目立製作所柑 1966年 4 月 5 日受理 「経営科学」第 9 巻第 3 号・
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法析分分篇〈主〕成前

念概本基1. 

(主〉成分分析 principal compon巴nt analysis にはいろいろな解釈乃至説明法があるようで

それを多数の観測値を少数の指標にまとめるような手法という観点から考えここでは，あるが，

ょう。

j=l ・ ・・ ni=1… -ρ Xij 

このときこの P 個の観を n 個の対象についての， p 種の観測値を表わす組のデータとする。

測値を代表するような指標を求めることと考えよう。

j=l ・・・・・・nTj いま

を n 個の対象について与えられた指標の値であるとしよう。

Tj との関連の程度，或いは Xij の変動が Tj によっXij が連続量であるとすれば， Xij と

て代表される程度は， X，けと Tj の相関係数の 2 乗

r L;(Xij-Xi) (Tj-T) )2 
r 2(Xi , め=i / _~~:--'J _=-~~~::.. -;~ ~ / } 

l-./L;(Xij-Xi)2L;(Tj-T)2 f 

T=Lzz 
n J 

Xi =与L;Xij,. J 

によって表わすことができるであろう。

X;/ = (Xij -X i)〆L; (Xij-Xi)2 し、ま

L;X;/2=1 となり，

一一 {Xd(T， -T)}"〆(Xi ， T) =r2(X/, T)一一
L;(Ti-T)2 

とおきかえれば， L; Xi/=O, 

と表わされる。

そこで， ρ 種の観測値について相関係数の 2 乗の和と

L;{L;X;/(T,-T)}" 

L;(Tj-T)2 

p 

Q=  L;r 2(Xi , T) = 

= L; L;{L;X;/ Xik'}(T,-T) (Tk-T)/L; (Tj-T)2 
j k j 

を最大にするように Tj を定めよう。

L; X;/X/k=ljlc, T ,-T= T/ , L; T/=O 
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とおくと，

これを最大にするには，明きらかに T/ を，行列 L= {l'k} の最大固有根んに対応すとなる。
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る固有ベクトルの成分に比例するように定めればよい。ところで

'L,ljk=Û, j=l ・ .....n
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だから L は固有根 0 を持ち，かつそれに対応する固有ぺクトルは (1 ， 1 ・・・ 1)' となる。従って

O でない固有根に対応する固有ベクトルの成分については確かに

:ET/=O 

が成り立っている。

この T/ を Xij の矯 1 成分(或いは第 1 主成分)と呼ぶ。 またこのときム=Q は， Tjf ど

と相関係数の乗の和を表わす。

ところで

より

:E ljk九'=À， T/， j=l ・・ ・・ n

:E:EX�/X�/Tk'=ﾀ1 T/ 

:E:E :EXh/ Xii' Xik' Tk' =ん :EXh/T/ ， h=l ・・ ・・p
j i k 

を得るから ， Si= :E Xik'Ti , i=1 ・・・・・・p

とおくと

:EXh/ X�/=:E (Xhj-Xh) (XijーXi)/Ý乙 (Xhj-Xh)2 I:(Xij-Xi)2 

=t'hi 

:Et'hiSi=んSh ， h=I.... .. p 
k 

となる。すなわちんは Xij の相関行列 R={t'h;} の固有根， Si はそれに対応する固有ベクト

ルの成分になっている。

また逆にえを R の任意の固有根として，

:Et'hiS;'=ﾀSh' 

として， T/'= I:X;/S/ とおくと ， À がやはり L の固有根になることがわかる。従ってんは

R の固有根の中でも最大のものになっていなければならない，すなわち Si は R の最大固有根

に対応する固有ベクトルの成分になる。

またこのとき

となるから

I:X;/Si = I: I:X�/ Xik' Tk' = I:ljk T/ =ﾀl T/ 
k 

T/=えt':E X;/Sj

となる。すなわち T/ は Si を係数として， p 穫の観測値の一次結合の形に表わされる。

(1) 

ふつうには主成分は最初から(1)のような形に表わされることが多い。しかし上にのべたとこ
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ろから明きらかなように，主成分は最初から観測値の一次式として表わされるものと決めておく

必要はないのである。

ところで 1 個の指標のみで ， Xij の変動を十分よく代表することができないならば， 2 個以上

の指標を計算しなければならないであろう。一般に f 個 (rくþ) の指標

T.j s=l… ...r, j=l・… ..n

を用いて Xij の変動を表わすことと考えよう。個々の観測値について， その変動が T.j によっ

て代表される程度を， Xi と T1 ・・・・・ Tr との重相関係数の 2 乗によって表わし，

ータについての和を最大にするように T.j を定めることを考えよう。

その場合， T./= T.j-f\ , T.=与I:T.j ,. J 

とするとき，

I: Ts/2 = 1, I: T./ Tt/ = 0 

と仮定しでも一般性を失わない。そうして最大にすべき量は

Q= I: R'CXijT1 ・・ ...Tγ)= I:I:CI:X;/T./)2 

と表わされる。

その ρ 種のデ

C2J 

C2Jの各式に対応するラグランシュ乗数とんtls=l， ......r t=l・…・ .r， μts=μJ として，

とすると，

-LT{Q-2 2 2Ftat(TajFTzf一九)}=OaTs/ '-'C' ~~j 

o.t=l , s=t, =0, s キ t

I: I: Xd Xikk' T ,/ -I:μ.tTtj'=O s=l ・・・・・ r 

j=l ・ ・・・・n
I:ljk T.k' = I:f1.t Te/ 

行列 M={μ.tl は対称だ‘から，適当な直交行列 p=ゆ叶を用いて

-<1 0 

o -<r 

と表わすことができる。 T.k' を要素とする行列を T とすると， c3 J より

となるから，

したがって，

TL=MT 

PTL= (PMP')PT=APT となる

T./'= I:�.t Ttj' とおけば，

I: l jk T.k" =んTsjFF s=l・・・・・・y

j=l・・… n 

C3J 

を得る。すなわち， TsjfF はそれぞれ行列 L の固有ベクトルになっていなければならない。

またこのときC2J より TT'=[ となるから

Q= I: I: I: I:Xi/ Xム'T./T./
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=hTLT'=hMTT'=hM= 1:ﾀ. 

従って， L の最大 f 個の閏有根と À1"." ..んとし，それに対応する固有ベクトルの成分を Tsf

とすれば， Q と最大にすることができる。またここで最初の T./ を任意に直交変換したもの

は Kij を説明するという点では向値であるから， TSJFF を T./ としておいても一般性を失わ

ない。すなわち T./ として L の固有ベクトルの成分をとればよい。このとき明きらかlこ

L;Ts/=O 
j 

L;T./Tt/=O 5 キ t

がなり立つ。また L; T./2=1 となるように定めることができることは明きらかである。

ここで再び先にのべたのと同様にして， À,..... .Àr は，実は行列 R={1'/d} の最大 r 個の固有

根に一致し，またそれらに対応する R の固有 r ベクトルの成分を Sfi とすると

T./= L;X，./S叫 5=1...... 1'， j=l・… ..n

となることが示される。

ここで，証明の途中で示したように l' 個の主成分 T./ と，それらを直交変換したものと

は，全く同等であり，また実は条件C2Jも便宜的に導入したものにすぎないことを考えれば，一

般にそれらをE則一次変換したものは，すべて同等であると考えることができる。より抽象的に

いえば，定められるのは個々の成分の値ではなく ， p 次元空間内の一つの f 次元超平面であり，

個の対称は，その上の個の点、として表わされることになる。そうしてその超平面上の点と表示す

る座標が主成分の値となるが，その座標軸は任意にとってよいということになるのである。

従って逆に座標軸は全く任意に定めてよいことになる。すなわちいわゆる座標軸の変換は任意

に行ってもよいということになる。

~ 2. 実用上の問題点

ところで前節にのべたような成分分析の方法を実際問題に適用するについては，いろいろな問

題が生ずる。それは二つに分けて考えることができょう。第一は結果の解釈，三三乃利用の問題で

あり，第二は，データに対する適用の可能性，或いは手法の妥当性の問題である。

結果の解釈という点については，得られた結果の具体的な意味が明確でないという苦情がしば

しば聞かれる。この点については，二つの問題がある。一つは手法の意味に対する誤解が少くな

いということである。例えば主成分を計算するのに，本質的に異る単位を持つ数量を足したり引

いたりすることは不合理であるというような疑問が唱えられることも少くない。しかしこのよう

なことをいう人も，例えば回帰式

Y=ßo+ß，x，+ ・・・・・ +ßpXp十 u

において説明変数 X， ......X p が本質的に異る単位を持つものであっても，上の式の右辺のような

和を作ることには異議を唱えないのは，不思議なことである。このようないわば単純な誤解は，

手法の普及につれて，自づから解消して行くであろうが， しかし同時第二の問題点として主成分
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というものは，本来何か実体的な量を表わすものではなく，あくまで多数のデータを少数のデー

タに縮約した代表値或いは指標にすぎないという観点を強調する必要があるように思われる。そ

うしてその点からすれば，重要なのは成分 Tj の値であって，係数 Si ではないということにな

る。係数の大きさから成分の意味を考えることも勿論重要でないとはし、えないが， Tj の動き自

体の分析が重視されねばならないであろう。

第二に手法の妥当性に関連して，いくつの問題が考えられるが，その中で，データの比重の問

題，線形性の問題，および時系列に適用する際の問題の 3 つについてのべよう。

~ 3. データの比重の問題

主成分を定めるとき ， p 種のデータはすべて同じ比重で扱かわれていた。しかし現実にはこの

ことは疑問である。すなわちP 種のデータの聞には，重要性の違いその他の理由によって，当然

量比重を以って扱かわれるべきものが存在するかもしれない。そのような場合には，例えば一つ

の指標を求めるのに，単に相関係数の乗和でなく，適当な比重軌を用いて

Q叩= L:wi2rτCXi ， T) 

を最大にするように Tj を定めることが考えられる。そのためには Tj を行列 L山 ={L:wi
2X;/ 

Xik '} の最大固有根に対応する固有ベクトルに等しくすればよい。またこのとき

Si = L: wiX;/ T/ 

とおくと ， Si は行子Ij R回= {wiWjrij} の固有ベクトルの成分になる。そうしてまた

T/民 L: WiX;/Si

となることが示される。従って実際には， R加の固有ベクトルから Si を求め，次に T/ を X;/

の一次結合として求めればよい。

2 つ以上の成分と求めようとする場合についても，全く同様である。

ところで問題は比重 uんをどのようにして定めるかである。 例えば P 種のデータが本来同質

のものであって，同一の単位例えば金額というようなもので表わされているならば， R加として

金額そのもののモーメント行列を用いればよいであろう。すなわち L: CXij-Xi)(Xhj-Xけを

要素とする行列の固有ベクトルを計算すればよい。

データが同種のものでなく，自然な共通の単位が存在しない場合には，比重を定める客観的な

基準を求めることは困難である。その場合二つの観点が考えられる。すなわち一つはデータの重

要性，すなわちある種のデータをよく説明することは重要だが，他のものについてはそれほど重

要でないとしづ場合である。例えば洋服の仕立ての場合，ある部分の長さは正確に合わさなけれ

ばならないが，他の部分についてはそれほど正確である必要はないとであろう。このような場合

人聞の体型を表わすデータの中で，重要性には差異が生ずるから，人間の体型を表わす指標を構

成するについても，データの重要性の違いを反映させねばならない。

第二の観点は，データの中での系統的な部分と偶然的な変動部分との割合を考慮することであ
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る。もし指標は系統的な部分と反映すべきものであると考えるならば，偶然、的な変動部分を多く

ふくむデータの比重は小さく偶然的な部分を少くふくむデータの比重は大きくすべきであろう。

より精確にいえば，次のようになる。 Xij を

Xij=Zij十 Vij

を表わし ， Vij は偶然的な変動部分， Zij は系統的な部分を表わすとし ， E(Vij) =0, E(Vd) 

=σ♂とする。このときれを求めるべき指標とするとき，最小 2乗法的な考え方とHllt 、れば，

.L;(Xij-Xij)2 

Qe'=子ムつ7

Xij=ai+biTj 

を最小にするように Tj を定めるのが妥当であろう，すなわち，

Q'= .L;~(Xij-Xi)(Tj-T)2 
4σi2 .L; (Tj- T") 

を最大にすればよい。いし、かえれば比重軌を

軌=.L; (Xi ， -Xi)2/σJ 

に等しくとればよいことになる。 2 つ以上の指標を求める場合も全く同様である。

C4J 

しかし一般には分散 σf は未知lであるから，何等かの形でそれを推定しなければならない。そ

こで厳密にモデルを設定して統計的推定を行うことは，後の章の主題である。ここでは二三の直

観的な方法についてのべよう。まづ σ♂の推定量として Xi の自分自身以外の変数に対する回

帰式の残差分散を用いるとし、う考え方がある。 例えば X，について X2 ・・・・・ Xp に対する回帰

式の残差は，次のようにして求めることができる。まづ X，と Xz・回一 ..Xp との童相関係数の 2

釆は，相関行列 R の余因子を IRltil というように表わすと

R2(X!jX2......Xp)=1-,I!I , 
IR川

と表わされる。従って

(J,2=.L; (Xlj-X1)2(1-R2) =.L; (Xlj-XJ )2，l里L
fRlll 

すなわちC Jに代入すれば

w， =~(X1j-X ， )2 _ IRI1I 
1- �2 一寸豆下

となる。これは R の逆行列の第(1. 1)要素に一致する。同様にして一般に慨は R- 1 の第 t 対

角要素に一致することになる。すなわち相関行列の逆行列の対角要素を比重とすればよいことに

なる。これが Jöreskog の方法である。

第二に， Xij が時系列データ等の場合には，適当な階数の階差

JXij=Xij+l-Xij 

一般に JkXij=Jk-1Xi1}+1-Jk-1Xij kミ2

を求め，その分散からがを計算することが考えられる。系統的な部分の変動はなめらかである
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と考えることができるならば， k をある程度大きくすれば .jt)(ij はほとんど系統的な部分もふ

くまないものと考えることができるであろう。

また指標 Tj が与えられれば，逆に

・ー

ム2=す~(Xij-Xi)2C1 -r2(Xi ， T))J 

という形で推定することができる。従って Tj とム2 を連立させて求めることもできるであろ

う。実はこれは後にのべる Lawley の最尤法に一致する。 しかしこの方法に関しては， 解の一

義性および， くり返えし計算の収足性に関して疑問があるので，必ずしも適当な方法であるとは

いえない。原則としては，分散の程度はやはり外部的なデータから推定する方が妥当であると思

う。

ただ、しここで，系統的な部分と偶然的な部分の区別は，実際問題においては絶対的なものでは

ないということに注意しなければならない。それはいわば分析の目的によって定められる。経済

時系列の分析においてトレンド，或いは比較的長期のサイクルを求めようとする場合には，一定

周期以下の循環的な変動は偶然的なものと見なしてしまう方が適当である。

いづれにしても実際問題において比重を厳密に定めることは困難である。しかし他方，もし少

数の主成分ですべてのデータの変動が十分よく表わされるならば，比重の相違は得られた指標に

はほとんど影響を及ぼさない。 極端な場合として r 個の指標 T1 •• 一一れをとると，すべての

データのこれらに対する童相関係数を 1 にすることができる。すなわち正般に

i=l. “・・少

Xij=ai+bi1 T1J+ ・・・・・・ +biγTγJ j=l・… ..n

と表わされるならば， このような T1 ・・・・ ..Tγ の値は XiJ の比重と無関係に定めることができる

ことは明きらかである。

童相閣が 1 にならなくても，もしすべてのデータの比重を 1 に等しくしたときの第 1 主成分を

T とするとき，もし
P 

Q= ~r"(Xi， T) 

がほとんど P に近い，すなわちが(Xi ， T) がすべて 1 に近いならば 1 と異る比重軌を用い

たときの主成分 T聞は，もし比重の相対的な値が極端に違っていないならば，ほとんど T と同

じ変動を示す，いいかえれば，

r(Tw , T) 手 1

となるであろう。

いくつかの主成分を用いると，重相聞がほぼ 1 になるというような場合にも，事情は同じであ

る。ただその場合，いくつかの固有ベクトルによって与えられる座標軸には若干の変動を生ずる

かもしれない。しかし適当に座標変換を行えば，いくつかの指標によって定められる超平面白体

はほとんど変化しないことが明きらかとなるであろう。
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比重 Wi のうちの若干は O にしてもよいものに考えれば，この問題は，どれだけの観測値をダ

ータの範囲の問題をもふくむものと見なすことができる。そうしてp種のデータの変動が比較的

少数の指標によって十分よく表わされる場合， その中の一部 q 種 (αくがのデータから主成分

を計算しでも，得られる指標そのものはほとんど変らない場合も少くない。すなわちデータの範

囲を狭くしても，得られる結果にはほとんど影響しない，或いは別の表現を用いれば，データの

種類を増しでも，ほとんど新たな情報は得られない場合も多いのである。実際もし R の最大固

有根んが十分 p に近いならば，

~~rih2=trR2= ~Ài2 孟，( 12
� h 

だから，少くとも 1 つのについて

~riOh2~ÀdP 
h 

となる。 すなわちただ 1 つのデータ XiO のみを用いても，すべてのデータとの相関係数の乗の

和は À 12/P 以上になる。すなわちこれはかなり ρ に近くなっているであろう。

ところで偶然的な変動部分の大きさは，各データごとに異るのみならず，実は同じデータにつ

いても，対象によって異るかもしれない，すなわち

E(V;/) =的l

とするとき，この値は j=l ・ .....n のそれぞれについて具った値を示すかもしれない。 実際企業

についての経営データのようなものを扱うとき，企業規模によって観測値の大きさには著しい差

異が見られるであろう。このような場合には偶然的な変動の大きさも，規模が大きくなれば大き

くなると考えるのが自然であろう。

この問題は回帰分析における誤差分散の不均一性の同題と本質的には同じものである。従って

もし分散比がわかっていれば， Xij をそれで割って基準化してから，すでにのべたような方法を

適用すればよい。一般に分散比が未知ならば，適当な尺座を用いて例えば企業なら雇用者数，資

本額等基準化しなければならない，実際分散比が正雄に知られなくても結果に大きく影響するこ

とはないから，基準化に用いる尺度についてそれほど厳密な考慮を加える必要はないであろう。

しかし全く基準化を行わないならば，例えば大企業の数字のみが5齢、影響を与えることになって

結果に偏りを生ずる危険があると思われる。

~ 4. 非線形関係の処理

次に線形性の問題について考えよう。すでにのべたように，指標 T が観測値 X，の A次結合

の形で与えられるということは，数学的な展開の結果導びかれたものであって，最初から要求し

たものではなかった。しかし線形性の仮定は， Xと指標との関連を童相関係数によって表わすと

いうことの中にふくまれている。 すなわち X を説明するのに Tj の線形式が用いられること

が前提とされている。しかしデータの種類によっては，このような仮定があてはまらないと思わ

れるような場合も存在するであろう。そのような場合には，データを適当に変換する，例えば対

数をとるなどというような操作を行うことが望ましし、かもしれない。好都合な場合には，このよ
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うな変換によって前節で指摘した分散不均一性の問題を同時に解決することが可能であるかもし

れない。

しかし場合によっては，適切な変換を見出すことが困難なこともあるであろう。そのとき，い

わゆる順位相闘を用いる方法が考えられる。すなわち Xi と X九の順位相関係数， Kendall の

むh 或いは Spearman の PiI， を計算して， これらから主成分を求めることである。 しかしこ

の場合直接 T帥や P仙の行列の固有ベクトルを計算しても意味がなし、。 この場合いくつかの方

法が考えられる。

一つはデータ Xij の背後に， 何か多変量正規分布に従う量を仮定することである。すなわち

何か未知の単調函数 f によって

Xij= fi(~ij) 

と表わされ， かっ ~ij， i=l・… ..p， j=l… ".n は P 次元正規分布の n 個の独立な標本を与え

ると考える。そうすると Xi と Xh の順位相関係数はふと ι の順位相関係数に一致するから，

Tih 或いは P仙からもとむの相関係数と次のような形で推定することができる。

ん=sinfT仙 或いはム山2sinf向

そうしてムh 或いはム〆の行列にすでにのぺたような手法を適J目すれば Çij のデータに主成

分分析法と適用したのとほぼ同じ結果が得られるであろう。しかしこの場合，主成分を表わす指

標 T の値を計算することはできない。

もっと後の処理に便利な方法は， X，包j を正規スコアに変換することである。すなわち各につい

て Xi ，，， ….x，印を大きさの順に並べ， Xij がこの中で Rij 番目になっているならば，それを単

位正規分布からの大きさの標本の Rij 番目の順位統計量の期待値に変換する。その値を Vij と

しよう。そうして Vij について主成分分析を行う。今度は Vij 自体を与えられたデータと見な

せば，これまでにのべたことはすべて適用される。

しかしこのような方法の基礎にある多変量E規性の仮定は必らずしも現実に妥当するとは限ら

ない。また正規スコアから作られる指標の具体的な意味も必ずしも明確でないかもしれない。従

ってこのような手法が適用できるのは，人間の性向，或いは能力に関するテストの結果を分析す

るような場合に限られるであろう。

もっと別の考え方として， Xij の変動を示す指標自体を順序として与えることが考えられる。

すなわち 1…".n を適当な順序に並べて Xij との順位相関となるべく大きくするようにする。

Xi} の (Xi ，，， … ，Xin の中での)順位を Rij とし， また指標の順位を Tj とすると Xi と T

の Spearman 順位相関係数は

'L.RijTj 

の一次函数として表わされる。従って Spearman 順位相関係数の和を最大にするようにれを

定めるとすれば
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L:O:;Rij)Tj 
j 

を最大にすればよい。すなわち I:， Rij すなわち ρ 個の順位の和の順に従って順位をつければよ

いことは明きらかである。 ただしここで Xij の中で全体として他のものと大きさの順が逆にな

っているものについては， }I国序を逆にしてもよい。すなわち適当に順序を逆転して上のような和

を大きくするようにすればよい。

このような操作は Kendall 1:を用いても行うことができるが， その計算手続きはより複雑に

なる。

しかしこのような方式は 2 つ以上の指標を構成するのに直接拡張することはできない順位重

相関係数というようなものは定義されてはいるが (Kendall "Rank Correlation Methods" 参

照)その具体的な意味づけは難しい。また他の基準を用いるとしても，あまり適切な方式が見つ

からないようである。

9 5. 時系列データの場合

次に時系列データへの応用に際しての問題を考えよう。すなわち各について

XiJ, j=l・… .n

が時間的な経過を表わしている場合である。

このようなデータに成分分析法を適用する場合，二つの問題がある。一つはトレンド，季節変

動等の処理の問題である。例えば経済時系列から，景気循環を表わす指標を求めようとする場合，

得られた指標は，なるべく単調なトレンド，或いは季節変動をふくまないものとして与えられる

ことが望ましい。このとき主成分分析を行う前にデータを加工してトレンド，或いは季節変動を

除く方法と，生のデータを用いて成分分析を行い，件られた結果からトレンド或いは季節変動を

除く方法の二つの接近法が考えられる。勿論ここで分析目的がトレンド或いは季節変動をふくま

ない指標を構成するという点にあることが明確であり， しかもトレンド或いは季節変動の形が明

確に知られているならば，第一の方法が正しいであろう。しかし現実にはトレンドや季節変動の

形自体をデータから求めなければならない場合が多い。そのような場合成分分析法を適用する前

に，事前の操作をあまり行うと，得られた結果の意味が明確でなくなってしまう恐れがある。こ

のような場合には第二の接近法の方が望ましい。実際ある場合には成分分析の結果，明確な季節

変動の形が現われて来るという場合もある。またとくにトレンドと循環変動とは，多くの場合 2

つの成分(或いはそれ以上〉の中に混って現われて来る。そのような場合には適当な座標変換に

よって， トレンドを現わす成分と循環を表わす成分を分離することができるであろう。またそれ

だけでは不十分であれば，更にそこに適当な手法を加えて， トレンドを除けばよい，このような

事後の操作を用いれば，その操作の影響の程度が明確にされるので，結果の評価には好都合であ

る。

時系列データにともなう第二の問題は，主成成分析法の手法そのものは，データの時系列的性

格を全く考慮に入れていないところから生ずる。勿論この方法によって多くのデータの時間的な

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



152 

変動のパターンを表わすような指標が得られることは事実である。しかしこの手法はデータの時

間的な順序関係を全く無視しているために，得られた指標の時間的変化があまりなめらかでない

場合が多い。特に第 2 第 3 成分にはそのような傾向が見られる。そのために移動平均法その他の

手法によって指標の時系列を平滑化する必要がある場合も少くない。またこのことは指標を何等

かの意味で“予測"のために用いたり，或いは傾向の変化を観測したりする場合には一つの難点、

となる。このような点からすれば，多変量時系列データの分析法としては成分分析法は必らずし

も十分満足すべきものにはいえないかもしれない。そのためのよりよい手法の開発は今後の課題

であるように思われる。

なお時系列データについて

X t, Xt + 1 ・・・… ， X t+1i +!, t=l , 2 ・ ・・

を一組の多変量データとみなし成分分析法と適用したらどうなるであろうかを検討してみよう。

まづこのようなデータの相関行列は， (両端の影響を無視すれば)， i 行 j 列に，自己相関係数

Plj-れをならべたものになる。ただし

Z (t-X)(Xt+k-X')!(nーけ 1)

PK=/Fjxcー幻2Efx川-X')2示二k+1)'

である。

ここで更に時系列が循ま的に定義されている，すなわち Xt + cn三Xt ， c=1 ， 2……であるとす

れば，自己相関係数は次のように定義することができる。

戸 (Xt-X)(Xt + 九 -X)
Pk'=':::". I:(Xt-X)Z 

そうすると ， P'''-k=Pμ となるから，

のねj閲行列は

X t, X t+1...…, Xt州一 1

( 1 Pl pZ......P'H 

Pl 1 ρ1 ・・・・・・Pn-z

P2 Pl 1 

ただしめいI=Pl

pn-z=pz 

という形になる。これは巡回行列であるから，その固有根は，

ω+Pl曲2+ ・・・・ '+P1' -lω 1' -1 

ω1' =1 

という形で与えられる。すなわち

n-l 

ﾀm = I: eik8mPk， θm=2mπ/n ， 山=eiB

k~O 

となり，固有ベクトルは(1. ω， (02 ， …・ .CLJ 1' -I)' で与えられる。んt は丁度 θ=2mrr/n に対応する
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“スペクトル"を表わしていこるとになる。そうして最大のスペクトルに対応する成分が，第一

主成分を表わすということになる。

ここで時系列が定常であることを仮定した上で n→∞とすれば，スペクトルは一般に

ﾀ3= L.:, eikOPk 
k~O 

という形に表わされることになる。

すなわち成分分析とスペクトル分析には相通ずるものがあることが示されたといってよいであ

ろう。そこで多変量データについても，

X， t ・・・・・・ ， X1t+k-h X2t.... .., X2t +ト 1 ・・一一 ， Xpt ・・・・・・ ， Xpt-k+1 

という次元データに成分分析を行うことによって， p 種のデータに共通な波動の大きさと同期を

定めることができるであろう。ただしそのような分析をどのような形で利用することができるか

については，よくわかってはいない。

~ 6. 若干の応用

次に成分分析法の直接的でない利用法，およびその変形について考えよう。

まづデータ Xij， i=l・・…ρ ， j=l ・・・・ n は p 次元観測値の組の値と考えたが，すでにのべた

ところから明きらかなように，成分分析におL 、て，データの添字は全く対称的に扱かわれてい

る。したがってこれを n 次元データのP 組に見ることもできるし，また ρ xn の行列データと

見なすことにもできる。行列データとみれば，結局 Xげについて，

X/'=Sil Tj1 '+.. … .+Siγ Tjr'十 V;/

として， L.:, L.:, V;/=min となるように Si ， T/ を定める問題と考えることができるし勿論ここ

で Xij を基準化して X;/ を求めるときには j=l… ...n がくり返えしを表わすということを用

いてはいるが，もとのデータ Xij については

Xij=Xi+Si1 Tj1 + ・・・・・・ +SirTjr+ Vij 

と表わすことができる。すなわち Xij-Xi を要素とする行列がほとんど階数 r の行列に等しい

という仮定の下に，そのような階数 r の行列を求める問題と考えることができる。このような考

え方はある種の元分類データを分析するのに用いることができるであろう。

次に成分分析法は，同帰分析，或いは分散分析と結びつけて用いることもできる。例えば Xij

について，んを説明変数とする適当な線形モデル

Xij+ßi ,+ßitfij+ Vij 

が仮定されているとき， この式から計算される残差ずるj=Xijーム。-)れムj に成分分析?去を適用

することが考えられる。同じ様な考え方によって， くり返えしのない 2 元配置の場合残差の行列

に主成分分析法を適用することによって交互作用の構造をしらべることができるであろう。

また， ρ 次元データ自体がし、ろいろな構造を持っている場合には，成分分析をいろいろな形で

適用することができる。例えば 2 元配置データ
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Xik. j =μj+αi.j+ßk.j 

の場合ム.j の行列， ßk.j の行列 ÛU.j の行列のそれぞれについて成分分析を適用することが

でき，それによって各要因効果，および残差の主成分を別個に求めることができる。このような

方法は要因効果がどのような方向に現われるかを分析する場合に興味深い結果を与えるであろ

う。

また回帰分析において， X[ ・・・・・・Xp を説明変数 Y を従属変数として，

Yj=ん+ß[Xij十・・・・+んXpj十 Uj， j=1 ・… .n

とする。このとき P が大きいと，最小 2 乗法によって P を推定するとき，いわゆる multicol­

linearity を生じて係数の推定量の誤差が非常に大きくなってしまう場合が多い。 このような場

合には X[' … ..Xp からいくつかの主成分 T[… ..Tr を求め， この主成分について Y の回帰

式を求めるとし、う方法が提案されている。

いま X[・… ..Xp の Y に対する影響の大きさがほぼ同じ程度であるとすれば， X[… ...Xp を基

準化して，

Yj-Y=ß['Xt/+ ・-・・・・ +ßp'Xp/+Uj

とするとき，係数 ßt' ......ßP' はほぼ同じ程度の大きさとなるであろう。そうして X['… ..Xp か

ら計算される P 伺の主成分をすべて求めて，対応する R の固有値の大きさの順に TJ/ ......Tp '

とし，かっ

Ti/=ai[XiJ'+ ・・・・・・ +aipXp/

とするとき 2bd=1となるようにすれば，
九=[

n 
L;Ti/2=ﾀi (=R の e 番目の固有根)

となる。従って

Yj-Y=Y[Tlj'+ ・・・・・・ +YpTp/+Uj

とすると ， Y[… "'Yp はほぼ同じ程度の大きさとなるであろうが，その推定量の分散は

V(タj)=σ/ん

となるから，小さいんに対応する Ti の係数の推定量の分散は， 母数 Yi の値にくらべて非常

に大きくなるであろう。 このような場合には Yj の期待値を予測するとき，適当な r をとっ

て

b(Yo)'=ム T[+ ・・ ..+rrTr 

とした方が，すべての成分を用いて

b(Y)=rtTt+ ・・・・・・+んTp

CaJ 

CbJ 

とするより誤差が小さくなるであろう，仁 aJは福りを持ち， Cb Jは不偏であるが， Cb Jは誤差分

散が大きくなるから，平均平方誤差

E{左(Y) -E(Y)}"
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はCbJの方が大きくなるであろう 0

H. 一つの拡張

最後に主成分分析法の一つの拡張を紹介しよう。

これまで指標 T1 •• … .Tγ はすべてデータ T1・… ..Tp をすべて用いて計算されるものとなって

いた。しかし後はものべるように，或る場合には，指標を計算するために用いるデータと，その

指標によって説明されるデータとが，必らずしも一致しなくてもよいとした方が便利である。い

ま指標を，データ R・ h ・ ..Yq の一次式として

Tj=a 1 Ylj+ ・…・・ +aqYqj ， j=l ・ ・ ..n

とし，これと X1… ...Xp の相関係数の 2 乗和

Q= ~1"2(Xk， T) 
k 

を最大にするように T の係数 al ・…αq を定めることを考えよう。 いま Yγ ・… .Yq は基準化

されていて， ~Yij=O， ~Yii' =l となっているものとし ， 1"ih=~YijYhj， 1"i♂=~YijXk/ と

すれば，

1"2(Xk T) = (~1"ik*ai)2 /~ ~1"ihaiah 

と表わされるから

~ ~ (~1"ik*1"hk*)a1ah 
Q =..! n k 

~~1"ihaiah 
h 

となる。従って 1"ih を要素とする行列を Rxy ， 1"iげを要素とする行列を R百 x ， その転置行列を

Rxy とすれば， ai を成分とするベクトルを α1 とするとき，

G
一

R
一
同

ん
一
川

F
1
一
a

a
一一

一
Q
 

に表わされる。従ってこれを最大にするには仏を方程式 IRyxR吋 -).R仰 1=0 の最大根んに

対応して， RYXRXyal=).lR仰al を満足するように定めればよい。

ここで Y1… ..Yq のうちの全部或いは一部は X1 ・・・・・Xp の中のどれかに一致しでもよい。 も

し X の組と Y の組とが完全に一致するならば

RxxRxxal =).lRxxal より

RXXal=).lal 

を得るから，これはすでにのぺた場合に一致する。

ここでもしんが十分 P に近くないならば IRμRxy-).Ryy 1 =0 の根をいくつかとり， それ

に対応するいくつかのベクトルを係数とする指標をそれぞれ計算し，いくつかの指標を用いて

X1 ・・・・・・Xp を説明することにすればよい。

すでにのぺたように ， Xl' .....Xp が比較的少数の成分によって十分よく説明される場合，実は

X1 ・・・・・・Xp の中の少数のののから指標と計算しても全体をよく説明できるであろうと考えられる

ことが多い。このような場合には X1 ......Xp の一部を Y1・… .Yq にみなして上記の手法を適用
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することができる。もしそれぞれによって十分よく X，. … ..Xp を説明することができるならば，

新しい対象について指標を求める場合の観測と計算の手聞を省くことができるであろう。

また時系列データの場合には Y， ・・・… Yq を X，… ..Xp の何期か前のデータとすることができ

る。それによって何期か後のデータの動きに最もよく説明するような，すなわち予測向きの指標

を作ることができるであろう。

勿論 Y データの一部或いは令部は X データとは全く別種のものであってもよい。全〈別の

データならば，それはいわゆる正準相関分析 cannonical correlation analysis に非常に近いも

のとなるであろう。

いづれにしてもこのような手法の応用範囲はかなり広いように思われる。

後篇因子分析法

H. はしがき

因子分析法にも，前篇で述べられた主成分分析法と同様に非常に面倒な計算が必要になるが，

これまで主として心理学の分野で，重心法等の近似的な解法を用いて利用されて来た。因子分析

法，主成分分析法は互いに非常に深い関係にある。一般的に言って，主成分分析法の考え方はか

なり直観的であって，最大の変動をあらわす変量(主成分)をいくつか決めて行くものであるの

に対し，因子分析法は，それを統計的に定式化したものであり，相関に最も大きく寄与している

変量(因子)をいくつか見つけ出そうという考え方に基づいているものということができる。し

たがって，この両者ははっきりとは区別できるものではないのであって，ある条件のもとでは両

者から得られる結果は全く一致することが示される。さらに，この両者の中間的な方法もいくつ

か存在する。主因容分析法，正準因容分析法等がそれである。

以下，主として因子分析法に関するこれまでの理論の大要を述べる0

~ 2. 定式化

互いにある程度の相聞を有する p 個の変量 X1J X2' ・・Xp が存在する場合に， その各々の変量

が新しい m 伺 (mぐp) の変量 11> 九 ， ..fm を用いて， 次式のような形にあらわすことができ

るのではないかということが考えられる。以下，ベクトルは f であらわすことにする。

x=μ+Af+e (2.1) 

x={X" X2' ", x p } : p 次元の列ベクトル

μ={μ1> μ3 ，・・・， μp} : " 

e={el> e3' ・・ ， e p} " 

f= {f，，f2' …，f隅】:
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A=(んj) :pxm の行列 (;=1， 2，…， ρ， j=1, 2, …, m) 

であるとする。 μ はー般平均， e は誤差項をあらわす。〆この (2.1) が通常の因子分析のモデル

である。

モデル (2.1) を分かりやすく説明するために，心理学に於ける知能テストの問題を例にとるo

r 種類のテストが存在するとした場合。 一般にそれら p 個のテストの点数は互いに独立ではな

くて，ある程度の相闘を有するのが普通である。そこで各テストの点数は，テスト聞に共通に合

まれている m(ぐþ) 個の変量(人間のある側面の基本的な能力をあらわす変量〉の 1 次結合と

してあらわされるのではないかということが考えられる。各テスト毎に，それら m 個の共通に

合まれる変量の重みが異なるのは当然である。モデル (2. 1) でこのP種類のテストの点数をあら

わす変量が x， m 個の共通に合まれる変量が f， 各テスト毎に f にかかる重みが d である。

また， μ は x の一般平均， e は誤差項である。厳密には， e は m 個の共通な変量によっては

あらわされない各テスト毎に特有な変量と測定誤差の和であるが，実験にくりかえしがない場合

には，この両者を区別することはできなし、。 (2.1) のモデルでは e は単に測定誤差をあらわすも

のとする。通常， f の各成分を共通因子(特に ， f が 1 次元の場合には一般因子)， A の各要素を

因子負荷量と呼んでいる。

以上より分がるように， (2.1) は共通因子の数が m 個であるという仮説のもとに於けるモデ

ルに於いて， x , f , e の分散共分散行列をそれぞれ 1fi"， M, 1:: であらわし， モデルを以下のよ

うな仮定のもとで考えていくことにする。

10 ee=O 

20 e の各成分と f の各成分が独立

30 1:: (PXp): 正値対角行列

40 M(mxm): 正{直行列

50 rank A=m 

これらの仮定はいずれも当然の仮定である。たとえば， 2 0 , 30については，テスト聞の相関は

すべて m 個の共通因子によってあらわされることになるので，共通因子と誤差項が互いに独立

になることあるいは誤差項の聞に相関がないことは当然認めてもよい仮定である。

モデル (2. 1) に対して 2 通りの場合が考えられる。第 1 は f の各成分を確率変数と考える場

合であり，この場合には容易に分かるように ef=O として一般性を失わなし、。 また， この場合

には， f , e は正規分布にしたがうと考えるのが普通である。第 2 は f の各成分が確率変数で

はなくて，各個人に特有なパラメータ (α 番目の個人に対しては f=f.) であると考える場合で

ある。このときには，第 1 の場合に対応して

.. 官給

二:-1:: f.=O, 二:-1:: 1二九'=Mn ;;-1 n ;;-1 
(2.2) 

と仮定する。

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



158 

さて，以上の議論より分かるように，推定すべき本質的なパラメータは， A, M , ~であるが

これらはモデル (2.1) のもとに正しく推定することができるであろうか。それを調べるために，

まずモデル (2.1) の構造について考えて見る。

前に述べたように， ε e=O， eee'=~ と仮定すると， (2.1) およびこれまでの仮定により，

εx=μ 

ε(エーμ)(x-p)'= ε(イf+e)(A!+e) , 
=ε(Aff'A'+ef'A'十Afe'十ee')

=A(ε ff')A'+ε ee' 

=AMA'+~ 

=型「

(2.3) 

(2.4) 

であることが分かる。すなわち， x の分散共分散行列 V が 2 つの部分に分離されることになる。

第 1 の部分 AMA' は階数 m の半正値行列であって，共通因子によりあらわされる部分の x の

各成分の分散共分散行列をあらわしている。この行列の非対角要素は X の分散共分散行列の非

対角要素に等しい。また一般にこの行列の対角要素を共通度と呼んでいる(通常，共通度という

言葉は， x の各成分の分散が 1 に規準化されているときに用いられる場合が多い〉。 第 2 の部分

Zは，誤差の分散共分散行列である。

そこで，パラメータム M, ~を推定する問題を考える前にまず x の分散共分散行列を与

えた場合に， (2.4) およびこれまでの仮定を満足する A， M, ~の値が得られるか，また解が得

られた場合に，その解は一意的なものであるか否かという問題を考察しておかなければならな

い。解の存在の有無は無論mの{直に依存している。 mが大きければ解が存在する可能性は強くな

るであろう。特に m=p-1 の場合には，解は必ず存在することが容易に示される。また，もし

ある m の値に対して 11 ， M , ~とし、う解が得られた場合，この解は一意的なものであろうか。

いま，任意の mxm の正列行列を H とすると，次式より定まる ，1*， Mネ，2:;もやはり同じm

の値に対して，前とは異なった解になっていることが分かる。

A水=I1H-l (2.5) 

M水=HMH' (2.6) 

さらにまた，

f*=Hf (2. 7) 

とすると，

A*f*=Af (2.8) 

であり， したがって (2. 1) は

x=μ+11*(水+e (2. 9) 

となり ， x を観測することにより， (2.1) と (2.9) を区別することができなくなる。これは今ま

で考えてきたモデルについての基本的な不確定要素であって，このよとなことの一部を無くする
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には， M=1 (1: mxm の単位行列)としてやればよい。 この場合，因子は直交しているとい

う。また， M が対角行列ではない場合には，因子は斜交しているという。 M=1 の場合にはく2.

6) より分るように， lIII'=I， すなわち， H は直交行列になり ， ，1θ(θ: 任意の直交行列)の集

合だけが d と同等の角になる。そこで実際に問題を解く場合には， μθ} からある特定の d を

選びだすために， ，1 に関しさらに何らかの制約をつけ加えなければならない。

また，一般に行列 A(p xp) を与えた場合に， それが BB' (B :pxm) とあらわされるため

の必要十分条件は， A が階数 m の半JE11直行列であるという性質を用いて， 今の場合の ，1， 1:: 

についての解の存在性に関し，次の定理が得られる。

く定理> m: 1[I" を与えた場合に， A, 1:: についての解が存在するための必要十分条件は，1[1"

-L: (1:: : lEの対角要素を有する対角行列)が階数 m の半正値行列になるようなZが存在する

ことである。

この定理を満足するZが存在した場合に，そのZが一意的なものであるかどうかは分からな

い。これに対してこれまで種々の試みがなされて来たが，いくつかの特殊な場合を除いてはまだ

一般には解かれていなし、。

~ 3. 主因子分析法，正準因子分析法

~ 2 で通常の因子分析のモデルについて述べたが，同じ問題をもう少し異なった立場からとら

えて見る。 (2. 1) で，

z=Af 

すなわち，

Zi= J.i ，/，十 J.idz+ ・・ ・・・ +J.imlm(i=l, 2， ・・・ ， p)

(ここに ， Zi は P 次元ベクトル Z の成 i 分〉とおくと，

x=μ+z+e 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

となる。~ 2 と同様， x , e の分散共分散行列を 1[1"， L: であらわす。 また ， Z の分散共分散行

列は λMA' であるが，これを r=(rij) (ω=1， 2，… ， p) であらわす。 F の階数は m である。

すると， (2.4) に対応して

l[I"=r+I: 

nondiag 1[1" =nondiag r 

が成立する。

(3.4) 

(3.5) 

我々の目的は V の推定値から F の推定値を求めることであるが， (3.4) , (3.5) および前に

述ぺた種々の仮定を満足する任意の F を求めることではなく，条件を満足する F のうち，ある

意味で最も簡単な，いいかえれば x の間の関係を簡単に表現する行列 r を求めることである。

F の階数が m であるから，九'/2' … ， 1拙はいずれも， Zh Z2>… ， Zp の何らかの 1 次結合であ

らわすことができる。因子の数は少いほど良いわけであるから，我々の目的は条件を満足する F

のうち，階数が最小になるようなものを見つけ出すことにある。 r の階数はー定であっても，
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11¥ f2' ・・・ ，f協の定め方は一意ではない。そこで， 11>/2' "'， 1怖をどのように定めるかというこ

とを定式化する必要がある。それに対応して以下に 2 通りの考え方を述べる。いずれも主成分分

析の考え方にかなり近い考え方である。

(1) 主因子分析

上に述べたように，九， /2 ，...， 1情は z の各成分 Zh Z2' ・"， Zp の 1 次結合としてあらわすこと

ができる。まず，/， を求めることを考えよう。

1 , =l'z=l ， z ，十 12z2 十・・・十 lpzp (3.6) 

とあらわすことにする。 x の t 番目の成分院の変動のうち， この l'z により説明される変動

部分は，

cOS2(Xi,I'Z) 一 (l， ri ， +12ri'+ ・・・ +lprip)2
V(I'z) I'Tl 

(3. 7) 

で与えられる。そこで， X"X2""'Xp すべての変量について， l'z により説明される変動は，
Iう

L: (l,ri' +12ri2+ ・ +lprip)包
l'rTl 

I'Tl 1干す (3.8) 

であらわされることになる。そこで， (3.8) を最大にするようなベクトル t を求めることを求め

ることを考える。 I'Tl=1 としても一般性を失わないから ， I'Tl=1 の条件のもとで， l'rTl を

最大ならしめる t を求めればよいことになる (I'Tl=l は共通因子の分散が 1 であるということ

で~ 2 の場合と対応している)。ラグランジュ乗数を d として，

。=I'rTl-d(I'Tl-1) (3.9) 

を t について偏微分して O とおくと，

多=2rTl-2dTl=0

rTl-dTl=O (3. 10) 

あるいは，

(r-dl)Tl=O (3.11) 

すなわち j は F の固有根 Tl が対応した固有ベクトルである。また，このとき (3.8) の値

は d になっている。容易に確かめられるように， 1 としては F の固有ぺクトルそのものを取れ

ばよい。結局， (3.8) の最大値は r の最大固有根 d， で与えられ， 1 としては d， に対応した

固有ベクトルを取ればよいことになる。このようにして第 1 因子を求めることができる。

次に第 2 因子は，第 1 因子に直交して，第 1 因子で説明されない残りの変動をできるだけ多く

説明するように定める。すなわち，

12=h'z=h，z ， +h2z2+ ・・・ +hpzp (3. 12) 

とあらわすことにすれば，
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h'l=O, h'rh=l 

の条件のもとで，

h'rrh 
一五マτ

1M 

(3.13) 

(3. 14) 

を最大ならしめるように h を定めればよいことになる。上で t を求めたのと同様にして，ラグ

ランジュ乗数法を用いると，容易に h としては F の第 2 番目の固有根 d2 に対応した固有ベク

トルを取ればよいことが分かる。また，このとき (3. 14) の値は d2 で与えられる。以下同様に

して，結局行列 F の階数に等しい数だけの因子が得られることになる。

また，第 1 因子の因子負荷量は次のようにして求めることができる。 (3.2) より，

COS(Zi , f') =COs(んft+んf2十・・田十ん隅f肌 ， f，)

=んV(f，)

=ん1

また， (3.6) を用いると，

COS(Zi. f ,) =COS(Zi' l ,z , +12z2十・・・十 lpzp)

=l， ri'十 12ri2+'" +lpriP 

=d,l; 

(3.15) , (3.16) より，

(3. 16) 

ん， =d11i (i=1 , 2, "., p) (3.17) 

他の因子に対する因子負荷量も全く同様にして求めることができる。また，このとき誤差分散

σ“は以下の (3. 19) を満足している。

Xi=fli+λi ，fl+んzf2十・・・十 À.imf幅十ei

より，各共通因子の直交性を用いると，

ψ“ =À.;12+ん22 +...+んm2+σ“

=dI21.2+d22h♂+・ ..+d隅2ki2+σ“

ここに ， hi , ki はそれぞれ， d 2, d怖に対応した固有ベクトルの第 t 成分をあらわす。

(n) 正準因子分析

(3. 18) 

(3. 19) 

(3.20) 

主因子分析の考え方は， X の各成分の変動のうち，できるだけ多くの部分を説明するような因

子を求めることであった。 同じモデルについて，次のような意味で， X1J X2 ・ "， Xp に最も深く結

びついている因子を求めることを考える。

l'z, q'x をそれぞれ Z1J Z2 , …, zp および X1J X2 ， …Xp の 1 次結合とするとき， この 2 つの 1

次結合の相関係数の 2 乗は次式で与えられる。

(l'rq)2 
(l' rt) (q'1f!' q) 

(3.21) 
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そこで，これを最大にするようなベクトル l， q を求めることを考える。 l'rl=q'lJfq=1 としても

一般性を失わないから，この 2 つの制限条件のもとで， (l'rq)2 を最大にするベクトル l， q を求

めればよい。甲， θ をラグランジュ乗数として，

。=(l'rq) 2一守(l'rt-1) 一θ(q' lJfq-1)

を l.q について偏徴分して O とおくと，

多=2(向〉均一21)rt=0

a� 3E=2(tFrq>FZ-20ETq=0

すなわち，

(l'rq)rq一甲rt=O

(l'rq)rt-θfJfq=O 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.23) , (3.24) および l'rl=q'lJlq=l より，甲=θ=(l'rq) 2 であり ， (3.21) の値が甲になっ

ていることが分かる〈これより， 0くマ<1，守=1 の場合には，2::の対角要素のあるものが O にな

ってしまう。 (3.23) ， (3.24)をすぐ上に述べたことを用いて，次式のようにかきかえることがで

きる。

(rー甲fJf)l=O

(rー守fJf)q=O

あるいは， 0=1/(1ーのとおくと，

(1Jf -o2::)l=O 

(fJf -o2::)q=O 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

すなわち ， 1 と q は互いに比例関係にある。これより分かるように，第 1 因子は， (3.27) にお

いて最大の固有根 01 に対応した固有ベクトル t から求められる。また，第 1 因子と直交する第

2 因子は (3.27) の第 2 番目に大きい固有根 02 に対応した固有ベクトルから求められる。以下

同様にして ， r の階数に等しい数(あるいは (3.27) において 1 よりも大きい固有根の数)だけ

の因子を求めることができる。

次に第 1 因子について，その因子負荷量を求めることを考える。 (3.25) ，

rt=(o-l)2::l 

であることが分かるから，

COS(Xi ,/l) =COS(Xi, 11z1十I均十・・・+lpzp)

= 11ri1+12rí2+ ・・・ +lpríp

=(01 ー l)liσ“
また， (3.15) と同様， COS(Xi , /1) =んであるから，

Ài1 =(δ1 一 1)ムσií (i=1 , 2, …,p) 

他の因子に対する因子負荷量も全く同様にして求めることができる。

(3.27)を用いると，

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 
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このとき， 誤差分散 σ“は (3.19) を求めたのと同撲にして， 次式を満足していることが分

かる。

If!“=ん2+ん2 2+ ・・・十んn.2+σ.. (3.23) 

=(01- 1)2/.2σ，，2+ (0. _1)2h.2σu2+ ・..

十 (0悌一 1)2k.2σH2+σH (3.33) 

ここに， hi , ki は (3.27) に於いて， O2 および九に対応した固有ベクトルの第 i 成分をあら

わす。

~ 4. パラメータの推定

~ 2. ~ 3 で因子分析の種々のモデルについて述べたが，本節ではその各々の場合について，

因子負荷量，誤差分散等のパラメータを推定する問題を考察する。

(I) ~ 2 に対応したパラメータの推定

前に述べたように，共通因子の分散共分散行列 M については， M=I として議論を進める。

まずはじめに，因子ベクトル f が確率変数で N(θ，1)にしたがうものと仮定する場合につい

て述べるσ 誤差項 e は N(θ， L;) にしたがうものとする 0:;: 対角行列)。すなわち， x=μ+A 

f+e は N(μ， If!) にしたがうここで， If! =AA'+ L; である)。 このような母集団から n 個の独

立な標本 X!)X2' … ， Xn をとりだした場合， それに基づいて， μ， A，L; を推定しようというわけ

である。

μ，イ，L; の最尤推定量を求めることを考える。尤度函数を L(μ， A，L;) であらわすと，

logL(μ， A ， L;)=-~pn log2π-tnlogiZ+Ml 

噌 n

- ~ L;(λz一μ)'( L: +JA') ー l(Xi一μ)
~ i=1 
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1

一2
1

一2

一
一
一

一
一

(4.1) 

正= ~ f:x. :平均ベクトノレ
n ド1

(4.2) 

A=ι2(X4-m〉 (Xも一正)':標本分散共分散行列
n i=1 

(4.3) 

対数尤度函数 (4.1) を最大ならしめるように μ， A ， L: を定めればよい。

(4.1) を μ について偏微分して O とおくと直ちに μ の最尤推定量として， ρ=x を得る。次

にこれを (4.1) の右辺に代入すると第 4 項は O になり，また第 1 項は定数項であるから， A,1: 
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の推定に必要な項は第 2項，第 3 項だけである。この部分を改めて L とおくと，

L=-tmlog12+Ml-tnM(Z+MFyi (4.4) 

イ，L; の最尤推定量は， (4.4) を A および Z の各要素について偏微分して O とおくことにより

得られる。すなわち，

θL 
百五~=O (i=1， 2， ぃ・， ρ ， r=1, 2, …, m) (4.5) 

θL 
百戸=0 (i=l ， 2， ・ ， �) (4.6) 

途中の計算はかなり面倒であるが，最終的にはく4.5) に対応して，

A'IJf-l-A'IJf-l AIJf-l (4.7) 

の (i， r) 要素が 0 ， (4.6) に対応して，

1Jf-1_1Jf-1 Aqr-l (4.8) 

の t 番目の対角要素が O であるとし、う結果を得ることができる。

ところで， ~ 2 で述べたように A と dθ(θ: 任意の直交行列)はすべて同等の解になって

いるので上に得られた結果からだけでは，一意的な解を得ることはできないo Aθ からある特定

の d を選びだすために，.1 に関しさらに何らかの制約を付け加えなければならない。種々の制

約条件が考えられるが，ここでは，

J=A'L;-IA (4.9) 

が対角行列であって，その対角要素が大きさの順に並んでいるという条件を付け加えることにす

る。以上をまとめると，結局，パラメータム Z の推定量 2， 2 を求めるための式として，
ﾂ'"I-l_ﾂ'"I-IAA-l=O 

diag("I-1
- "1-1 AA-l) =0 

J=Â'Î.:-IÂ: 対角行列

す=ÂÂ'+会

(4.10) 

(4.12) 

(4.12) 

(4.13) 

が得られたことになる。 (4.10)-(4.13)をより取り扱いやすい形にするために若干変形する。以

下便宜上，推定量のを省略する。

(4.10) の後からを乗ずると，

ﾂ'-ﾂ'"I-IA=O 

(4.11) の前後から ， L;=ず-ÂÂ' を乗じさらに (4.14) を用いると，

diag(i-A)=O 

また， (4.14)は恒等式

ず-1=f;-I-ﾎ.:-Iﾂ(I +刀-IÂ'Î.:・1

を用いると，

ﾂ' =J-Iﾂ'ﾎ.:-l(A'-ﾎ.:) 

(4.14) 

(4.17) 
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あるいは，

ﾂ'=j-'ﾂ''L.-'(A-:r.) 
という形に変形できる。さらに， (4.17) より，

G=ﾂ':r.-1(A-:r.):r.-1ﾂ 

は F に等しいことが容易に確かめられる。

結局， (4.10) , (4.11) が (4.15) ， (4.17) の形にかきあらためられたことになる。 (4.15) ，

(4.17) 

(4.18) 

(4.17) , (4.12 (, (4.13) が， A, 'L.の推定量を求める際に用いられる式である。これら 4 つの式

から直接にイ，'L.の推定量は求めることができないので，実際には A， 'L.に適当な初期値を与

え，繰り返し法により解を求めるわけである。具体的な手順については後述の附録に述べる。

さて次に因子ベクトル f の各成分が確率変数ではなくて， 各個人に特有なパラメータ (α 番

目の個人に対しては f=fa) であると考えた場合の推定の問題を考えよう。 この場合， モデル

(2. 1) をもう少し正確な形であらわすと，

Xa=μ十Af二十e (，α=1 ， 2，… ， n) (4.19) 

となる。この場合にも ， e が正規分布にしたがうとしづ仮定のもとで，ある形のパラメータの最

大推定量を求めることができるが，得られる結果は非常に複雑であって実用には適さない。そこ

で， ここでは ε e=O， 'L. =σ2I (これは本質的な仮定である)と仮定して， 最小二乗法を用いて

パラメータを推定することを考える。~ 2 でも述べたように，

ra 
一
一

九2
h
i
 

'
・
「l
J
=

-
丘
一

。
円
も
=
の

F
H
1件

n
Z
F
条

1

一n
のるす定仮と

(4.20) 

n 

'L. (Xa一μ -Afa) ， (Xa一μ -Afa) (4.21) 

を最小にするように， μ， A，fa (α=1 ， 2，・・ ， n) を定めればよいことになる@途中の計算は省略し

て，最終的に以下のような結果が得られる。

pxm の行列 Y を次のように定義しておく。

Y=(Xij-Xi) 

(i=1, 2, …,p, j=1, 2, …, n) 

10 A の h 番目の列 λω の推定量えくのは YY'(pxρ の行列)の h 番目の固有値ぬに対

応した固有ベクトルとして与えられる。 λω はんがみω=dk/n によって規準化され， λ(k) ，

(4.22) 

ふり (kキ 1) は互いに直交している。

20 n 人についての因子ベクトル fa(α=1 ， 2，・ ..， n) のゐ番目の成分の推定量は， Y'Y (nxn 

の行列)の h 番目の固有値 dk (YY' の h 番目の固有値に等しい)に対応した固有ベクトル

として与えられ， (4.20) により規準化されている。

標本分散共分散行列A=lyy' であり， 上の 1。で得られた結果は通常の主成分分析により
n 

得られる結果と全く一致していることが分かる。
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(n) 主因子分析の場合

標本分散共分散行列 A を用いて， S 3 -( 1 )で述べた F および 2 を推定することができ

る。 S 3 -0) で t に対しては次式が得られた。

(r-dI)I=O (4.23) 

I'Tl=l あるいは 1'1=1/α (4.24) 

因子負荷量と I の聞には， (3.17) の関係があることを用いると， 上式は次のようにかきかえる

ことカ1できる。

(r-dI)λ=0 

λFλ=α 

(4.25) 

(4.26) 

ここに， λ は d のある列をあらわす。 ここで ， r= IJ1.-L: とおきかえ，/ff に d を代入すると

次式を得る。

(A- L: -dl)λ=0 

l'l=d 

また， (3.19) に対応して

α“=ん12+ん22+ ・・・+んm2+σii

すなわち，

σ“=α“ーん12ーん22ー・・・ーん拙2

(i=1 , 2, ...,P) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 

そこで実際に計算を行う場合にはまず (4.27) で Z に適当な初期値を与え，大きさの順にm

個の固有値 dr. d2 ， ...， d慌を求め， (併4.28め)により規準化された対応応、した固有べクトル λム(!山 λムtω2吟〉

.….一 λム〈隅叫〉を求める。次にこうして求めたん。， λω，…λ加〉を (4.30) に代入して新しい Z の推定

値を得る。 これを再び (4.27) に代入し新しい A- L: の国有値，固有ベクトルを計算し，収束

値が得られるまでこのループをくりかえせばよい。

(m) 正準因子分析の場合

この場合には前出の (3.27) ， (3.32) において，/ff に標本分散共分散行列 d を代入した式を

用いればよい。

まず， (3.27) に対応して，

(AーδL:)1=0

I'Tl=l 

(4.31) 

(4.32) 

(4.32) は前に述べたように，共通因子の分散が 1 に規準化されていることをあらわす。 l'rtは

(3. 25) , (3. 27) を用いれば容易に次のようにかきかえることができる。

l' Tl= (o-l)I'L:l (4.33) 

すなわち， (4.32) の規準化の条件は，

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



1'L;1=1j(o-1) 

167 

(4.34) 

とあらわすことができる。実際に推定したいのは困子負荷量であるから， (4.31) , (4.34)を前に

述べた (3.31) を用いて，因子負荷量ベクトル λ(イのある列)についての式にかきなおすこと

を考える。 (3.31) を一般的な形にあらわすと，

すなわち，

λ=θ-1) L; 1 

l=ーユー_L; -ll
。-1

これを (4.31) ， (4.34) に代入すると容易に次式を得る。

(AL; -l-õl)λ=0 

λ' L;- ll=o-1 

また， (3.32) に対応して，

aii=ÀU2+ん22+ ・・・十ん〆十σtt

すなわち，

σ“=aHーん12ーん22 一・・・ーんJ

(i=1 ， 2， ・・・ ， P)

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

(4.38) 

(4.40) 

このようにして得られた (4.37) ， (4.38) , (4.40) を用いて，因子負荷量等のパラメータを推定

することができる。

実際に計算を行う場合には，まず (4.37) で Z に適当な初期値を与え ， AL; -l の大きい方の

m 個の固有根，および (4.38) により規準化された固有ベクトルを求める。 次に求めた固有ベ

クトルを (4.40) に代入して，新しい Z の推定値を得る。これを再び (4.37) に代入して，収

束{直が得られるまでこのループをくり返すわけである。

最後にE準因子分析により得られた因子負荷量の推定値とこの節のはじめに述べた最尤法によ

る因子負荷量の推定値が完全に一致することを証明しておく。

最尤法による因子負荷量の推定値は，前に述べた (4.15) ， (4.17, (および， }=A' L; -lA が対

角行列であって，その対角要素が大きさの順に並んでいるという条件〉をもとにして得られる。

(4.17) をかきなおすと，

(A-f;yt;-lﾂ =ﾂJ (4.41) 

あるいは，

Af;-lﾂ=cJ+I) (4.42) 

となる。また， (4.15) より直ちに，

σ“=α“-Ài/ーん22 一・・・ーん協Z (4.43) 

(i=1 , 2, …,P) 

これらを今得られた正準因子分析についての式 (4.37) ， (4.38) , (4.40) とくらべると，明らか

に両者より得られる結果は一致していることが分かる。また，対角行列 J の各対角要素と (4.
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37) の第 i 番目の固有根 01 の聞には，

ji=ぬ-1 ~.ü) 

という関係があることが分かる。ここに ， ji は対角行列 I の i 番目の対角要素をあらわす0

~ 5. 因子の数に関する検定

パラメータの推定については前節で述べたが，その場合には共通因子の数はあらかじめ与えら

れているものとして議論を進めた。しかしながら，一般には共通因子の数は前以つては定まって

おらず，共通因子の数をいくつにすればよし、かとし、う問題を考察しておかなければならない。そ

こでこの節では，共通因子の数 m に関する検定の問題について述べる。 P 次元ベクトルエは

平均 p， 分散共分散行列 qt の多変量正規分布にしたがっているものとする。

前節の最後に，正準因子分析で得られる解は最尤法から得られる解と全く一致することを示し

たので，この両者についての検定の問題は同じ形で取り扱うことができる。そこでまず前節のは

じめに述べた最尤法によりパラメータを推定した場合に対応した検定の問題から考察する。

標本の数 n がかなり大きい場合には，次のような形の尤度比検定を考えることができる。

帰無仮説は型f= I: +AA'(Aan kA=m) であり，対立仮説はザが任意の正値行列であることで

ある。尤度函数を L(A，IjJ"， p) であらわすことにすれば，

L(A，IjJ"， μ)=(2π)-p1l /2 / ψ /-n l2 吋{-~ (n tr Allr-1 

+n(云_p)'IjJ" -IG云一回J} (5.1) 

対立仮説のもとでの μ，1jJ"の最尤推定量は明らかに p=云，ず=A であり，帰無仮説のもとでの

μ，1jJ"の最尤推定量は，函=x， tF=ÂÂ'十2 である。すると，尤度比は次式で与えられることに

なる。

|A/1/2e"pIZ L (A , Î;+ÂÂ' , p) 
L(A, A,p) /Î;+ÂÂ'/nノ2entrAιμ')-1 '2 

ここで， (4.11) , (4.14) を用いれば容易に，

tr A(Î;+ÂÂ')-I=ρ 

であることが確かめられるから，;t度比 (5.2) を K とすると，

K lA/nl2 __= /A(会+ÂÂ')→ / n/2 
1ﾎ;+ﾂﾂ'ln/2 

となり， -2log K が漸近的に t 分布にしたがうことを用いて検定することができる。

(5.4) を実際に利用する場合の形に変形する。

IA(会+ÂÂ')-11= IAÎ;- 1 1 ・ II+ÂÂ，Î;- 1 1- 1

= IAÎ;- 1 1 ・ /1十ÂIÎ;-IÂ/-l

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

=IAÎ;- 1 1 ・ 11+J 1-1 (5. 5) 

ここで， (4.17) をかきなおした (4.42) を用いると，
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IAf:- 1 1=生時〉 (5.6) 

ここにみは f の第 i 対角要素である。 これを用いると，

A(含+ÂÂ')-ll昔(叫必(1+ !,:) 

=去 (1+!i) (5. 7) 

すなわち，

-21og K= -21ogCn(1+ !i)Jn/1 

=-n去 log(1十 !i) (5.8) 

検定統計量 (5.8) が漸近的にど分布にしたがうことになり， それを用いて因子の数 m につ

いての検定を行うことができるわけである。また， このときの自由度は，仮説によりパラメータ

にかせられた制約の数に等しし、から次のようになる。1[(に制約をつけ加えないときのパラメータ

の数は p(ρ+1)/2， また， 仮説のもとでの実質的なパラメータの数は次のように考えられる。

パラメータの数はイについて pm 個， Z について P 個であるが， その他に dθ(θ: 任意の

直交行列)からある特定の A を選びだすために . J=イ'L:- 1A が対角行列であるという条件を付

け加えたので， この条件の分だけ仮説のもとでの実質的なパラメータの数は減ずることになる。

J=A' L:- 1 A は mxm の行列であるから， これにより加えられる制約条件の数は m(m-1)/2 で

ある。以上をまとめると結局どの自由度は，

五苧ll-{pm十台一直今立}

= ~{ω-m)2-伊+m)} (5.9) 

で与えられることになる。今の場合. (5.8) で n を若干かえて，

n-t(劫十1)-3m

とした方が，どに対する近似が若干よくなることが示されている。

また，:iE準因子分析の場合は最芯法と全く一致するわけであるから， (4.44) を用いると検定統

計量 (5.8) は

-n去 logòi (5. 10) 

となる。

次に， 因子ベクトノ[，- f が確率変数ではないと考えた場合には， L:=〆I の仮定のもとで， そ

れは主成分分析に全く一致することを示したので， それに関する検定の問題はここでは省略す

る。

~ 6. 因子スコアの推定

S 2 で示した通常の因子分析のモデルに於いて，我々は因子ベクトル f を確率変数と考え，
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パラメータ μ， A, I;を推定することを考えてきた。しかしながら，実際問題に於いては n 個

の標本 X"X2' … ， Xn を観測した場合， μ， A, I;だけでなく，各個人についての因子スコアベク

トルた (α=1 ， 2，… ， n) の値がどの位になっているかを推定したい場合が非常に多い。~ 4 で述

べた最尤法により， μ， A, I; だけでなく ， f" f2 ， … ， fn を同時に推定すととはできないので，

何らかの方法により l\f2 ， …，九を推定することを考えなければならない。 これに対して通常

用いられている方法は，パラメータ μ， A, I;の値が;" Â , f:に等しいと考えそれらを既知

の定数として扱い，然る後に f1 ， f 2, "', fn を推定する方法である。以下これにしたがう 2， 3 の

方法を簡単に述ぺる。

i )正規性の仮定のもとに XbX2 ， … ， Xn の尤度を考え，それを f" f2 ， … ， fn に関し最大に

する。これは，

m 
- (3Jia一向- I; Àl,vf"a)2 
主 J1(α=以 ， n)

を最小にすることに等しく，重みずけをした最小二乗法であり，れの推定値として，

fα= (A' I; -IA)-IA' I; -I(Xα-p) 

を得る。

ii) eff'=I と仮定すると ， X と f の分散共分散行列は，

ε(Xーμ )(Xーμ)F=(Z+M d) 
f /¥ f ノ A' 1/ 

となるので， X の上への f の回帰を考えることにより，

fα =A'(I; +AA')-1 (Xa-X) 

=(1+ j)-IA'I;-I(Xa-X) 

を得る。

圃. n 

�i) : I; fafγ=1 の条件のもとで，
7~ a=1 

I; (Xa-x-Afα)' I; -I(Xa -Xーイfa)

を最小にする。ラグランジュ乗数行列を θ(対称行列)として，

I; (Xa-Xーイれ)'I; -I(Xaー云-Afa)

n 
+trθ (I; faf.' -nI) 

をたに関し偏微分して 0 とおくと ， f. の推定値として，

(6.1) 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

(6. 5) 

(6.6) 
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fa=(A' .E- 'A+θ)-'A ，.E -'(xα -':x) 
n 

を得る。 .Efafa' =nI より，

(A' .E -'A+θ)2=A' .E- 'A.E- 'A 

であり，さらに，

A'.E-'A.E-'A=J(I + J) 

であるから，結局 (6. 7) は

Îa=CJ(I+J))ー 1/2A' .E- 1 (ι一云)

となる。

H. 単位の問題

171 

(6. 7) 

(6.8) 

(6.9) 

この節では，通常の因子分析のモデルで P 次元ベクトル x の各成分のスケールを変換した場

合に，因子負荷量，誤差分散等にどのような影響があらわれるかを考案しておく。

そのために，

z=Dx (D: 対角行列)

というスケール変換を考える。すると，

黝=Dp=p* 

ε (z-Dp) (z-Dμ)'=DIJfD 

=DA(DA)I+D.ED 

=型r*

となる。 1Jf* を，

(7.1) 

(7.2) 

(7.3) 

lJf水=A水dネI+ .Eホ (7.4)

とあらわすことにすると，あきらかに Z氷としては D.ED， A*A*' としては DA(DA)，をとる

ことができる。すなわち，イ*=Dイθ(θ: 直交行列)とすることができる。 また，前に解の不確

定性を取り除くために ， J=A' .E -'A が対角行列であるという制約をつけ加えた。 それに対応し

て今の場合 J*=A*I .E*lA* とおくと，

A*I.E*-lA*= (DAO) , (D.ED)-'(DAO) =0' A'.E-'AO 

となり ， 0=1 と選ぶことにより，

AホI .E*ー IA*=A' .E- 1A

となり，

A*=DA, .E*=D.ED 

とすることができる。

(7.5) 

(7.6) 

(7.7) 

また，推定の場合について， スケールの変換の影響を考えて見ると ， zi=Dxz (Xi : i 番目の

データについての P 次元ベクトル)とすると，スケール変換後の標本分散共分散行列 A* は

P=ruD ~~ 

であることが分かるから，この場合の最尤推定量を求めるための式は， (4. 10) ----(4. 13) におい
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て， A, 7fr, Â , Î;をそれぞれ F， t*.2事， Î;*におきかえることにより得られる。それらの

式より直ちに， Â , f;が (4.10)-(4.13) の解になっている場合には， 1キ=D1， Î;*=DÎ;D が

上の解になっていることが確かめられる。 以上より分かるように ， J=A' 'L.- 1A が対角行列であ

るという制約をつけ加えた場合には， X のスケール変換は，本質的には解に影響を与えていない

ことになる。

~ 8. 因子分析法と主成分分析法の関係

以上，因子分析法についていろいろ述べたが，最後に前第で述べられた主成分分析法とこれま

で述べてきた因子分析法の相違について若干ふれておく。いずれの方法も目的は， ρ 個の特性値

を有する多変量データが存在した場合に， 実質的には iうよりも少い m 個の新しい変量を用い

て，その p 個の特性値を代表させることができるのではないかということである。

その場合に， m個の新しい変量をどのように定めるかとし、う定め方において，主成分分析では，

最初の合個の変量に対して， 分布型には無関係に通常の最小二乗法的な考え方(あてはめた場

合の誤差を最小にするということは，し、いかえれば，主成分によりあらわされる変動の割合を最

大にするということになる〉を用いているのに対し，因子分析法では，最初に (2.1) のようなモ

デルを立て，各変量が正規分布にしたがうという仮定のもとで，パラーメタの最尤推定量を求め

ることを考えたわけである。

因子分析のモデルに於いて，誤差の分散共分散行列の対角要素がすべて等しい場合，すなわち，

'L. =a2J の場合には，因子分析から得られる結果と主成分分析から得られる結果は全く一致する

ことが分かる。以下にこれを示す0

~ 4 ー(1)の因子負萄量および誤差分散の最尤推定量を得るためのいくつかの方程式に対し，

'L. =a2J とすると容易に次のような方程式が得られる。

Aﾂ =ﾂ[q2(J+l)J 

p$2=tr(A-ﾂﾂ') 

f=42F2: 対角行列
6・

(8. 1) 

(8.2) 

今.A の固有値を大きさの順に d ， .d2 • ...， d p とし， 対応した規準化された固有ベクトルを ，，，

12 • "', Ip (1�'1' = 1) とする。大きい方の m 個の固有根 d" d2 • ・・・ ， dm を対角要素とする tU x tU

の対角行列を D とし，それに対応した固有ベクトル行列を L(p xm) とすると，

~=w ~~ 

L'L=J (8.5) 

である。すると ， D. L は一意的に定まり. (8.1) と対応付けるとまず，

D=$2(J+I) 

であることが分かる。すると. (8.2) , (8.3) を用いて，

p$2=tr(A-ﾂﾂ') 

=tr A ーtrÂ'Â

(8.6) 
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(8. 7) 

すなわち，

ー p

82 =τ_1._ ~ di 
V- 7T~ i=隅 +1

であることが分かる。

規準化は次のよまた ， Â の各列は， d1> d2 ， … ， dm に対応した固有ベクトルになっているが，

うになされている。

fF242J=P(会D--J)

(8.8) =D-82I 

以上で ， ~=1J2I のときには両者から得られる結果が一致することが示されたことになる。ま

た， ~=σ2fのときには前に述べた主因子分析から得られる結果もこれらに一致することが容易

に示される。

く附録>-因子負荷量，誤差分散の最尤推定量を求めるための計算手順

前述の (4.15) ， (4. 因子負荷量および誤差分散の最尤推定量を求める場合の計算の手続きは，

17) , (4.18) および J=A'~-IA が対角行列であるということに基いている。

A. ~に適当これらの方程式から直接に A， ~の最尤推定量を求めることはできないので，

な初期値を与えて繰返し法により問題を解かなければならない。そのためにこれらの方程式を繰

返し法に適するように変形する。

また， J の対角要素を jl' j" ， ・・ j品であらわすことA の各列をふ1 )， .((1)，・-'， .((m) であらわし，

にする。

より，まず，第 1 因子負荷量九〉について考える。 (4.17)

(1) ム!)=.!-(A-~) ~ _ 1λ (1) 
Jl 

より，また， (4.18) 

(2) j/=λω~-'(A- ~)~-I.((I) 

このとき jl はそこで(1)の右辺にふ山 Z の初期値を代入し，新しいん1) を求める。ただし，

(2) より計算する。

より，

、
‘
，
，

角
d
A

司
A〆，

‘
、z

 

、
‘
，
ノ

ゃ
ん
】

4
A
 

〆
t
、
、

一
一

、
、
‘
l

ノ

ヨ

a
nz

 

λ
 

次に，第 2 因子負荷量んのについては， (4.17) 

(えれ)，占ω)/

、』ω~-Iλく1)

JI 

}2 

ム1)λ(1)'r; -1.((2)十j2.((2) =(A-r;) ~ -1.((2) 

であるから，
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すなわち，

ん2)= ~ (A-L:: -1(1)1(0') L::- 11ω 
J2 

が得られる。また，このとき，

(3) 

j22= λ(2)' L:: -1 (A-L:: -ﾅ(!)ﾅ(!)') L::- 1λω (4) 

であることが容易に確かめられる。そこで， (3)の右辺にみの，L::の初期値および上で得た Aω

を代入し，新しい Iω を求める。ただし，このとき j2 は (4)から計算される。

以下全く同様にして，一般に第 z 因子負荷量の新しい推定債を得るには次式を利用すればよ

し、。

i-l 

l(i)=--*-(A-L:: -L:: 1(k)λω') L::ーヨω
1i k=1 

(5) 

j;"=1(o'L::-1(A-L:: -L::λωんの')L::- 11ω
k=1 

(6) 

このようにして ， 1(1), 1(2 ), … I Å(同の新しい推定値を求めることができる。

次に (4.15) を変形した。

L:: =diag(A-AA') 

定
一

引
す
4

東
一

『U
入
-

d
u「
-

/
 

(7) 

に今求めたん山』ω，… ， 1(川を代入し新しい Z の推定

値を求めることができる。こうして求めた Z をもとに

して，再びんの， Å(2) , .•. Å(隅〉の新しい推定値を求めるわ

けである。収束した結果が得ら合るまで，このループを

繰返す。しかしながら，一般に収束は非常に遅い。特に

初期値の与え方がわるい場合には遅い。

以上を流れ図にあらわすと次のようになる。
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