
39 

信頼性を考慮した流れ網の構成法

中村義作*

1. はしがき

多くの都市聞を結ぶ通信網，鉄道網，道路網などの流れ網 (flow network) では，網の路を

通して運ばれる内容にこそ差はあれ，そこに要求される網の特性には共通の性質が見られる。そ

れは，任意の 2 点聞を結ぶ路が少なくとも 1 つ存在し，その間に流れ (flow) の可能なことで

ある。これは網が連結であることを要求する。現実の流れ網では，もちろんこの条件が満足され

る。しかし，網内のどこかに障害が発生すると事情は一変する。障害の発生箇所によっては，幾

つかの 2 点聞を結ぶ路が皆無となる。

近年，各種の機器，部品にたいする信頼性の要求が高まると向時に，これらの流れ網にたいし

ても信頼性が強く要求されるようになった。これは各種の流れ網にたいする重要性が高まったこ

とと，網が大規模になるにつれて障害の波及範囲が広まったことによる。この報告では，網内に

ある種の障害が発生しでもすべての 2 点聞にたいする流れが可能であるような条件を検討し，任

意の連結網からこの条件を満たす経済的網構成の方法を示す。

2. 問題の提起と 2， 3 の考察

方向性のない網において. 2 点 X" 軌を結J;;路が少なくとも 1 つ存在するとき，この間に流れ

が可能であると解釈する。点を都市，枝を都市間

を結ぶ道路と解釈すれば，流れは都市聞の輸送な

どに当る。網に方向性のないことは， "れからぬ

への路がぬから民への路でもあることを示

す。図 2-1 で X" X2 を結ぶ路として，校の系

列 (x" xふ (Xa ， Xふ (X.， X2) を考える。網

から枝 (Xa ， X.) を取去るとこの路はなくなる
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が， Xb X2 問の流れは可能であるo 例えば，枝の系列 (Xb Xふ (X3' Xふ (X" Xふ (X. , 

X2) が所要の路を構成するからである。しかし枝 (Xh Xa) を取去ると，もはぞこの間の流れは

不可能になる。向じ考察を Xa， 品開の哀れについて行なうと，今度はどの 1 つの技を取去って

も流れが可能である。このように特定の 1 つの枝を取去ると流れが不可能になる点の対と，どの

1 つの枝を取去っても流れが可能な点の対とが一般には網内に存在する。前者を保証されない点

の対，後者を保証された点、の対と呼ぶ。そして，すべての点、の対が保証された鱒を保証織と名付

ける。

網から枝を取去るとし、う操作は，向らかの原因で校が障害を起し，その機能が采されなくなっ

たことに対応する。 また 1 つの枝だけを取去ることは 2 つ以上の校が同時に障害合起さない

との解釈である。校の羅捧率が小さければ，この解釈は近践的に成立す‘る。ある種の通信，鉄道

などの流れ績では，校の樟害で幾つかの 2 点、関にたいする流れが不可能になると，大きな打撃を

こうむる。軍用が特にそうである。このため，経済的保証綱の構成が議要となる。

さて，問題の提起に移ろう。連結網 CX， AJ を任滋に与える。ここに X は点の集合， A は

校の集合を表わす。 X 内に任意の 2 点 Xi， Xj をとるとき，費用 Cりを投じてこの掲の校 (Xi.

Xj) を縞に追加できる。校〈おi， Xj) がすでに A に合まれていれば技の並設となり，含まれて

いなければ新設となる。いま，追加する枝の集合 B を適当にとって CX， AJ から保証網 CX，

AUBJ を導びく。このとき，追加に要する費用

c(B)= L: Cij 
(Xi, xj)<B 

(2.1) 

を最小にするような B を求めるのがここの問題である。これは与えられた連結網から最小費用

の保証網を導びくことである。 2 つの問題が含まれる。第 1 は与えられた連結網 CX， A) が保

認織かどうかを判定する題題であり，第 2 は保証嬬でないと判定されたとき最小費}誌の傑認調を

導びく問題である。この揮では第 1 の問題にたいする解を与える。

視察から矢口られるように，網が保証網であるための条件はつぎの形で与えられる。

〔条件 I コ:連結網が保証欄であるための必要十分条件は，網内に少なくとも l つのルー

プが存在し，すべての枝がいずれのかのループに属することである。

〔証明J: まず必要条件を証明する。いずれのループにも lr~さない校があるとし，その 1 つを

(Xi , Xj) と記す。ループの定義から Xi， Xj を結ぶ路は枝 (Xi ， Xj) に限られるG よって枝

(Xi , Xj) を取去れば，この流れが不可能になる。すなわち，連結網 CX， AJ が保証網である

ためには， A のすべての技がいずれのかんープに廃さねばならない。つぎに十分条件宏証明す

る。 A のすべての枚がし、ずれかのループに属すれば，どの 1 つの校を取去っても残りの網は連

網結である。これは CX， AJ が保飯綱であることをど示す。(終〕

もっとも単純な保証縞は，網内にただ 1 つのループが存在いすべての校がそれに属する場合

である。これは，摺自身がんープであることを示す。逆に，もっとも単純な非保証鱗は縄内に 1
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つもループのない場合である。こ

れは木である。

網が保証網かどうかの判定は，

別の方法でもなされる。それは

Maximum flow-minimum cut 

theorem仰を用いる方法で，つ

ぎのように述べられる。

〔条件IIJ: 網が保証網であ

るための必要十分条件は，ど

の 2 点にたいする最小カット

の枝の数も 2 以上(2 を合む)

となることである。

この条件は Maximum flυw­

minimum cut theorem の特殊
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図 2-2

な場合に当るので，証明は不要である。 2 つの条件は同値であるが，今後の考察には共に有効で

ある。うえのいずれかの条件を用いれば，連結網 CX， Aコが保証網かどうか判定される。しか

し，これを忠実に実行するのは非能率である。というのは，他に能率的方法が存在し，これを月j

いれば保証網でないと判定されたとき，判定の手順がそのまま最適保証網の構成手順につながる

からである。このため，ループの退化を説明しよう。

(((J:;: 

(α) 元の網

¥¥( XI , XL) 
・ ~.χL

lx; , A~J んィフグ

( b) 退化された網

図 2-3

いま，連結網 CX， AJ にループが合ま

れているとし，その 1 つを L で表わす。

ループ L に属する点の集合を XL とし，

X を XL と残りの集合 X'! に分割する。

そして， X'! 内の点、を結ぶ枝の集合を

A' !, XL 内の点を結ぶ枝の集合を AL で

表わす。一般に AL はループを構成する

以外の枝も含む。すると ， A は A'! ， AL 

および X'! と XL のカット (X'!， XL)* 

に分割される。ここで部分網として CX九，

A'!J, CXL, BLJ を考えると，与えられ

た連結網 CX， AJ は図 2-3(a) のよう

に表わされる。いまループ L に着目し，

別の連結網 CX!， A!J をつぎのように作

特 (X'! ， XL) は X!' と XL 聞を結ぶ校の集合を表わす。
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る。 X，は， X' ， と X に属さなし、新らしい点、 XI~ の不LI X , U XL で定義される。 A， は X' ，

内の点を結ぶ校の集合 A' ， と ， X' ， の点と XL を結ぶ枝の集合 A"， の和 A' ， U A"， で定義

される。ここに， Aヘはカット (X'" XL) に対応するもので ， X' ， から XL にいたる校が

X'l から XL にいたる枝に保存される。このようにして作られた連結網 CX" A1コは， CX, Aユ

のループ L を退化した網と呼ばれる。元の網と退化した網の関係は図2←3 に示される。ループ

L の退化を直観的に解釈すれば，他の個所を変えることなく部分網 CXL， ALJ を 1 点、に収縮

し， X'l の点から XL の点にいたるすべての校を XL に結集したことに当る。網の退化と保証

網の関係はつぎの定理で与えられる。

〔定理1]:任意の網 CX， AJ が保証網であるための必要十分条件は， CX, AJ のループ

を退化した網が保証網であることである。

〔証明J: CX, AJ に属する 1 つのループを L， L を退化した網を CX" A1 J とする。 この

他，既出の概念 CXL， ALJ， XL などは踏襲する。まず， CX, AJ が保証網なら CX" A1J も保

証綱となることを示す。〔条件E江により， X，のどの 2 点にたいする最小カットの校の数も 2 以

上であればよい。 X，の任意の 2 点を Xi， Xj とし，これの最小カットを (Xü Xj)1 とする。

退化の定義により，これに対応して網 CX， AJ 内にカット (Xi ， Xj) が存在する。 CX， AJ は

保証網であるから (Xi， Xj) の校の数は 2 以上である。

つぎに， CX" Ad が保証網なら CX， AJ も保証網となることを示す。 X の任意の 2 点を

Xi, Xj とし，これの最小カットを (Xi， Xj) で表わす。 Xi， Xj が共に XL に属せば，部分網

CXL, ALJ が保証網のため (Xi ， Xj) の校の数は明らかに 2 以上である。そこで，少なくとも

1 点が XL に属さない場合を考える。このとき ， (X� Xj) が AL の枝を合まなければ，CX1> A1J 

内でも対応したカット (Xi ， Xj)1 が存在する。また AL の校を合めば， (Xi, Xj) はその部

分集合として CXL， ALJ にたいする 1 つのカットを合む。 いずれの場合も (Xi， Xj) の枝の

数は 2 以上である。(終〉

さて，網CX， AJ が保証網かどうかの判定手順に移ろう。まず網 CX， Aコにループが合まれ

ているかどうか調べる。点の数を n， 枝の数を m とすれば，

m=n-l 

のときループは存在せず，

m>n-l 

のときループは存在する(り。ただし，この判定は視察でも容易になされる。ループが含まれなけ

れば CX， AJ は木であり，保証網でない。ループが合まれれば，これを退化して CX" A， J を

求める。 CX" A1J についてもループの存否を調べ，存在すればさらに退化して CX2 ， A2J を

作る。このようにしてループの存在するかぎり退化の採作を続ければ，ついにはループを合まな

い網 CXT， ATJ がえられる。 CX， Aコは連結網であるから CXT， Aρ は木である。このとき
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CXT, ATJ がただ 1 点よりなる自明な木であれば*， C定理1]から元の網 CX， AJ は保証総と

なる。自明な木でなければ保証網でない。

3. 等 価 な 木

前節でも触れたように， CX, Aコが保証網と判定されれば最適保証網を構成する第 2 の問題

は生じない。そこで CX， AJ は保証網でないとして議論を進める。このことは，退化の操作で

2 点以上を合む木 CXT， ATJ がえられることを窓味する。し 'i ， CX, Aコと CXT， ATJ にあ

る対応も考える。このため， XT の点的に退化された CX， AJ の部分網を CXt ， A;Jで表わ

す。明らかに CXi ， AiJ は保証網である。 Xi と CXi， AiJ の対応を考えると

Xi キ Xj+--主CXi ， AD  n CX" AtJ=O 

UXi=XT手=主 UXi=X

である。つぎに Xi と Xj のカット (Xi， Xj) を CX， AJ の中で考えると，これは CXT，

ATJ 内の校 (Xi ， Xj) としてそのまま保存される。すなわち

(Xi , Xj) 手立 (Xi， Xj) 

である。このことから， CX, AJ と CXT， ATJ の対応が凶3-1のようにつけられる。

/
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(b) 退化 ~tc 本(XT， A T)

図 3-1 (X ， A) ヒ (XT， A下〕の対応

さて，この対応を保証網の構成問題に拡張する"いま枝の集合 Bl' と B に

(Xi , xj)EBT手=主 (X" ， xv)EB, X"EXi , XuEXj (3.1) 

の対応、を与え ， CXT, ATJ に BT を追加して CXT， ATUBTコをうることと ， CX, AJ に B

を追加して CX， AUBJ をうることを対応させる。つぎの定理がえられる。

〔定理 2 ユ : CX, AUBJ が保証網であるための必要十分条件は， CXT, ATUBTJ が保

証網となることである。

〔証明J: まず CX， AUBJ が保証綱なら CXT， ATUBTJ も保証網となることを示す。 X7，

の任意の 2 点、を Xi ， Xj とし，この最小カットを (Xi ， Xj)T で表わす。これに対応して CX，

AUBJ の中にカット (Xi ， Xj) が存在し，これに含まれる校の数は 2 以上である。よって，

様ただ 1 点からなる網(もちろん校を含まない〉も，特別な場合として木と解釈した。
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CXT, ATUBTJ は保;j，l:制である。つぎに CXT， Al'UBl'J が保証制なら CX， AUBJ も保証網

となることを示す。 X の任怠の 2 点を Xi， Xj とし，この最小カットを (Xi ， Xj) で表わす。

退化の操作で Xi， Xj が Xl'の異なる点になれば ， (Xi , Xj) は CXl'， Al' UBl'J の最小カット

(Xi , Xj) l' に対応し，校の数は 2 以上となる。同じ点になれば仇， Xj はある部分綱 CXk， Ad  

に属し， しかも CXk， AkJ は保証梢となる。いずれの場合でも (Xi ， Xj) の校の数は 2 以上で

CX, AUBJ は保証T:lfj となる。(終〉

〔定理 2J によって保証網 CXl'， Al' UBl' J の博成が保証制 CX， AUBJ の構成に一意に対

応する。そして B の迫力rlに要する費月J c (B) は

c(B) r; Cuv 
(Xu , XV)f'B 

と表わされる。最適保証網を導びくには ， c(B) を最小にしたい。これには，式 (3.1) の対応、

で費用最小の枝(♂川払)を選ぶ必要がある。そこで，木仁X7'， A7'J に追加する枝 (Xi， Xj) 

Cij=mzn c刷、
Xu(Xi 
XがXj

(3.2) 

の費用を付加する。すると，最適保証網の構成問題が木 CXl'， A7'J にたいしても与えられ， し

かもその最適解が rX， AJ の最適解にそのまま対応する。当然のことながら，問題を木につい

て考祭した方が容易である。追加する枝の長さが式 (3.2) で与えられた木 CXl'， A心は，等

価な木と呼ばれる。

ここで，校の費用 Cりについて 1 つの注意を与えよう。 Cij は非負の値として与えられたが，

一般性を失なうことなくこれを正に限定できる。これは以下のように示される。 AT のすべての

校について Cりを式 (3.2) から計算する。これがすべて正であれば問題ない。いま 0 となる枝

もあるとし，この集合を Bo で表わす。 Bo を木に追加して網 CX7'， A:r U BoJ を作り，これに

合まれるループにたいして退化の採作を行なう。この結果，ただ 1 点よりなる自明な木がえられ

れば CX7'， A7' UBoJ は最適保証純である。自明な木にならなければ，それを改めて等価な木

とみなす。この木では，追加する枝の費用はすべて正である。次節以下では， Cij を正に限定し

て議論を進める。

4. 最適保証網の構成

まず‘予備考察から始める。木仁X7'， A:rコに任意の校 (Xi ， Xj) を追加する。 Xi ， Xj を結ぶ

路 PA (Xi , Xj)* は 仁X7'， A7'J の 11:1 で一意に定まるから。\これと追加する枝 (Xi ， Xj) で

ループができる。いま PA (Xi , Xj) に属する校の集合を，路と区別する意味で RA CXi, Xj) 

と表わす。 RA CX;, Xj) の校は (Xi ， Xj) の追加で保証される。さて， B7' の追加で CX7'， A7' 

長 PA (Xi. Xj) の添字 A は，路が (XT. A7'J に属することを示す。
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UBrJ が保証網になったとしよう。 c条件 n は

U RA(Xi, xj)=Ar 
(町， Xj) ιBT 

を要請する。したがって，式 (4.1) のドに

c(BT) = L: Cij 
(%i, %J)<BT 

を最小にするのがここの問題となる。つぎの定理がえられる。

45 

(4.1) 

(4.2) 

〔定理 3J : BT を追加する校の最適集合とする。これに属する任意の 2 つの枚を (Xi ，

Xj) , (Xk, Xl) とすれば

である。

(RA(Xi , Xj) ~コRA(Xk， Xl) 

lRA(Xk, Xl) j:> RA(Xi , Xj) 

〔証明J : 2 つの式は対称なので第 1 式を証明する。

RA(Xi, Xj) コRA(Xk， Xl) 

を仮定し，矛盾を導てJ、く。 Br から (Xk， Xl) を除いたものを B'T と記す。式 (4.めから

U RA(Xi , Xj)=AT 
(Xi , Xj) εB'T 

である。(ぬ， Xl) の長さは正であるから， これは BT が最

適集合でないことを示す。(終)

この定理は，図4-1に示される校(叫， Xl) が BT に属し

えないことを保証する。ただし，点線は木 CXT， ATJ の一部

を示す。つぎの系は，定理から直ちに導びかれるコ

〔系J 共通集合をもたない BT の部分集合を Bi ， Bj 

とすると

U RA(Xi , Xj) ::tコ U RA仇糾) 1 (Xi , Xj)EBi (X k, X/, )<Bi 

U RA仇山 U RA仇 Xj) f 
(Xk , %/, )(Bj (Xi , %j) ,1I,' 

である。

χJ比 χ0，/

Jr 
引 \;____J 弘

図4- -1 

(4.3) 

さて，ただ 1 点よりなる自明な木を除けば，木には少なくとも 2 つの端点が合まれる。以下の

考察は端点数の少ない順になされる。

4.1. 2 端点の木

この場合の考察がもっとも単純で，かつ他の基尽となる。 2 端点を Xl ， Xn とし，木仁XT，

ArJ を図4ー2( a)のように表わす。 XT の任意の 2 点的， Xj において， Xi が Xj より Xl 側

に位置することを IXi は Xj より低順位」または IXj は Xi より高順位」にあると呼ぴ， Xiく

Xj で表わす。この関係は添字の大小関係と一致するので判りやすい。追加する枝の最適集合を
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BT とし，これの性費を考察する。式 (4.1) により(3:1> 3:2) を保証する校が BT に属す。こ

れがただ 1 つに限ることき?示そう。この枝を(3:1，おうとし，他にも(3:1，ぬ〉を保証する校

(3:" 3:"3) があったとする。すると， 3:"3く3:'3 またはお，3くLUFF3 に応じて

RA(3:" 3: '3) つRA(x1， X"3) または RA(x" X"3) コRA(x1， X'3) 

が成立する。これは〔定理 3J に長する。

X'3 が端点 X" と一致すれば， BT の枝は (3:" X，，) だけである。これは

RA(x" x ,,)=AT 

χ1χzχ3χ11. (匀) 

χ1 呼/τ工去三五Jj 一一一一一一一一一一一円
\\ー.-/

、
，r
'tu 

f
s
、

χj 泌/万古?\ぬ ー見恒三玄立五月n (C) 

文二二ア…てこ二…一一一一一……/
χ1 χ~r::.二芯立こ~.χ5 x~人ζ2P、μ
\~シノ 、」十一..___.. _w __ _____ _____.. ~ _~_-----ノ

( dJ 

図 4-2

から明らかであるo X'3 が x" と一致しなければ， X'3 より l つ高順位の点 y'a が存在し〔図4…

2(b)] , (X'3 , y'a) を保証する校が BT に属す。これもただ 1 つに限ることを示そう。この

枝を (3: '2 ， x' 5) とし，偽にも (3: '3 ， y'3) を保証する枝 (X"2' がゆがあったとする。すると，

5宮"，<x'， または x'.<x"， に搭じて

RA(x" X'3) URA(x'2 , 3: '5) 出RA(x" X'5) コRA(x九3:"5)

または

RA(xt, X'3) URA(3:"2, 3:"5)=RA(3:t, 3:"，) つRA(3: '2 ， 3:'5) 

がえられる。これはど定理 3J の系に反する。

x'， が端点 x" と一致すれば，

RA(x" 3:'3) URA(3: '2 , x偽)出AT

から BT の枝は (x;， X'3) と(3:'2， 3:，，)である。一致しなければ X'5 より 1 つ高 j頃 f立の点

y'， が存悲し操作が続行される。一離に AT の枝 (:c'伐材 ， y'2k+1) を藻註する枝 (:c'偽 :c'吉村〉

が BT のにただ 1 つ存在し
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♂'2k-l<X'泊三三 X':>k+lくy'2k+ l ::"三 X'2t+ 3 ， k~l (4.4) 

を満足する。ただし， Xl と X'1 は同じ点とする。かくして，この操作を続行すれば， XT が有

限集合のため X'2K +3 =X" を満たす整数 K が見出される。すると ， BT は (Xt， X'3) , (X'2 , 

X'ふ・・・， (X'2K , x，，) の各枝より構成される〔図4，-2(c)J 。

いま，方向性のある校の系列 (X t, X'3) , (x'"" x'ふ (X'2' x's) , … (X'2K+ t, X'2K) , 

(X'2K , x，，) で路 PB(Xt， x，，) を作る事。ただし，式 (4.めから X'2k と X'2k+l が一致すること
ーー令

もあり，このときは (X' 2k+ t, x'時)を除くものとずる。このようにして作られた路 PB(Xh X，，)

は BT から一意に定まる。ここで， BT の校を低順位の点から高順位の点に向う方向性のある枝
ーー+ ・ー+

と考えてみよう。すると ， BT の枝はすべて PB(X t， x，，) に属する。一方 BT に属さない PB

(X !, x，，) の校はすべて高順位の点から低順位の点に向っている。そこで，方向性のある完全網

CXT, BcJ を導入し，任意の校 (Xj， Xi) に

dij = ICi j, Xi<Xj 

lO, XjくXj
(4.5) 

の費用を付加する。ここに完全網の定義から，任意の 2 点的， Xj にたいして枝 (Xi. Xj) , 

(X j, Xi) が共に Bc に合まれる。 PB(Xt， ♂，，)に属する枝の総費用を C(PB) とすると ， C (PB) 

=C(BT) である。いままでの結果を総合すれば，最適保証網を導ぴく枝の集合 BT から PB(Xh

X，，) が一意にえられ， BT に属する校の総費用 c(BT) が PB(X 1 • x，，)に属する校の総費用 c(PB)

にそのまま保存された。

つぎに逆の操作として， Xl かち X" にいたるf主意の路 PB (x t, x，，) を完全網 CXT， BcJ 

から任意にとる。すると，これに対応して保証網 CXT• ATuB'TJ を導びく枝の集合 B'T が
ーー令

一意にえられ. P B, (x t, x，，) に属する枝の総費川 c(PB') が B'T に属する枝の総費用 C(B'T)

に等しくなることを示す。 PB， (x t, x，，) からEの校だげを選んで集合 B'T を作るとき CXT，

AT uB'7つが保証網となることを示せばよい。 Ar の任意の校を (Xi. Xi+l) とし，これが B'T

のいずれかの校で保証されることを示す。 Xr を机より低順位の点の集合 Xi (Xi を合む)

と Xi +1 より高順位の点の集合 Xω (Xi+l を合な)に分割する。 X1 EXi • X"EXi + 1 である。

したがって m から X" にいたる路には， Xi の)~~、から Xi +1 の点にいたる枝が少なくとも 1 つ

合まれる。この校は (Xi. Xi+l) を保証

し，かつ費用が正の校であるから B'T に
ス'1 χJχi+1 χn

1

1

J

P

ｭ

c
'
r

ト

B

ば
逆

『
れ
し

X

す
川

駅
加
え
針
計
配

也
元

b

用
一

U
M漬
川

ゆ
い
ハ
仇

品
収
上
回
し
内d

両
ー
ル
市
町

レ
サJ

，
t

、
〆

t
‘
、

式
→
九

て
に
ら

し
校
わ

す
く
各

J

属
か
の
忍

XL :.. XZ+1 

図 4-3

後 PB (Xl. x，，) の添字 B は，路が Br の板を含んで構成されるととを示す。また矢印は方向性を示す。
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この対応で両者に属する校の総費m
-+-

このことは，式 (4.5) のめj を長さと解釈したとき PR(Xt， Xn) が Xl から

しかも，Xn) から B'T が一度にえられた。任意の Pß' (X"

Xn は一致する。

2 端点の木にたいすにいたる最短路であることを示す。最短路の求め方は知られているので仰，

る最適保証綱の構成問題は完全に解かれた。

最後に注意することは， xn から♂1 にいたる最短路 PB(Xn， X1 ) としても同じ解がえられる

と反対に高順位から低順位に向う校の費用が正となる。最短路ことである。ただし，式 (4.5)

をいずれの方向にもとりうるとし、う思想は，節 4.4 の考察に有効である。

3 端点の木4.2. 

これを一般の木に拡張するのはそう困難で3 端点の木にたいする最適保証網が構成されると，

3 端この場合を詳しく検討する。ない。そこで，

Xg とすれば，等価な木仁XT， ATJ 点を Xe， X j, 

ここに， Xb は分岐点では図4-4と表わされる。

。
7
u
u

χ
-

a'u
, 

χ
、

4
J
、

χ
 

ある。節 4.1 と同様に追加する校の最適集合を

これの性質を調べる。まず若干の定義BT とし，

ATJ に属する 3 つの路 PA(X. ，を与える。 CXT，

それXb) , PA(X j, Xb) , PA(Xg, Xb) をとり，
Xe 

A j, Ag で表わす。ぞれの校に属する集合を Ae，
図 4 --4 

Xg また，各路の経由する点の集合を Xム Xj，

で表わす。ただし，分岐点仇はいずれにも属さないものとする。これを合めるときは X.UXb ，

(4.6) 

もちろん

AT=AeUAfUAg 

XT=XeUXfU~σ UXb 

とかし、て区別する。XfUXh , XgUXb 

χj .~~ 

\\χe 

¥;;::: 

G 
χ古

( a) 

端点から分岐点にいたる各路に節 4.1 の方法を適用することで進められ

χf.~χp 
、 χ.e

である。以下の考察は，

る。

7乙e

(b) 

図 4-5
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Xb) について考える。 Ar を保I~正する枝を BT から選び，集合 Be を1'1'る

〔図4-5( a)J 。すると Bcに対応して ， Xc から X'e じいたる路 PB(Xe ，

まず ， PA (♂e ， 

X'e) が一志にえられ

る。ただし， X'e は XfUXgUXò に属すれば任 iまの点でよい〔図4-5(b)J 0 Be に属する

ー→
PB(Xe, X'e) の校はすべて端点めから x'(~ の方・向に向う。つぎに ， PA(X j, Xb) について考

と仮定できる。必要なら ， Xf と X。のX'e εXfUXb ここで一般性を失なうことなく，える。

Xb) に属する枝はすでに Be で保証役割を交換すればよいからである。 Af において PA(X'e，

χグ
ぐ~ , ____Xg 

~-::::--、/
:χt 

χe 

X'e) の枝を保証する

ものを BT から選び，集合 Bf を作る。すると Bf

に対応して， Xf から X'f にいたる路 PB(Xj， x' f) 

されている。そこで ， PA(X j, 

の

経由する点 (X'e を除く)でなければ任意の点、でよ

い。 Bf に属する PB(Xj， X'f) の枝はすべて端点 Xf

mら)が・意にえられる。ただ、し X' -， は PA(Xj，

Xb) につから X'f の方向に向う。最後に， PA(Xg, 

図 4-6
いて考える o X'f が Xg に属するか否かで場合を分け

る。まず Xg に属するときは， PA(X' j, Xb) に属す

る Ag の校はすでに Bf

で保証されている。そこ

で PA(X9， X'f) の枝を

保証する集合 Bg を BT

から選び\ Xg から X'g
ー→

にいたる路を PB (Xg, 

グ/
[
一
利
一
一
一
ソ
/

X'g) 作る〔図4-7( a)J。

F
 

X'g は PA(X9， X'f) の経
(a.) 

由する点 (X'I を除く)
図 4-7

でなければ任意の点でよ

X'g い。つぎに Xg に属さないときは， Ag の枝を保証する集合 Bg を BT から選び，
ーー今

にいたる路 PB(X9， X'g) を作る〔図4-7(b)J c X'g は XeUXfUXb に属する任意の点でよ
'司令 ー→， ーー今

3 つの路 PB(Xe ， X'e) , PB(Xf, X'f ), PB(X9, 

Xg から

い。 X'f が Xg に属すると否とにかかわらず，

X'g 以外には同じ点も経由しない。ただし，X'f , また終点 X'e，X'g) には共通の校が合まれず，

3 つの終点は一致することもしないこともある。

〔定理 3J の系によBf' B。のいずれかで保証されるから，AT のすべての枝は Be，さて，

BT=BeUBfUBg 

って

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



50 

をうる。かくして， BT はたがいに枝を共有しない 3 つの部分集合 Be， B j , B，σ に分割され，

それらから路 PB(Xe， X'e) , PB(Xj, :JJ 'j) , PB(Xg, X'g) が一意に求められた。以下では，

これらの路を部分網にもつ 1 つの木 (Xo， BQJ を導びき，枝の総費用 c(Bo) が c(BT) に一致

するよう，木の各校に適当な費用を付加する。

最初に導びかれる木 (Xo， BoJ の性質と，枝に付加する費用を説明する。 (Xo， BoJ は 3 端

点をもち，それらは Xe， Xj， 的に一致する。 B。の各校は端点から 1 つの分岐点、 X'b に向っ

て，図4-8( a)の実線のように方向づけられる。これは 3 つの路 PB(Xe ， X'b) , PB(X j, X'b) 

PB(Xg, X'b) で CXo， BoJ が構成されることを意味するo X'b は XT の任意の点でよく，また

、以二;;グ

χe 

((1) ず
h
t
rQ

υ
 

4
 

図

χe 

(b) 

X。は 3 端点を合めば XT の任意の部分集合でよい。さらに特別の場合として， X'b がし、ずれかの

端点に一致することを許す。このときは分岐点がなくなるが，例えば端点 Xj から分岐点 X'j に

いたる仮想、の路を想定すれば同様に取扱かいができる〔図4-8(b)J 。
ーー+ ・ー+ ーー今

枝に付加される費用は，枝が PB(X.， X'b) , PB(Xj, X'b) , PB(Xg, X'b) のいずれに属す
-ー令

るかで異なる。しかし付加の方法が対称のため， PB(Xe, X'b) に属する場合を述べれば十分であ
ー.... ・

ろう。まず， XT の点につぎの順位を与える。 (XT， ATJ に属する路 PA(Xe， Xj) は X.UXb

UXj の各点を経由する。これから 2 点的， X， をと

χf χ3 るとき，先に経由する点的を低順位にあるといい，

mく的で表わす。これは，節4.1における順位の拡張

}じ e

』ー令

である。同様にして， X.UXbUXg の点にも PA(X.，

Xg) の経由する順に順位を与える。ただし， Xj の点

と Xg の点との聞には順位をつけない。低順位の点

から高順位の点の方向に矢印で示すと， 図 4-9 とな

る。順位をこのように定義すると ， PB(X., X'b) の枝

(Xi , Xj) に付加される餐用 dij は
図 4-9
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dil=IO, :C}く杭または :Ci= :Cb ， :Cj=:c'b 
ij={ (4.7) 

lCiJ， 上記以外

と定義される。ここに注意することは， :Cbく:c 'b でも (:Cb ， :c' b) の費用は O となることである。

この特例は後の考察から明らかとなる。

以上の準備により，既に求めた路 PB(:ce ， :C' .), PB(:Ct.:C' f) , PB(:cg, :C' g) から木 CXo，

BoJ を導びき ， c(Bo) を c(BT) に一致するようにしよう。考察に先立って注意することは，い

かなる木が導びかれようと，上の 3 つの路を部分集合に含むかぎり c(BeUBfUBg) だけで既に

C(BT) に一致していることである。したがって，費用が O の枝だけを追加して所要の木 CXo, 

BoJ を導びかねばならない。以下はこの観点、で考察する。

3 点、 :C'e, :C' f , :c' g に着目し，これらが一致するか否かで場合を分ける。ただし 3 点すべて

が一致するときは，新らしい枝を追加せずに図4-8の木がえられるから問題ない。

B. :C' e, :C' f , :C' g の 2 点が一致する場合

:C' . と :C't. :C' e と :C'g, :C' f と :c 'g の一致する 3 通りがある。いずれの場合も，一致する点

を CXo， BoJ の分岐点 :c'b にする。まず :C'. と X'f の一致するときは， PB(:c., :c'.) の作り
ーー令

方から :c'bEXfU :Cb である。一方 PB(:cg， :c 'g) の作り方から :C'g$Xg である。したがっ

て，費用が 0 の 2 つの枝 (:c'g, :Cb) , (:Cb' 

:c'b) を追加すれば所要の木 CXo， BoJ が

えられる(図4-10) 。ただし， :Cb= :C'b の

ときは枝(抗， :c 'b) ， ぬ=:c'g のときは枝

(:c'g， 品)の追加をそれぞれ省略する。

つぎにがe と :c 'g が一致するときは，
ー'ら

PB(:Ce, :c'.) の作り方から :C'bEXf U:Cb 

である。一方 :Cf は XeUXgU仇の点

か， :c 'b より高順位の X，の点 (:c 'b を合

まず)である。いずれの場合も，費用が O

の枝 (:c't. がけを追加すればよい。最後

に :C'f と :c 'g の一致するときは，個々の

場合を検討すると図4-10， 4-11のいずれ

かの形に帰着される。

b. :C' e, :C' f , :C' g がすべて一致しない場合

-ー.

χ9 

χe 

図 4-10 χら =χ子 =χ'b の場令

PB(:ce, :c' e) の作り方から ， X'e巴XfU :Cb である。そこで， :C' f が 3 つの集合 XfU :Cb ， Xム
ーー参

Xg のいずれに属するかで場合を分ける。まず :c'f E三XfU :Cb ならば， PA(:ce, :Cf) において :c'e

は :C'f より高順位の点となる。一方， :c'g$Xg である。よって，費用が O の 3 つの枝 (31'e, 

:c'f) , (:c'g， 的)， (:Cb, :C' f) を追加すれば， :C' f= :c 'b を分岐点とする木がえられる〔図 4ー12
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~t三fχ91~hJ Jrク

;じE
χe 

( b)χfE三 Xj
(α)χf を Xf

図 4 --11 χ旨ニχ'g =χ〉の場〆合

、;;f /
 

h
吋

Xc 1.,e χc 

((1)χヂE- XfU 工b (b)χ} モ Xe (C)χ} モ Xg

図4- -12 χ包キ χ》キ χ} の場合

(a )J 。ただし， Xb=X'.r のときは校 (Xb， X' .r), Xb=X'g のときは枝 (X'g， Xb) の追加をそれ

ぞれ省略する。つぎに X'.r EXe ならば，費用が O の 3 つの枝 (X'e， Xb) , (X' .r, Xb) , (X'σ， Xb) 

を追加すればよい〔図4-12(b)J 。ただしがe， X'g がそれぞれ仇に一致するときは，対応す

る校の追加を省略する。最後に x'.r E三Xg ならば PA(Xg， Xe) において X'g は X'.r より高順

位の点となる*。よって，費用が O の 3 つの校 (X'e ， Xb) , (Xb , X' .r), (X'g, X'.r) を追加すれば

よい仁図4-12(c)J 。ただし， X'e=Xb のときは校 (X'e， Xb) の追加を省略する。

いままでの結果を要約すると，最適保証網を導びく校の集合 BT から Xe， X-" Xg を端点と

する木 CXo， BoJ がえられ， Bo の校に式 (4.7) の費用を付加すると c(Bo) =c(BT) となるこ

とが判った。そこで，逆に ι， X .r, Xg を端点とする任意の木仁X'o， B'oJ を完全網 CXT， Bc 

焚ただし x' gεXe uXg UXb とした。 X'gUX.rUXg UXb 念らば PA(Xg ， X.r) を考えればよい。
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からとるとき， 1 つの保証網 CXT， ATUB'TJ がえられ， B'。の各校に式 (4.7) の費}Ijを付加

するとき c(B'o)=c(B'T) となしうることを示そう。節4.1 と同様に B'o から費用が正ゐ校を選

んで集合 B'T を作るとき， これが AT の枝を保証すればよい。

木 CX'o， B'oJ の分岐点を y'b とする。一般性を失なうことなく ， Y'bEXjU~れとなしうる。

必要なら Xe， Xj , Xg の役割を交換すれ

ばよいからである。まず Ae の枝が B'T

のいずれかの枝で保証されることを示す。

Ae の任意の枝を (Xü Xi+l) とする。 ただ

し， PA(Xe, 3h) において Xi+1 は m よ

り高順位の点とする。いま XT を Xi よ

り低順位の点の集合 Xi (仇を含む)と残

りの集合 Xi+ 1 に分割する。

εXi+1 である。 したがって，

3疋Xi， y'b 
ーー+

路 PB'(X.. 

y'b) には Xi から Xi+1 Iこいたる校が少

なくとも 1 つ存在する(図4-14)。 これは

(Xi , Xi+l) を保証し， かつ式 (4.7) か

ら校の費用は正である。すなわち B'TIこ属

図 4 ~13 本 lXo ， BoJ

す。 Ag の枝が保証されることも同様に証明される。

×い1\\L+L/

¥ /~子.、!X, L \ 

Xj I 
"χe 

図 4 -14 

最後に， Aj の校について証明する。 y'b=Xb ならば上と同

じ証明がなされるので， y'bEXj と仮定する。 P4(Xj， Xb) を

y'b で PA(Xj， y'b) , PA(y'b, Xb) に 2 分し， それぞれに属す

る枝の集合を it' j , A"j と記す。 A'jUA"j=Aj である。す

ると ， A'j が B'T の校で保証されることは，
-+ 

CX'o, B'oJ の

E各 PB ， (Xj， y'b) を考えれば明らかである。 A"j にたいして

は， まず Pn ， (:1;e , y' b) を考える。 これが枝 (Xb， y'b) を含ま

なければ問題ない。含むときは， A勺が (Xb ， y'b) だけで保

証されることもありうる。式 (4.7) から枝の費用は 0 のた

め ， (Xb , y'b) ,,;1: B'T に属さない。 このときは PB(X9， y'b) 

を考えると， もはやこれは仇を経由しない。 CX'o, B'oJ が木だからである。 よって， 今度は

A"j の校が保証される。

3 点 Xe ， Xj , Xg を端点とする木 CX'o， B'oJ は，等価な木 CXT， ATJ の保証木と呼ばれ

る。 これは， B'o から費用が正の枝を選んで B'lo を作るとき CXT， ATUB'TJ が保証網となる

ためである。 さて， いままでの考察を要約するとつぎのようになる。最適保証維~CX1" Ar U BrJ 

を導びく校の集合 BT から保証木 CXo， BoJ がえられ， 任意の保証木 CX'o， B'oJ かわ保証網
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CXT, ATuB'TJ を導びく枝の集合 B'T がえられる。しかも両者の対応で，枝の総費用は保存

される。かくして最適保証網を構成する問題は，校の費用を長さと解釈するとき，各端点を結ぶ

最短保証木の問題に還元される。

4.3. 3 点を結ぶ最短保証木

この節では 3 端点 Xe， x j, xg を結ぶ最短保証木の求め方を示す。このため最短保証木 CXo，

BoJ がえられたとし，その性質を調べる。 CXム， BoJ の分岐点を X'b とする。一般性を失なう
ー・令

ことなく ， X'bEXfUXb と仮定できる。各端点から X'b にいたる 3 つの路 PB(Xe， X'b) , 

PB(X j, X'b) , PB(Xg, X'b) を考える。すると，枝の長さ(費用)が式 (4.7) で定義された完

全網 CXT， BcJ において， PB(X j, X'b)' は Xf から X'b にいたる最短路となる。さもなけれ

ば，これを最短路に置きかえて (Xo， BoJ より短かい木がえられるからである。しかし，残り
ー・争 四回参

の路 PB(Xe， X'b) , PB(Xg, X'b) は必らずしも最短路とならない。というのは， 低順位の点か

ら高順位の点に向う校であるにもかかわらず (Xb， X'b) の費用が O となるためである。この

~f4 
ため X.， Xg から X'b にいたる 2つの最短路を求め

ると，共に (Xb， X'b) を合むことが可能となる (図

4-15) 。ただし，この枝を含まなければ PB(Xe，

X'b) , PB(Xg, X'b) はいずれも最短路である。さて，

3 つの路を最短路に帰着させるため，式 (4.7 )を修

正して完全網の各校 (Xi ， Xj) に

χe 

外
・
も
以

♂
叶
じ

/
h
J
上

申
山

,
J 

A

U

C

 

, •• 
E
e
-
-
-、

一
=
一

d, J
u
 

(4.8) 

図 4 -15 

の費用を付加する。ただし，順位の高低はどの端点、からの路を考えるかで変ることに注意する。
ーー+ ・... ・

このように費用を修正しても PB(Xe， :>>' b), PB(:>>g, :>>' b) が共に (:>>b ， :>>' b) を含まなけれ

ば，それらは最短路である。また (:>>b ， :>>'b) を含むとすれば，保証木 CXo， BoJ の作り方から
ーー参

その一方だけが合んでいる。これを PB(Xg， :>>'b) としよう。すると，この路は Xg から叫に

いたる最短路に枝 (Xb， X'b) を加えたものでなければならない。そして PB(X.， X'b) は 4れか

ら X'b にいたる最短路となる。かくして :>>'bEXf U:>>b のとき，つぎの 3 通りが可能となる。
ーー令

(PB(Xe, X'b): Xe から :>>'b にいたる最短路

(i ) (PB(x j, X'b): Xf から :>>'b にし、たる最短路

¥ PB(Xg, X'b) : Xg から X'b にいたる最短路

PB(Xe, X'b):;れから X'b にいたる最短路

PB(:>>f, X'b): Xf から X'b にいたる最短路
(ii) <• 

PB(Xg, X'b): Xg からぬ tこし、たる最短路に枝

(Xb, :ç'ù を力日えたもの
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{PB(:c., :C'b): :C. から叫にいたる最短路に枝

(:Cb, :c' b) を力日えたもの
(iii) ~→ 
I PB(:c" :c'b) : :Cf から :c 'b にいたる最短路

~ PB(:cg, :c' b) : :Cy から :c 'b にいたる最短路

したがって， :c'b$XfU :Cb のときを考慮すれば，

( PB(:c., 
1-+ 

J PB(:c" 
(iv) � 

~PB(:Cg， 

:c' b) : :C. から :c 'b にいたる最短路

:c'b) : :Cf から :Cb Iこいたる最短路に枝

(:Cb, :c' b) を加えたもの

」官、) : :Cg から :c'b にいたる最短路

の場合を加えて 4 通りとなる。

55 

いま XT から任意の 1 点 y'b をとり，各端点から y'b にいたる最短路 PB(:c.， y'b) , PB 
戸司令

(:c" y'b) , PB(:cg, y'b) と各端点から仇にいたる最短路 PB(:c.， :Cb) , PB(:C f , :Cb) , PB(:cg, 

:Cb) を求める。そして
-;砂 一+ ーー+

( i ) : PB(:c., y'b) , PB(:C f , y'b) , PB(:cg, ?I'b) 
'ー+ 島司令 ーー今

(ii) : PB(:c., y'b) , PB(:c" y'b), PB(:cg, :Cb) 
ーー+ ーー今 ーー+

(iii) : PB(:c., y'b) , PB(:c" :C b) , PB(:cg, ?I'b) 

(iv) : PB(:c., :C b) , PB(:c" y'b) , PB(:cg, .X'b) 

の各場合について 3 つの路に含まれる枝の総費用を計算する。この最小値を C(y'b)で表わそ

う。すると，最適集合 BT の総費用 c(BT) は

c(BT)=min C(y'b) (4.9) 
y'O<XT 

となる筈である。かくして， XT のすべての点について c(y'けを計算すれば，その最小値を与

える点 :c' b が最短保証木の分岐点となる。

最短保証木を求めるには，表4-1のように計算すると系統的で判りやすし、。 まず XT の点を

Xん X" Xム仇に分類して最左列に列記する。(1)-(皿〉列には，各端点、からおi， X j, 

:Ck， 仇にいたる最短路の総長(総費用)を計算する。この表では，各端から :Cb Iこいたる最短

路の総長を D.b ， D fb , Dgb で表わした。(町)-(VH)の各列には上欄の和を計算する。 これら

の和の中で，最小値が c(BT)に一致する。最適保証木はこれに対応して容易にえられる。例え

ば， Xi 行(N)列が最小値となれば PB(:c.， :Ci ), PB(:c" :Ci) , PB(:cg, :Ci) が最短保証木を構

成し， :Cj 行(V)列が最小値となれば PB(:c.， 叫)， PB(:c" :Cj) , PB(:cg, :Cb) と枝 (:C ò ，

:Cj) が最短保証木を構成する。この計算で注意することは 3 つの最短路(と必要に応じて (:C b'

:c' b) を加えたもの)の和として求められる網は必らずしも木にならないことである。しかし，

最小値に対応する網はつねに木である。さもないと，適当なループの枝を取去って更に総長の少

ない木がえられるからである。表4-1による具体的計算例は節 5 で示される。
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表 4-1

¥¥l(;: (11) (ill) l(lV)=(I) (V)=(I) (VI)=(1 ) 
Xl Xg 1+C11)+(ill) +(11) +Dgb +Dlc+(皿)

X. 

の
Xi 

占

Xf 

の
Xj 

占

Xg 

1 /  

の
Xy 

占

分岐点 1 Xb 1 ])eb ¥ ])jb 1 ])gb 1 I..~レ/レ//

4.4. k 端点の木

最適保証網の構成を h 端点の木に拡張することは，原理的にはさほど困難でなし、。まえの考察

から予想されるように，この問題は h 個の点を結ぶ最短保証木の間題に還元される。これを示

すため若干の予備考察をしよう。与えられた等価な木を (XT， ATJ とし，これに含まれる端点の

集合を Xe， 分岐点の集合を Xb で表わす。端点が 3 以上の場合 Xb は空集合でない。 XbU

均/

/¥¥ 

/ 

/\ー
/ 
図 4 -i6 

Xe から任意の 2 点 Xb ， Xc をとると，この聞を結ぶ路 PA(Xb ，

Xc) が木 (XT， ATJ の中で一意に定まる。このとき PA(Xb ， Xc) 

が Xb ， Xc 以外の分岐点を経由しなければ 2 点 Xb ， Xc は隣る

点と呼ばれる。この概念は通常点*の無視にもとづく。図 4-16 に

おいて ， Xb と Xc が隣る点である。隣る点にたいしてつぎの定理

が成立つ。

〔定理 4J 分岐点を合む木では 2 つ以上の端点と隣る分

岐点が存在する。

〔証明J : 1 つの分岐点 Xα を任意にとる。これが 2 つ以上の

端点と隣ればそれでよい。さもないときは，分岐点の定義から Xa

と隣る分岐点よれが存在する。 Xb が 2 つ以上の端点と隣ればそれ

零点、に結ばれる技の数は代数 (degree) と呼ばれる。技数1 の点が端点 2 の点が通'mソな. 3 以上の点が分
岐点である。
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でよい。さもないときは， Xb と隣る分岐点 Xc が存在する。このようにして隣る分岐点を順次

求めれば，ついに 2 つ以上の端点と隣る分岐点が見出される。さもないと，有限集合 XT では

既に経由した分岐点に再び到達し，木にループが含まれるからである。 (終)

さて，最適保証網の構成に移る。まず最適集合 BT から保証木 CXo， BoJ のえられることを

示す。 (k-l) 以下の端点について証明されたと仮定し， k 端点の場合を示す。 2 つ以上の端点と

隣る分岐点を Xb ， これと隣る 2 つの端点を Xe ， .1;j とする。木に属する路 PA(Xe， Xb) , PA 

(Xj , Xb) を考え，それぞれに属する枝の集合を Ae， Aj ， 残りの集合を Ag とする。また各路

の経由する点の集合を Xe， X" 残りの集合を Xムで表わす。ただし，分岐点 Xb はいずれ

にも属さないとする。 Ar， XT は分割されて

(MeUAfUAo 
XT=X,UXjUXgUXò 

とかかれ，式 (4.6) と形式的に対応する。以下0)考察はほぼ節4.2と対応するので，叙述を簡略

にする。 Ae， Aj を保証する校を BT から選び，これらを Be， Bj と表わす。 B..Bf を用いて

Xe, XJ からの路 PB(Xe， X'e) , PB(X j, X' f) を作ゐ〔図4-17( a)J。このとき♂'eEX..X' f$Xf 

である。すると PA(Xe， Xe'), PA(X j, X'f) 

に属するAT の枝はそれぞれ Be， Bf で保証

される。よって，いずれにも属さない枝は

(BT-Be-B，) で保証される筈である。いま

CXT, ATJ において PA(Xe， X'山 PA(Xj ，

X'f) を 1 点に退化する〔図4-17(b)J 。こ

の操作でえられる網は， (k-l) 以下の端点

を含む木である。よって，これにたいする保

証木 CXg， BgJ は (BT-B.-Bj) からえら
ー→ ー今

れる。すると ， PB(Xe, X'e) , PB(XJ' X' J) , 

β 

、

‘ 、

、

、

r 

。〈・"

χら三九E
、一-‘一--←，、一、‘

‘ 
ーャ

一司.ー

‘ー
‘ ー・ー・'. 
“ 、

一
一三、

y
\

司、将
い‘
ぃ、
1 、

へ、

一、

¥ h 
、1. 
χ、T

, , 
J 

CXg, BgJ から所要の保証木 CXo， B。コを

導びくことは，節 4.2 の考察とほぼ同様にな

される。

つぎに任意の保証木 CX'o， B'oJ から保証

網 CXT， ATUB'TJ の導びかれることを示

す。 AT の任意の校を (Xi， Xi+l) とする。

CX'o, B'oJ は Xe のすべての端点を結ぶ

木であるから，隣る 2 点 Xg， Xh を適当にと

るとき ， PA(Xg, Xñ) は (Xi.， Xi+l) を合

む。すると図 4-14 と同様にして， PB(Xg, 

χ巴

( a.) 

ß.、 " r 
~;.::←一退イヒ L た員、

J..・'
( b) ・ 5

図 4 -1 ケ E各の退化
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X，，) の中に(仇， Xi+l) を保証する BT の枝が存在する。かくして， 最適集合 BT に保証木

CXo, B.。コが対応し，任意の保証木 CX'o， B'oJ に保証網を導びく校の集合 B'T が対応したo

h 点を結ぶ最短保証木は，組合わせ的方法で (k-1) 点を結ぶ最短保証木に還元される。 XT

から任意の点 y'b をとり，最短路 PB(Xe， y'b) , PB(X" y'b) を求める。一方， (k-1) 個の

点 (XT-Xe-X/) Uy'b を結ぶ最短保証木がえられれば，

Xe, XfEX. , y'bEXT 

のすべての組合わせにたいして枝の総費用を比較するとき，その最小値が C (BT) に一致する。

この方法は組合わせ的であり， しかも分岐点にたいする配慮を節 4.2 と同様に行なうと，計算量

は莫大になる。したがって，少し大きい h にたいしては電子計算機の助けが必要となろう。

5. 計 算 例

最後に計算例を示す。与えられた流れ網 CX， AJ を図5-1，追加する枝の費用を表5-1 とす

z
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る。まず等題な木 CXT• AT) を求める。これには摺5-1の点縁部をそれぞれ退化し，歯5-2 をど

作る。これにたいする枝の費用は式 (3.2 )から計算されて，表5-2となる。さて，木の端点は

3つであるから，表4-1が利用される。各端点から XT のすべての点にいたる最短路を求める

ため，枝の費用を式 (4.8) で再評倒する。 このとき，どの端点を基準にして路を考えるかで，

同じ枝でも費用の異なることに注窓ずる。表5-3はこの結果である。これから最短時の長さを計

算し，表 5-4 の(1 }--{滋〉列に記入する。 CIV}-(W)ヂIJの計算は容易である。かくして最短保

証木の総長は14となる。表中の*印がそれを示す。最短保証木は図 5-3 の 3 通りとなるが，費用

が正の枝を選んで BT を作ると同じになる(図 5-4)。これから最器保証木の作り方は何通り

もあることが知られる。元の縞 CX. A) にたいする最適係経縞は，表 5 ーし 5 … 2 の比較か

ら容易にえられる(図 5 … 5) 。ただし. BT の伎は点線で示して区別した。

表 !j-3

3;, 3;6 3;1 3;11 3;IZ 3;13 3;, 3;6 3;1 3;11 3;12 3;日 I 3;, 3;6 3;7 3;11 3;時3;13
3;, 15 7 11 10 8 3;1 I -I 0 I 0 I 11 I 10 1 0 1 3;, 15 7 。 。 。

一 ト一一 一
3;6 

。 。 8 6 。 15 。 。 。 。

一 一 一一
3;7 

。 3 12 9 。 7 3 。 。 。

一 一一
3;11 。 8 12 。 。 11 8 112 1 9 

一一一ト一一ト四叩ー

一ド一一

3;'2 。 6 9 1 。 10 6 9 。 7 

一一 一一
3;13 

。 8 4 9 7 3;13 I 8 I 0 I 0 1 9 I 7 I I 3;la 8 8 4 。 。

t 

( a) 3; 1 を基準 ( b) 3;6 を法準 ( c ) 3;11 を基準

表ふω4

¥¥¥¥  
(1) (II) 〈底〉 (IV)口付〉 (V) (I) (Vl)=( 1) (V置)=D1> 13

ベト (ll)
3;1 3;6 3;11 +(ll) 十 (ill) 十 ])11013 + ])6>1 3十{illl 十 (ll)+ (I宜〉

X1 の点 3;1 。 10 11 21 17 17 ~ 

/ 3;6 10 。 7 17 17 14養

X6 の点
3;7 7 3 7 17 17 17 

/ 
3;11 11 7 。 18 17 14勢

XI1の点
3;12 10 8 1 17 17 14後

分岐点 3;13 7 6 7 20 ------ど/ど三二
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