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〈綜合報告〉

グ フ ブ の 理 論

伊 理 正 夫本

まえがき 2.7.3. 強連結グラフ

1. グラフの定義と表現 2.7.4. グラフの点の類別と類の間

2. 基本的な概念と定理 の半順序関係

2.1. 連結性 2.7.5. chromatic number と

2.2. ループとカットセット chromatic c1ass 

2.3. 木と補木 2.7.6. internal stability と

2.4. 双対性 external stability 

2.5. 2-isomorphism 2.7.7. 核

2.6. 平面グラフと双対グラ 2.7.8. matching 

2.7. その他 2.7.9. 点の位数

2.7.1. 完全グラフ 2.7.10. その他

2.7.2. 道と閉路 3. グラフの理論の応用について

ま え. D' き

最近グラフの理論とかトポロジーとかがあちこちの実際的な分野に応用されるようになって来

たといわれる。これらは数学全般からみると，極く初等的な，あるいは基礎的な，部門である。

これらが流行するのはある意味では近頃の数学プーんあるいは数学の応用のブームの当然の結

果であるともいえる。なぜならば，旧来の応用数学の十八番である函数論や偏微分方程式などの

ように型の定まった細かな技巧の発達したものだけでは，次から次に生のまま現われてくる現実

の問題に対処しきれるはずがなく，要素の聞の関係の有無とし、うような極く基本的な概念、を適切

に表現できるような手段のみがまずとりあえず使われるということになるからである。

グラフの理論は二つの異なる立場からみることができる。一方ではグラフは点という O 次元要

素と校という 1 次元要素とより成る 1 次元複体(多次元複体の特別な場合〉として位相幾何学

(topology) の対象となるが，他方では，点という基本要素の対の集合の部分集合を校の集合

とみることによっていわゆる組み合わせ論 (Kombina torik) の一分野がグラフ理論であるとみ

ることもできる。結局は同じことをいうにして、どちらの立場をとるかによって理論の展開し方

にニュアンスの違いが出てくる。グラフの理論の参考書としては久しく唯一のものとされていた
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D. König , Theorie der endl祥hen und unendlichen Graphen. Akad巴mische Verlagsgeｭ

sellschaft , Leipzig , 1936 (リプリント版 Chelsea Publishing Co. , 1950) 

も，最近のネットワークフローの問題の研究成果をもある程度合み現在クラブの理論の参考書と

して代表的なものとされている

C. Berge, Th駮rie des graphes et ses applications. Dunod , Paris , 1958 (英訳

The Theory of Graphs and its Applications. John Wiley & Sons , New York , 1961) 

も，どちらかというと組み合わせ論的立場に立っているようである。 しかし，グラフの理論がj必

用上有用なのはやはりその幾何学的イメージとかその上の流れ(フロー〉や正(ポテンシャル)

というような物埋的イメージとかの助けによるところが多いので，今回の説明は代数的位相幾何

学の立場に近い形にし， しかも厳密に公理的に述べるというよりはむしろ直観にもある程度訴え

ることにして行きたい。

L グラフの定義と表現

グラフの構成要素は点 (nodes) と枝 (branches) とである。前者はまた節点，頂点 (points ，

vertÏces; 日本語と英語とが必ずしもこの順に対応して用いられるわけでもない) ，後者は辺，

線分，弧 (edges ， segments , arcs; 同前)とも呼ばれ，異なる名称を異なる意味に使いわける

こともあるが，名称、と意味との対応は人によってもまちまちなのでここでは始めはそのような区

別には触れないでおこう。また，点や校の数が無限の場合も勿論考えられるが，ここではそれら

は有限としておく。有限の場合から無限の場合への拡張やそれに伴なう困難などはほとんど自明

であるからである。

グラフの点の集合を u= {Ul' U2' Um } ， 校の集合を X={x1 ， x 2, x，，} と占;くこと

にする。枝には向き (orientation ， direction) が与えられ，点と校との聞には接続関係(inci­

dence relation) が定められている。すなわち，一つの校 ι に対してはその始点 (ù+x， と占

くことにする〉と終点 (ù-x， と書くことにする)としづ一対の点が対応づけられる。あるいは

逆に，一つの点 Ua に対してはそこから出ている枝の組 (ð+ua と書くことにする〉およびそこ

に入っている枝の組 (Ò-Ua と書くことにする〉としづ二組の校の集合が対応づけられるとみて

もよい。 (後者の場合には同ーの校が異なる点から同時に出たり，入ったりしないようにしてお

かなければならなし、。)

函数 ù+ とかは集合 X の上で忠義されその値は U の要素であり，函数釘とかは集合

U の上で定義されその値は X の部分集合(空集合併でもよしうである。 ù'二ù +， ù-. 1二三ù- ，

ð1=ð+, ð- 1三かと記すと，すべての /c (=1 ， ・・ ， n) に対して

Ò'ùεX， 3 Xκ (ε=1 ， -1) (1.1) 

であり，すべての a (=1 ， ・ m) ， κ に対して
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(j'Ua 呈 X. ならば a'X.=Ua (ë=l, -1) (1.2) 

でなければならないこと，また，

Gキ b ならかuα nÒ'Ub=ø (é=l, -1), (1.3) 

"‘'‘ U �+ua= U �-ua=X (1.4) 
α =1 a=l 

でなければならないこと，などは明らかである。 ô+ ， ô- が与えられれば(1. 1) ， (1. 2) によっ

て占+とかとは一意的に定められる。また逆に， (1. 3) , (1. 4) を満足するような õ+ ， 。ーが与

えられれば(1. 1) ， (1. 2) によって ô+ ， Ôーが」意的に定められる。

点の聞の二項関係の表現としてグラフを用いるときには，

T=�-�+ (1.5) 

(A が X の部分集合のとき ô-A は ô-A=uô-x. によって定義されるものとする〉という函
X f.4. 

数l'のみが問題となる。 TUa は‘点 Ua から出ている枝のもう一方の端の点の集合、という

意味をもっている。このとき ô+X.=ô+X" Ô-X而 =ô-~めであるような枝 X. と品とは区別され

ないことになる。そこで，このときには， ミUI)fTuα であるような点の対 (Uα ， Ub) が枝であ

る、というようなし、い方をすることが多い。 U から U の部分集合の中への任意の写像 F を与

え ， UbfTUa であるような (Uα ， Ub) の集合を X とすれば F から ô+ ， Ôーや Ò+ ， Òーが(一意

的に)定められる。

代数的に接続関係を扱うときには，枝の集合 X を基底とする加群および点の集合 U を基底

とする加群とそれらの聞の写像とを考えるのが普通である。今，整数環 J を係数領域とするこ

とにすると，校の集合 X を基底とする加群 M (X， ρ は

( i ) x= L: g.X. (ωg広Jε]， (1.6) 

という形の要素治かミら成り，

n n 
(ii) x= L: g ，X. と x'= L: g' ,X. との間に和が

a 

x十x'= L: (g.+g'.) ;'C. (1. 7) 

によって定義され (g.+g'. は整数としての和) , 

(iii) x= L: g,X. と整数 h との積が

n 
hx= L: (hg.) x , (1.8) 

によって定義される (hふは整数としての積)ようなものである。すべての g， =O なる要素が

M(X, ])の零元である。また， g， =O なる]買を省略したり， (士1)よれを士X， と書いたりす

るような自明な略記法は断わりなしに用いることにする。点、の集合 U を基底とす加群 M(U，j)

〈要素は u=L: Ua ga という形)に関しでもまったく同様である。
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M(X, J)から M(U， J)の中への準同型写像 ð， M(U， わから M(X， J)の中への準

同型写像。を

ÒX， =Uα -Ub 

ﾒUa= L:Xk-L:Xl 
x"�).f-ua xlcð-uα 

(uα =ò+X" Ub =Ò-X, のとき)， (1.9) 

(1.10) 

によって定義する。今 0 ， し -1 を要素とするh71J [D~ ] (a=l , m; 叫 , n) を

Dα= 

1 (ua=ô+x" すなわち X，fÒ+Ua ， すなわち

点 uα が枝 X. の始点のとき) , 

-1 (uα =ô-X" すなわち払fÒ-U刷すなわち

点仇が校 X. の終点のとき) , 

o (ua=ô+x， =ô-x" すなわち X.fδ平Ua ， すなわち

枝 X， が点 Ua から出て同じ点 Uα に入って

いるとき;および x， $ð+uaUð-u仰すなわち

(1.11.1) 

(1.11.2) 

点 Ua と枝 ι とがくっっていていないとき) (1.11.3) 

となるよう定めれば， (1. 9) , (1. 10) は

m 

ÔXκ = L: D~u町
a=l 

n 

ðuα = L: D ~ x , 

(1. 9') 

(1.10') 

と書かれ， ô と d は互いに contragredient な変換であることがわかる。すなわち M(X， J) 

n " 
の 2 個の要素 x=L: g，x. とど=L: gらX. との聞に一種の内積

(x, x') = 1:; g，gら (右辺は整数としての積和) (1.12) 

を定義し， M (U, J)の 2 個の要素の聞にも同様のものを定義すると，

(ðx, u') = (x, �') (1.13) 

という関係が常に成立する。行列 [D ~ ]を国iden…atrix，その要素を i凶ence num・
bers と呼ぶ。 D~ には勺を固定したとき O でない要素の数は 0 または 2 で，後の場合には一方

が 1 他方が-1 である、という性質があり， したがって常に

1:; D ~ =0 (K=l , , n) (1.14) 

である。このような表わし方をすると，ある点、から出て同じ点に入っているような枝(すなわち

輪になっている校) X， は ÔX.=o となってどの点にくっついているかがわからなくなるが，そ

れ以外の校については Dt から a+， かを定めることができる。

以上のことを次の図 1 のグラフについて例示してみよう。

点の集合 U= {Uj , U2 , U3 , U" U5, U6 , U7 , UB} (m=8). 
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U4 χ9 

U2 

U5 

図 1

。+U1= {Xh X2 , X6} 1 
ij-U1={X5, X7} J' 

ij+U3 = {X., X 5, X8}) 

。-U3= {X3 , x., X6} J' 

Ur 

eU8 
1-1'.6 

χ11 

~{31, J 
。+U.= {X7} 

δ-U.= {Xs, X9} J' 

9 

枝の集合 X={XI， X 2, X 3, 

X 4, X 5, X6, X7 , X8, X 9, 

X10, xu} (n=l1). 

0-X1 = U2J' 0-X2= U2J' 

0-X3= U3J' Ô-X,=U3J' 

a-X5=U1J' a-X6=UaJ' 

δ-X7=U1J' 。-X8=u.J' 

。-X9 =u.J' 0-X10= U6J' 

。-Xl1 =U

。-U5=Ø 。-U6={XIO} J' ij-U7={XlI}J' O-U8ニ

rUl = {U2, U3} , rU2={U3 }, TUa= {U I, U3 , U.} , Tu.ニ {Ul }，

TU5= {U.} , Tu6= {U7 }, Tuτ= {U6} , Tusニ Ø.

，〉L\α\i 1 2 3 5 6 7 8 9 10 11 

1 1 1 。 。 -1 1 -1 。 。 。 。

[D: Jニ 2 -1 -1 1 o 。 。 。 。 。 。 。

3 。 。 -1 。 1 -1 。 1 。 。 。

4 。 。 。 。 。 。 1 -1 -1 。 。

5 。 。 。 。 。 。 。 。 1 。 。

6 。 。 。 。 。 。 。 。 o -1 1 

7 。 。 。 。 。 。 。 。 。 1 -1 

8 。 。 。 。 。 。 。 。 。 。 。

2. 基本的な概念と定理

2.1.連結性

ある枝あの両端の点仇=O'X， と Ub=Ò"X， と:は連結しているといい仇~偽と書く (Ub~
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Ua， でもあると 1 る )0 Uα と的とが連結して居り Ub と Uc とも連結してし、るとき ， Ua と

Uo とはやはり連結しているとする。また{壬怠の点は自分自身と連結しているとする。(そして，

このようにして定まるもの以外は連結関係にないとする。)このようにして定義される連結関係

~は明らかに

( i ) 反射律:すべての α について仇~仇，

(ii) 対称律 Ua-Ub なら Ub---Ua ，

(iii) 遷移律:仇---Ub ， Ub---Uc なら仇-Uc

を満足するからは~~の同値関係で，店、の集合 U は~によっていくつかの間値類 U1，

… Ua に分解される。

それに従って，

U=U1 U…UUa , uinu戸。 (iキj).

Xi ニ U (ﾒ+Ua U ﾒ-Ua) 
uαεUi 

とおくと，枝の集合 X も

X=X1 U...U x.α xinxj=ø (i 午 j)

(2.1.1) 

(2.1.2) 

(2.1. 3) 

と分解される。 Uし Xもから成るグラフの部分はそれ自身は連結していて他とは離れているので

連結成分 (connected componcnt) と呼ばれる。上記の α が連結成分の数で， α=1 のときグ

ラフは連結 (connected) であるという。

定理 2. 1. 2 点 uα ， Uò が同一連結成分に属するための，すなわち仇-Uò であるための，

必要十分条件は，適当な x (fM(X，]))によって

Uα -Ub=ÔX (2.1.4) 

と書けることである。

証明: Ua=Uò なら X=o で問題ない。仇キUb で仇-Ub なら，定義によって，点 Ua から

点的に到る道が存在する(ミ道、の定義その他については ~ 2.7.2 で述べるが，ここでは

常識的な意味にとっておいてもよしう。枝 X. がその道に順方向に含まれていれば係数十1

を，逆方向に合まれていれば係数-1 を，合まれていなければ係数 0 を，それぞれ， X. につけ

て x を作れば ÔX=Uα-Uò となることは明らかであろう。次に Uα 1- Uò のとき考える。

(1. 14) により，任意のお (fM(X， ]))について，

m 智也

�= I; gαUa なら I; ga= 0 (2.1.5) 
α~1α~1 

n 

という関係がある。また x= I; g.xκ は

x=  I; Xi , Xi= I:g.x. (2.1.6) 
i=l X,/Xi 

と分解でき，その際 ÔXi に O でない係数をもって現われる uα は皆 Ui に属する。すなわ

ち ， (2. 1. 6) の X とぬについて
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(2.1. 7) 

といヲ性質がある。そこで ， Un+Ub， すなわ? UafUi , Ubぞ Ui (i キ j) なる i， j が存在し

て， しかも (2. 1. 4) を満たす x があったとすると， それを (2. 1. 6) のように分解するこ

とによって，

Uα ニ;ÒXi ， -Ub=ﾒXj (2.1.8) 

となることになるが，これは各連結成分ごとに (2. 1. 5) に相当する関係が成立することに

反する。よって， Uαf，-Ub のときはく2. 1. 4) のような X は存在しない。

M(X, J) から M (U, J) の中への写像の像，すなわち， ある X によって U=訟と書け

るような u の全体は M (U, J) の部分群 FO ~(作ることは明らかであるが，上の定理を使え

ば M (U, J) の FO に関する商群が各連結成分 Ui を基底とする加群 M ({Ui} , J) に同型

であることが示される。 M ({Ud ，J) の次数は明らかに連結成分の数 α に等しく，また

U=ÒX=Ò(~，g，X， )=主(21D?gg)ua (2.9) 

だから FO の次数は D? の rank (それを p と書く)に等しいo M (U, J) の次数は点の

数 m に等しいから，結局次の定理が得られる。

定理 2.2. incidence matrix D ~の rank を p， 点の数を m (=D~ の行の数) ，連

結成分の数を α とすると，

m=p+α. (2.1.10) 

容易に確かめられるように，点の集合 U の部分集合 V をとり

u= L;uα 
u...v 

(2.1.11) 

を作ると ， � (fM(X, J)) は ~v に属する点と U-v に属する点とを結ぶ枝の和 (v の点

から u-v の点に向かう枝は係数1， U-V の点から V の点に向かう枝は係数-1 をもっ).!l

という形になっている。そこで (2. 1. 11) の u がゐ=0 となるのは V がいくつかの U; の和

集合のときで，またそのときに限る。一般に ÒU==・ 0 となる M (V, J) の要素の全体(写像。

の核〉は M (U, J) の部分群 Zo を作るが

ui=L;u" 
UaEUi 

(i=1 , ..., (x) (2. 1. 1勾

が Z。の基底を成すことも示すことができる。

ð"ua=O となるような点 Ua， すなわちその 1 点だけで連結成分を作るような点のことを弧立

点(isolatcd point) という。

図 1 のグラフは図 2 に点線で囲んで示すような 3 個の連結成分に分かれる。

2.2. ループとカットセット

校の組 {X'1 …， X't} と符号(1あるいは一1)の組 {εh …，へ}とがあってか句3九z

か廿'X'i+l (i=1 , …, [-1; ò'=ò+ , ò- 1 =かとする)となるときは {X'h ・・・， x，J はー続き
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図 2 

の道をなし，匂=1 か -1 か

に従って XKi がその道に順方

向か逆方向かに合まれる。前

節と同様にして，

Z 

x= L; ξ川町
i::=l 

(2.2.1) 

をfドると

ﾒX=ﾒ'IXK1-ﾒ-'LX'L 

(2.2.2) 

となる。そこで更に δ-~lXJq

=Ò'IXK1 なら， すなわち道の

終点と始点が一致していれ

l工， すなわち一巡して始めに

戻るような道(すなわち閉路〉ならば， それに対応する x は òx=o となる。一般に， M(X, 

J)の要素で ÒXニO となるようなものをループ(Ioop) と呼ぶ。ループの全体は M (X, J) 

から M (U, J)の中への写像。の核で， M(X, J)の部分群 Zl を作る。

点の集合 U のある部分集合を V とし u= L;uα とおく 0
UaεV 

V の点から出て U-v の点に入

る枝の集合を X (v, U-V) , U-v の点から出て V の点に入る校の集合を X (U-V, v) 

とし，

(2.2.3) x= L; ι - L; Xλ 
九，X(V， u-VJ 的，X(U-V， VJ 

とおく。すると， 前節でも触れたように， x=� となる。 X (V, U-V) UX (U-V, v) の

枝は「それをもとのグラフから取り除けると一-v が連結成分の日の和集合でない， すなわ

ち òu=x=o でない限りは一一グラフの連結成分の数が増す(すなわち V に合まれる点の部分

が残りの部分から切り離される)J という性質がある。そこで一般に， 適当な u (cM (U, ])) 

によって x=仰と表わされるようなM (X, J)の要素 x をカットセット (cut.set) と呼ぶ。

すなわち， カットセットの全体は M (u, J) から M(X， J)の中への写像。の像で， M 

(X, J)の部分群 Fl を作る。

x を任意のループ， x' を任意のカットセットとする。 定義により òx=o で， また x'=òu'

となるような u' が存在する。そこで， x とどとの内積を作ると(1. 13) により

(x, X')=(X, �') = (ÒX, U') = (0, U') =0 (2.2.4) 

となる。 (2.2.4)はループとカットセットとの基本的な関係を与える。実際，次の定理が成り

立つ。

定理 2.3. .任意のループと任意のカットセットとの内積は O である。逆に，任意のカットセ

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.
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ットとの内積が O になるような M (X, ])の要素はループであり，また任意のループとの

内積が O であるような M(X， ])の要素はカットセットである。

証明:定理の前半については既に示した。後半の前半については， XEM (X, ])とカットセ

ットと x'=ou' との内積が

(x, X') = (X, OU') = (âx, u') 

と書かれることから ， (x, x')=O なら (õx， u')=O で，これが任意の u' について成立す

るためには結局 õx=O， すなわち xはループでなければならないことがわかる。後半の後半

" を証明するために，任意のループとの内積が O になるような x'= L: g'.x. をとる。グラフ

は連結であると仮定しでも一般性を失なわない(連結でなければ各連結成分に関して以下と

同様のことを行なえばよいから〉。任意の 2点仇， Ub を結ぶ道に沿っての g'. の和(枝

ι が道に順方向に合まれていれば正の符号を，逆方向に合まれていれば負の符号をつけて

加え合わせるものとする)は仇と仇を定めれば定まり，道の選び方には依らない。なぜ

ならば， Ua から叫に向かう 2本の道 þ!， 1-'2 があったとして(共通部分はあってもなく

てもよし、) ，あの先に þ2 を逆向きにつぎ足してやれば一つの閉路になるが，その閉路か

らできるループ x と x' との内積 (x， x') は 0; このことは，その閉路に沿っての g' • の

和(符号は前と同様に考える)が O ということ，すなわちかに沿っての σ~ の和と þ， に

沿っての g'. の和とが等しいことを意味するコそこで任意の 1 点，たとえば U!， に対して

y， =O とおき，他のすべての点 Ua に対しては仏から Uα に到る道に沿っての g'. の和の

m 

f直(道に依らなしつを ga として u=L: gaU o を作れば ou における x， の係数は âx.=uα
α= ， 

-Ub なら ga-gb=g'. となり，結局 ou=どとなる。

ちわ角
ふ
J
J
 

すハ
リ一

一
α
 u
 

、
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ゃ
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E
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拙
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一
一x
 

《
副υみ

&
とるあでプt

レふ
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nv 
a
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M
 

一
一x
 

n 

L: D ~ g.=o (α=1，… ， m) 

と等価であるから次の定理を得る(定理 2.2 参照)。

定理 2.4. 1 次独立なループの数(これをグラフの nullity とか cyclomatic number と

(2.2.5) 

か呼ぶこともある)は n-p=n-m+α に等しい。ここに n は校の数， p は incidence

matrix D ~の rank， m は点の数， α は連結成分の数である。

また，カットセソト X は X=OU=OC~l仇)=2421DM)mg と表わされるから次の定理も

成立する。

定理 2.5. 1 次独立なカットセットの数(これをグラフの rank ということもある)は p

=m-α に等しい。

系. 1 次独立なループの数と 1 次独立なカットセ、ソトの数の和は枝の数に等しし、。
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この最後の系は，グラフの校に関する自由度がループとカ y トセソトに関する自由度に分解さ

れることを示唆じている。このことは更に具体的に次節!ì 2.3 で論じられる。

グラフによって表現される問題におし、てはループとカットセットが何等かの重要な怠味をもっ

場合が多い。

それ自身がループであるような校，すなわち dX， =O であるような校 X， を輪 (ring ， selfｭ

!OOp)，それ自身がカットセットであるような枝，すなわち .'1:， =rÎu となるような u が存在する

校 X， を橋 (bridge) ということがあるの A 

//手\\
",/ ~\ 

,?f ~ /、、ム

/党.~/\\
/ / /1く/1...3、、、\
/ 

tif(、 Ut 

χグ

eUs 
Wff 

eus 
U6 AU6 

1 

χ11 ./ 
、、

、 ん IfJr 'f χ11 
、

¥ 
1 

U4- χ9 U5 U7 U4 χ9 U5f uf 
(b) 

f 、~ 
(日) ノ

図 3 

図 1 のグラフで， たとえば X=Xl+X3-X6 は dX=dX1 +dX, -ÒX6= (Ul-U2)+ (U2 -U3) 一 (Ul

-U3)=O だ万ミらループである(図 3 (a ))0 X'=X3-X5十Xü-Xs は U=U1 +U2十仇十U5 とおく

と ÒU=ÒU ， +ÒU2十ÒU，十ÒU5=(♂I+X2-X5+Xü-X7)+ (-x ， -x2+♂3) 十 (X7 -Xち -X9)+X9 =X3ー

X5十Xü -X8=X' だ、からカットセソトである(図 3 (b))。 また，確かに (X， x')=O になってし、

る。 X， は輪， X9 は橋である。

2.3. 木と補木

ループを合まないような枝の集合 Y，すなわち YcX で X=6Y'X， がループになるのはめ
XεY 

ぷょんき

が皆 O のときに限るような Y，を部分木 (subtree) という。部分木の部分集合は明らかに部分

木である。部分木 T が板大であるとき，すなわち“TCY なる Y が部分木なら Y=T" と

いう性質をもっとき ， T を未 (t悶)という。 T が木のとき T=X-Tを告示(似ree) とい
う。 (subtree のことを tree ， tree のことを maxima! tree, spanning tree などと呼ぶこと

もある。 cotree に属する枝のことを chord ということがある。〉

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.
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与えられたグラフの上に実際に一つの木を作るには次のようにすればよい。

(a) 空集合を To とする。 T。は部分木である。グラフの m 個の点は To の枝一一一そんな

校はない によって互いに結ばれるものをびとまとめにすることにすると m 個のグルー

プ。に分かれる(各グループには 1 個ずつの点が属する。)

(b) 輪でない任意の校 1 本だけからなる集合 k' T1 とする。 T1 は明らかに部分木である。

T1 の校によって 2個の点がひとまとめにさわJるので ， m {同の点は (m-1) 個のグループ

に分かれる。

(c) i 本の枝を合む部分木 Ti があって ， T包の校によって互いに連結される点をひとまと

めにすると m 伺の点が (mーの伺のグループに分かれるとする。

(c 1) Tも=X-Ti に属する(すなわち Ti こ属さなし、〉いかなる枝も同一グループ内の 2

点を端点とするならば， TicY (Ti キ Y) なる Y は必ずループを合む (Y-Ti のある

枝 X， の両端をつなぐ道が Ti の枝によって作られるので，その道に ι をつけ加えれば

ループができる)。そこで Ti は一つの木である。このとき m-i=α(=連結成分の数)

である。なぜならば，点のグループの数が連結成分の数より小さくなることはありえない

し，またもし前者が後者より大きければ一つの連結成分中に 2個以上の点のグループがあ

り，それらのグループ聞をつなぐ道に属する枝のどれかはれに属さずかっその両端が異

なるク'ループの点であることになり仮定にノ支する。

(c 2) Ti に属する枝でその両端が異なるグループの点であるようなものが存在するなら

ぱ Ti にその枝をつけ加えたものを Ti+ 1 とする。 Ti+1 が部分木であること Ti + 1 の

枝によってつながれる点をひとまとめにすると点が {m一 (i+1)} 個のグループに分かれ

ること，は明らかである。このときには i十 1 をあらためて i どみなして (c) の始め

に戻る。

上のミ木の作り方、からして明らかなように・・

定理 2.6. すべての木は p=m一α 本の枝 J、り成る。したがって，すべての補木は n-p=

n-m+α 本の枝より成る。

定理 2.7. 一つの連結成分中のいかなる 2 点も木の枝によって作られる遣で連結される。こ

の場合，一対の点を結ぶ道で木の枝だけから成るものは木を定めれば一意的に定まる。

証明:後半はもし 2 通りの道があればそこに O でないループが作られることから証明される。

また，容易に示されるように，上の木の定義は次のどの定義とも等価である。

。木とはミ同ーの連結成分中のどの点もそれに属する枝から作られる道によってつながれる、

という性質をもっ枝の部分集合の中でミ極小、のものである。

。木とは‘同一連結成分のどの点もそれに属する枝かち作られる道によってつながれ、かっ

勺Lープを合まない、ような枝の部分集合である。

木の枝の数は独立なカットセットの数 (p=m-a) に等しく，補木の校の数は独立なループの数
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もっと(n-p=n-m十α) に等しい(定理 2 .4， 2.5, 2.6) が，単に数が等しいだけでなく，

積極的に，独立なカットセットやループの組を木と補木を使って次のように実際に書き下すこと

ができる。

T Xn の番号をつけかえて，一つの木とそれに対する補木とを固定しておく。枝 Xl，メ色、
7 , 

T に属する残りの (n-p) 本をあらためてと記し，に属する p 本をあらためて Y1> "', Y ,o 

Yp+ t, …, Yn と記すことにする。

T の任意の校の両端の点は T に属する校から作られる道(一意的に定まる)定理 2.7 により

T の校何本かで作られとそこで T の一つの校あ+i (i=l ， ・.. n-p) によって結ばれる。

る閉路が一意的に定まる。そこで

Zも=会川+i Yj十 Yp+i

-1; i=l, …, n-p) 

(2.3.1) 

(zi(M(X, J); OZi=O; N~+i=O， 1 or 

-・ ， Zn-p} これらのループの組 {Zt，という形のループが T， T によって一意的に定められる。

with を木 T と補木 T とに関連するループの原始系 (primitive set of loops associated 

Z I, ・・・，tree T and cotree T) とか基本系 (fundamental set of loops..…)とか呼ぶ。

ルーYn の含まれ方からして明らかであるが，... , Z1' _p が互いに 1 次独立であることはめ+1，

プの集合 ZI に属するすべての要素がこれらの一次結合として表わされることも直接確かめら

n-p 
x-L: σρ+iZi= L: hjYj は木任意のループ x を x= L: σiYi と書き表わすと，れる。すなわち，

めから作られる。 L: hjYi もループの差でループであるから，木の定義により
1=1 

n-ρ 

hj=O (j=l , "', p). ゆえに x= L: gρ +iZi ・すなわち，

の校 Yt，

ループの原始系は Z'(cM(X， J))の基底をなす。2.8. 定理

すなわちZi を {X，} で表わすとき，

(2.3.2) (i=l , …, n-p) 
n 
Zi= L: Ri x , 

と書くときの行列[RiJ を木 T と補木 T とに関連する原始ループ行列 (primitive Ioop 
(Y t, Yp , Yp+l , …, Yn) は (Xt，

(2.3.2) とを比べると，行列[RiJ かが列， i が行に対応するとする)は行列(2.3.3) (J)列を置
(2.3.1) とX1') の置換だから，matrix) という。
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たま だから

(2.3.4) m; i=l , 一・ ， n-p) 。

換したものになっていることがわかる。

(α=1 ， ・ー，L: R:D~=O 
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Na11P  
九---叩叩ー刊一 -N丸

¥ 
V 

n 

i¥¥¥i  
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i¥¥u  o¥¥  
叩ーー一一一一 o . 1 

ノ

次にカットセヅトの作る部分群民の基患をfやることを考えよう。木 T={Yh ・ Yρ} の f壬

窓の校を Yi とすると ， Yi の属する連結成分の点は T… Yi の枝だけでは全部がお互いにつなが

れないで 2鶴のグル…フコこ分かれる。その 21演のグル…プの中，校 Yi の始点の属する方のグル

ープの点の集まりを V， とし， Vi口 I;u" (fM(U; J))とおく。カットセット Wi口δvi(.M(X，
Ua~Vi 

J)) には Yi が係数 1 で合まれることは明らかだが豹以外の T の枝の係数は皆 0 であること

が木の定義より直ちに知られる。そこで

" 酬が

初も出約十I; N{Yi 
j=p+1 

(W〆M(X， J); Wi=iJVi; N{出0， 10r -1; i出 1，…， p) 

(2.3.5) 

という形のカットセットが作られる。これは， T と?とによって一議的に定められる。これ

らのカットセットの総 {Wt， … ， wp} きと木 T と捕木亨とに興遼するカットセットの原始菜

(primitive ste of cut-sets associated with tree T and cotree T) とか釜本来 (funda­

mental set of cut綱sets……)とか呼ぶ。 Wt， ・ Wp が 1 次独立であることは Yl，… ， yp の

含まれ方からして明らかであり，また 1 次独立なカットセットの数が p であるく定理 2.めか

らこれ以外に独立なカットセットがないことも明らかである。更に，カットセットの集会 F1 の

任意のカットゼットが {Wi} の 1 次結合で表わされることも次のようにして示される。任意のカ

n p n 

ットセット XねI;giYi (fF1cM(X, j))に対して x- I; giWi=おI; hiYi を作ると，これも一つ
;=1 潟ρ +1

のカットセットであるから ， Wt, …, Wp と 1 次従属，すなわち

I(ゑμi)+/1Wl十十f件。 (2.3.6) 

となるような〈すべては 0 マない〉整数 1，/1， ・"， Ip が存在する。豹(i=1 ， … ， p) の係数を

比ぺることによって λ=0 (i出 1，…， p) が結論されるので， 1キ O でなければならない。そこ
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すなわち
n 

すなわち x= 2:: σiWi ，で hる =0 Ci=p+1 , ・・・ ， n) , 

定理 2.9. カットセットの)ポ始系は F， (cM(X, J)) の基底をなす。

Wるを {x，} で表わすとき， すなわち

n 

Wi= 2:: D!x, (2.3.7) 

と~} <ときの行列 [D!J を木 T と補木 T とに関連する原始カットセット行列 (primitivc

cut-set matrix) と呼ぷ。ノレーフ行列のときと同様，行列[D!J (/� 7'M'lj, 
する)は行列

ρ 

1 0 一一一一一- 0 
¥ ¥ 
。\\

l\ 、、 ¥ 

¥¥¥  
|¥  ¥ 

|¥¥¥  
¥¥¥  

l\ 、 \l
p 
|¥¥¥l  
¥¥  

l¥¥O  

。
¥¥  

一一一一-- 0 

¥ 

の列に置換を施したものになっている。

V 

n 

n-p 

~p十1~71

Nl 一一一一一一 -N 1

~If 十1~71
Np 一一一一一 - Np 

Wi=OVi=0 2:: Uα = 2:: ouα= 2::( 2:: D ~ )x, 

であるから，

UafVi UacVi A:=1¥UafVi / 

これと (2.3.7) とを比較すると

D;= 2:: D~ 
UaEVi 

n 

i が行に対応すると

(2.3.8) 

ノ

(2.3.9) 

となることがわかる。また逆に， OUα=51Diι もカットセァトであるから{川の 1 次結合

で表わせる， すなわち

D~= 土 A~D! (2.3.10) 

となるような整数行列 [A~J が存在する。 (2.3.9) と (2.3 .4)とから， あるいは (Zj， Wi) =0 

から，

ER;D:=0 (i=l , ・ー， p; j=l , n-p) (2.3.11) 

が得られる。一方 (2.3.11) は N; ゃ lUj を用いて表わすと
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N7 

となる。そこで，重要な関係式

N=-NT: N{=-N} (2.3.13) (i=l , ・ー ， p; j=p十 1 ， n) 

を得る。関係式 (2.3.13) は，木 T の校 Yi と補木 T の校 νj とについて，

'::::Y'i と T の校何本かとでできるカットセ.，トの中に Yj が合まれる(合まれなしうなら

また合まT の枝何本かとでできるループの中に νるが含まれる(合まれなし、)。ば‘ ， yj と

れるときには符号は反対になる、

この関係だけを直接証明することも勿論可能である。ことを表わしている。

補木を木の補集合として定義するのでなく，直カットセットの原始系の話からわかるように，

接次のようにして定義することも可能である。

。補木とはカットセットを合まないような枝の短大部分集合である。

そのあら-1 であるばかりでなく，原始ループ行列，原始カ y トセット行列は要素が 0， 1, 

原始ループ行列の (n-p) 次の小行とか，のいずれかである，-1 ゆる小行列式の値が 0， 1, 

列式が O にならなこいとと選ばれた列に対応する伎が補木をなすこととは等価で原始カットセッ

ト行列の p 次の小行列式が O にならないことと選ばれた列に対応する校が木をなすこととは等

ここでは立入らない。

その補木は T={x2 ，

とかいうような性質が詳しく調べられているが，価である，

Xs , T=  {x" x 5, X7 , X. , Xll } は木で，たとえば，図 1 のグラフで，

X6, X 6, XlO} である。それらに関連するループの原始系 {z" Z6} は

Zi= r: R ~ X.=Yi+5+ r: N {+5Y 

X. , 

とすると，
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[ N{J 

xi1234 5 
6 I --1 0 0 0 0 

7 1 1 。 。 。

8 。 。 。 。 。

9 。 1 。 。 。

o -1 1 。 。

。 。 。 。 1 

カットセソトの原始系 {Wl， ω5} は Wi= L: D!x , =Yi+ L: N{Yj とすると

;\~I 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1 1 -1 。 。 。 。 。 。 。 。

[ D!J 2 。 o -1 。 1 -1 。 1 。 。 。

3 。 。 。 。 。 。 1 ー一 1 。 。 。

4 。 。 。 。 。 。 。 。 1 。 。

5 。 。 。 。 。 。 。 。 o -1  1 

トJ 6 7 8 9 10 11 

[利= 2 o -1 。 -1 1 。

3 。 。 。 o -1 。

4 。 。 。 。 。 。

5 。 。 。 。 。 -1 

lVi と JUj とは確かに (2.3.13) を満足している。なお， 上で

Yl=X !, Y2=X 5• Y3=X7• 2ん=x9 • y ,=X l1; 

Y6=XZ. Y7=X3, Y8=X,. y.=x6, Yl0=X~. Yl1=Xl0 

である。

最後に， グラフの枝の開放除去，短絡除去(意味については~ 2.6，定理1. 10の直後を参照の

こと〉 と本節で定義された諸行列の変化との関係に触れておこう。木の枝豹 (i=1 ， p) を

1 本短絡除去することは， [D!J. [刊の第 i 行. [刈の第 t 列を消し X， =Yi であるような

[D!J および [RjJ の第げ陀消すことに対応し，補木の枝 Yj (j=川 • n) を 1 本開放

除去することは，[RjJ. [N;Jの第j 行， [均〕の第 j 列と . x， =Yj であるような[RjJ および

[D! ]の第 K 列とを消すことに対応する。 また，ある木， 補木に関連する D(あるいは R)

と他の木，補木に関連するそれとは行演算によって互いに移れることも注意しておこう。
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2.4. 双対性

以上述べて来た事柄のうちで，木と補木，ループとカットセット，とし、う概念だけが関係する

部分，すなわち

・ループの全体もカットセットの全体も M(X， J) の部分群をなす。

・ループ x は込任意のカットセットピに対して (x， x')=O となるような M(X， J) の

要素、としても特徴づけられる。カットセットダはミ任意のループ x に対して (x， x') 

=0 となるような M(X， J) の要素、としても特徴づけられる。

・木とはループを合まないような校の極大部分集合である。補木とはカァトセットを含まない

ような枝の極大部分集合である。

・木と補木とは互いに補集合である。

・補木の校 1 本と木の校何本かとで作られるループは(一意的に定まりかっその全体は〉ルー

プ全体の作る群の基底をなす。木の校 1 本と楠木の校何本かとで作られるカットセットは

(一意的に定まりかっその全体は〉カットセリト全体の作る群の基底をなす。

は‘木手二主補木、， ミループ手二主力ットセット、という入れ換えに関して全く対称になってい

る。したがって，これらの諸事実から導き出される一つの定理に対して上の入れ換えを行なった

結果得られる命題はやはり一つの定理になる。これをグラフの理調における~対原理(priniciplc

of duality) としづ。実際この双対原理は(代数的)位相幾何学におけるそれの特殊な場合にな

っている。

2.5. 2-isomorphism 

今，二つのグラフ G/， G2 があって，その枝の集合 XJ， X2 の聞に一対一対応があり(点の

集合 U1 ， U2 はどうでもよい) , 

( i) Gi の任意のループは Xi と Xj の聞の対応から定まる自明な対応により Gj のループ

に対応する (iキj， i , j=l , 2) 

とし、う性質があるとき G1 と G2 とは互いに 2-i日omorphic であるという。定義から直ちに

知られるように， 2-isomorphic なグラフの聞では

(ii) カットセットはカットセットに対応し，

(iii) 木は木に対応し，

(iv) 補木は補木に対応する。

(( i )の代りに (ii) を 2-isomorphism の定義として採用することもできる。)

2-isomorphic なグラフを互いに物理的に等価であるとみなせるような問題が多いので 2-

isomorphism の概念は重要である。

グラフ G の一部が残りの部分と唯一つの点仇で結ばれているとき，すなわち枝の集合 X

を X1 と X2 に二分し (X1 UX2=X， X1 nX2 = り)， U戸。+X1 U a-x /, U2 = a+ X2 U a-X2 とお

くと U1 日 U2 =uα となるとき，点 uα を articulation point という。(輪の点，橋の両端の
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点は常に articulation point である。〉

グラフの一部が残りの部分と唯ごつの点 Ua ， Ub で結ばれているとき，すなわち(よと同じ記

号で) U1良品= {Ua , UÓ} となるとき， X三を校の集合，払を点、の集会としてもつ部分グラフ

を:;' 2 端子部分グラフ (2-terminal subgraph) という。 1 本の枝とその両端点，あるいはいくつ

かの連結成分から唯 1 本の校を除いた残りの部分は，常に 2 端子部分グラフであるが，これらは

trivial だから以下ではこれら以外のものを問題にすることとする。

連結でかつ articulation point をもたないグラフを非可分 (non-separable) であるといい，

非可分でないこと役可分 (separable) という。グラフの一つの連結成分に属する枝の集合は

articulation point日を境としてし、くつかの部分に分かれる。その各部分1">::，非可分成分 (non­

separable component) と呼ぶ。(非可分成分の数が 1 であるグラフが非可分， 2 以上のグラフ

が可分。〉非可分成分の数は 2-isomorphism に関して不変だが連結成分の数はそうでないこと

はj主意すべきである。

容易に検証できるように，グラブが可分であるための必要十分条件は，任患の木，補ネ:に関連

する原蛤ループ行列〈あるいは原始カットセット行列一一どちらでも同じこと〉が適当な行の置

換および列の置換によって下のような形に変形できることであるO

隊J 1 のグラフでは， U3 と U. とが articulation

point; たとえば{民， :J:S, 317, X 8, X9} は残りの部分

と点 UJ， U3 でだけ結ばれているから 2 端子郎分グラ

フを作る;非可分成分は{X't. X2 , X 3 , Xs, X 6 , X' 7, 

X' 8}, {X.} , {X9 }, {X'lO, X' ll} の 4 イ回(したがってグ

ラフは可分)。

なお，あるグラフに下の変換(a)-(d)のいくつかを施して得られるグラフ誌もとのグラフに

らisomorphic であることはほとんど自明だが，逆にミ 21\司のグラフが互いに 2-isomorphic で

あるときには下の変換(a)-(d)な適当に施すことにより必ずープiから他方に移れる、という定

期が H. Whitney により証明されている(証明は初等的だが長いので省略する〉。

(a) ある非可分成分中の校の向きを全部主iこする。(技X'，の向ぎを逆にするとは a+X'， と

。 -X'， とを入れ換えること。〉

(b) (trivial でなL う 2 端子部分グラフを残りの ;';i5分から切り離し，向きを逆にして再び

くっつけ，その部分グラフ内の技の向きをすべて逆にする。

(c) 二つの連結成分を〈それぞれから任豆:に 1 点ずつ選んでそれら 2 点を 1 点にまとめると

いうやり方で) 1 点でくっつけて連結成分の数合減らす。(その点は articulation point に

なる。〉

( d ) articulation point で非可分成分を寄り離して達結部分の数を増す。(( c)の逆の操作。〉
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が交叉して描かれているグラフも凶 S

(b)のように交叉のないように措ざ泣

せるものは平面グラフである。)グラフ

の平君主殺に関しては C. Kuratowski 

による有名な次の定翌日がある(証明

略〉。

~t.盟 2.10. グラブが平面グラフであるための必要十分条件は，校の開放除去，短絡除去の操

χg 

X10 

i三) 4 

(a) (b) 
凶 5

χq 

23 

たとえば，題 4 のグラフは

関 1 のグラブと 2-isomor­

phic である。(非可分成分

{X4} を切り離し， {X10• Xl1} 

をくっつけ， {X9 } のついて

いる場訴をかえ 2 端子部分

グラフ {X7 ， XS} の向きをど逆

にしたものになっている。

2.6. 王手鑑グラフと

双対グラフ

国 1 のグラフのように，王子

面上に枝がうど叉しないように

描くことのできるようなグラ

フを平富グラフ (planar

graph) という。(ほ)5 (a)のように校

作によって凶 6 のグラフのどちらももとのグラフから生じないことである。

(a) 
間 6

(b) 

ょの定理で，枝 X. の込書詩放除去、とは x ~"ら X. をとり除くこと〈この様弧立点ができれ
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ばそれも U からとり除く) , ミ短絡除去、とは fJ+x. とかx. との 2li，、を同一点、とみなした後

x. を X から除くこと， である。

ょの定理は一見美しいが，複雑なグラフが平磁的かどうかを実際に判定するためのお効な算法

は与えてくれない。

勿論，図 6 の 2倒のグラフはそれ閥均典型的な非半面グラフである。

半面グラフ G を王子部上に校の交叉なしに描けばその校によっ 立予断は m*土器銘-m十α十 1

〈出n-p十 1) 備の領域に分割される(はじめ 1 つながりの王子留に校を織に一本ずつふやして行っ

て誠域の数とグラフの連結成分の数と点の数とがどう変化して行くかを調べればこのことは容易

にわかる〉。 各様滅ゃに 11泌ずつ新しい点をとりそれらをと u! (a出 1 ， "', m*) と す。 G の

校 x. が ut に対応する領域と ut に対応する領域との壌になっていて払のi匂きに向いたとき

u! に対応する領域が x. の左側に ut に対応する領域が右閣にあるとき， 点 ut を iちて点

u'l: に入る新しい校 s? を作る。点の集合 u*ニコ {u'f， …， u~.} ， 校の集合 x*日 {x'f， ・…，

おおより構成されるグラフ G* を2替えよう。グラフ G の，校の集会 X と G* の校の集会 X事

との鰭には x* の作り方からして自然に一対一対応がある。

¥ 
/ "也、
/ -荷風 、

/ ........ツど /\i
メ/" A 

I / / /.\#ι戸f

f JK./' <( ;;r;. 
J f i\下1L十一ラア/;>¥'"  ./ 

I ./ぷf

;川乙~ノ /F.ft. ./"  

2 主L:.陥柑m ・幽楢山./

",..;- - - ..../ / 

〆/ト/
1/ /い/
f /' I I 此

け /1 /' !r-\)九/l }J/' !¥I  I労 I /1 
よ./や \/11 1./ 1

\い曹 ( ¥=vyrJ 
\\、\\ ~I~I/ / .. 
\\、、h 、、‘l!l ," 
\、でとここ けH/

関 7 

木と犠木は G* の補:;fごと水にそれぞれ対応する。

一般に， 二つのグラフ G， G本があって， それらの枝の集合 x，

i辺 1 のグラフを G とした

ときの G* を態 7 に G と

ねてなミす。 G の点を・， G* 

の点を X, G の校を→…，

G* の枝吉子…→とそれぞれ表

わしてある。(簡単のため，

点番号，枝番号は記入してな

い。立いに交叉している校

→ーと校..・→とが対応する杖

の対である。〉

G に女すする G燃の作り

からして明らかなように， G

におけるループは G寧におけ

るカットセットに， G のカ

ットセットは G* のループに

対応する。 したがって G の

x* の関に一対一対応があ

り， その対JZによ q て G のループが G本りカットセットに対応し G のカットセットが G* の
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jしープに対寵するとき ， G* は G の双詩グラフはual graph) であるという。 S 2.2 に述べた

ノレープとカットセットとの性質により ， G* が G の双対グラフなら G は G* の双対グラフで

ある。また， ~ 2.3 の木と補木の定義から明らかなように，互いに双対なグラフの間では木と補

木とが入れ換わる。また，双対グラフと 2-isomorphism の定義から直ちに知られるように，

グラフ G の双対グラフは一般にはーっとは限らず， G* が G の双対グラフなら G* にルiso欄

morphic なグラフは皆 G の双対グラフである(逆も真〉。

平面グラフの双対グラフが存在することは上に示したが，交に，ミグラフ G に双対グラフが存

在するための必要十分条件は G がギ弱グラフで主2ることである、ということも知られている。

2.7. その弛

前部までは主として也相幾何学!布な観点よりグラフを見て米たが，グラフに関して屡々語られ

る概念や定理にはそれら以外にも，どちらかというと初等J'r9凶械的な，標語的にいえばミー筆書

き的、な，ものが数多くある。それらの中で比較的重廷と忠、われるものについて以下で極く大ざ

っぱに触れてみよう。

2.1.7. 完全グラフ (eomplete graph) 完全接続のグラフともいう。どの 2点をとっ

てもれそらを南端点とする校が存在するようなグ f フのことく輪がなしかっ同ーの点対を両端

点とする技が 2 本以上ないようなものに都摂することもある〉。出 6 (a) は 5 点完全グラフであ

る。完全グラフ(輯摂された意味での〉は連結でカミつ非可分である。

2.7.2. 道 (path) と閉路(circuit) :一枝の組 {Xq ， … ， x"/} と符ザ〈十1 あるいは -1)

の組 {éi) '''， εz}とがあって OJ436t z Fi叶丸山(ト二 1 ，...1; a+ 1μa+ ， a- I正δつとなるとき {X't'

X"Z}を ~ðtlXlrl から a-'IX"， への i之さ l の道、といい，特に a'lX町 =a-'IXKI のときミ閉

路、という。匂=1 (-1) のとき校 Xq はその道あるいは問時に叩様方向(逆方向〉に合まれる、

という。 $:1= … =ε(=1 なる i註(閉路〉を特にミ狭義の道(開E的、と呼ぶ。長さ 1 の閉路は輪

である。道〈閉路〉がそれより長さの短かい閉路{~Þ含まないとざ〈すなわち同じ点を 2度以上述

らないとき〉 ミ単純 (elementary， irreducible) 、であるという。

2.7.3. 強連結グラフ (strongly connected graph) 一一一任意の一点から任意の他の点

へ必ず狭義の道が存在するようなグラフのことをいう。強連結グラフは連結である〈が逆は必ず

しもいえない)0 2個以上の点のある強連結グラフでは任意の点を通る狭義の閉路が存在する。

2.7.4. グラフの点の掛別と類の聞の半順序関係: --~ 2.1 では 2点仇 Uò の聞に道が

存在するとき uα~的と書いた。それより強い怠f11ミで，仇から Uò へも，杭から Uα へ

の道が存在するとき仇却Uò と書く。また Ua~Uq と定義する。関係~がi弓値関係であることは

明らかであるから，勾に関して点の集合 U は室長L'iì t される。各類を予孔(臼=1， 2，…，めと

す Cw..nWx=ゆ〈曲キ x) ， u= u ww)。明らかに頭部 nvw} は連結成分への類7.JIJ {Ui} の細分

である，すなわち一つの机はいくつかの Wω の和集合である。容易に示されるように，ニ二つ
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の類 Wω と Wx とについて， もし Fれの一点から W九の一点へ狭義の道が存在すれば wω

の任意の点から Wx の任怠の点への狭義の道が存在する。このとき wω>-Wx と占くことにす

れば， I対係〉は半順序関係であること，すなわち

(i) W.ω>-W.町

(ii) W.ω>-W" Wx>-W.ω なら W.ωニ Wx ，

(iii) W.ω>-W x, Wl.>-W， なら W.ω>-W，

であること，は明らかである。

グラフの点をこのように整理してみることは，状態間の遷移関係，個体の間の関係で可運なも

の，などのグラフによる表現を整理し，見やすくするのに役立つ。

2.7.5. chromatic number と chromatic class :ー←グラフの枝 x， と民 (ι キ x，) と

がミ隣接している (adjacent) 、というのは x， の端点のどちらかが仇の端点のどちらかと

一致していること;グラフの点 Uα と仇(仇キUb) とがミ隣接している、というのは仇， Ub 

を両端点とする校が存在すること。

グラフの点を色分けする問題で，隣接する点が異なる色で塗られるようにグラフの点を塗り分

けるために ρ 種の色が必要にして十分なとき， ρ をそのグラフの chromatic number とし、し、

r (G) と記す。また，グラフの枝を色分けする問題で，隣接する校が異なる色で塗られるように

するために q 砲の色が必要にして十分なとき ， q をそのグラフの chromatic class という。

chromatic number が 2 であるための必要十分条件は長さが奇数の閉路が存在しないこと，

という König の定理はほとんど自明であろう。

2.7.6. internal stability と external stability :一一グラフ G の点の集合 U の部分

集合 V が“internally stable" であるとは V のいかなる 2 点も隣接していないこと。 inter­

nally stable な集合 V の中で最も要素の多いものの要素の数を “ coefficient of internal 

stability" とし、し、 α(G) と If? く。グラフ G の点の色分けの問題で，隣接点を異なる色で塗るの

に r (G)在iの色で済むなら， riiJ-~色で塗られている点の集合は明らかに internally stablc だか

ら各集合の点の数は壬α(G)。ゆえに， r(G) ・ α(G) ミm(=点の総数〉。

グラフの点の集合 U の部分集合 V が“externally stable" であるとは， u=rv uvであ

ること (rv は V の点を始点とする枝の終点の集合)0 externally stable な集合 V の中で最

も要素の数の少なし、ものの要素の数を“coefficient of external stability" とし、し、 ß(G) と

記す。

2.7.7. 核 (kernel) 一一 internally stable でかつ externally stable な点の集合を

ミ枝、としづ。核のないグラフもあるし 2 個以上あるものもある。グラフ G に核 V が存在

するとき，それに合まれる点の数 (!v! と記そう)は α(G) 孟 !V!~ß(G) となることは明ら

か。

2.7.8. matching: 一一一般のグラフについても定義できるがここでは bi-partite graph 
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についてのみ記す。

点の集合:u が u+ と u- とに分かれ (u+UU-=u， u+nu-=cþ) ， 任怠の枝 x， (fX) に対

して ;)+x，ιu+， a-XκfU- となるようなグラフ G f~~ “ bi-partitc graph" という。“matching" と

は bi-partite graph G の枝の集合 X の部分集合 Yで，それに合まれる校が互いに隣接しない

ようなものをいう。 matching Y は a+Y(Yに属する枚の始点の集合〉とù-Y(Yに属する校の終

点、の集合)との聞に一対一対応を与える。そこで ， Y を句+y から a-y の上への matching、

ともいう。 ru+ の部分集合 v+ から Uーの部分集合 Vーの上への matching が存在するた

めの必要十分条件は v+ の任意の部分集合 }y+ に対して rw+ の点の数が w+ の点の数より

少なくないこと」という重要な定理がある。この定理は単独に証明するよりはネットワークフロ

ーの理論におけるミ最大流量最小切断の定理 (maximum-flow minimum-cut theorem入の

特別な場合として理解する方が早道なのでここでは証明を省略する。

2.7.9 点の位数 (degree) 一一点仇の吋立数、とは ð+uα に合まれる校の数と Ò-Uα に

合まれる校の数の和のこと。

2.7.10. その他:ーー

ミ(狭義の)ハミルトン路 (Hamiltonian path) 、とはグラフの全点を唯一度ずつ通る(狭

義)の道のこと。 ミ(狭義の)ハミルトン閉路 (damiltonian circuit; ハミルトン税ともし、

う)、とは始点と終点とが同ーの(狭義の)ハミルトン路のこと。

ミオイラ-~各 (Eulerian path) 、あるし、はた f イラー!羽E各 (Eulerian circuit) 、とはグラ

フの全校を唯一度ずつ通る道あるいは閉路のこと。 rオイラ一路(あるし、はオイラー閉路)が存

在するための必要十分条件はグラフが述粘で，かつ位数が奇数である点の数が 2 (あるいは 0)

であること」とし、う定理は一筆書きの定理として有名である。 r狭義の道(閉路〉としてのオイ

ラ一路(オイラー閉路)の存在のための必要十分;廷判二はグラフが連結で，かつある 2 点 Uα。， Ub
o 

を除いた他の任意の点 uα では jÒ+Uα| ニ jò-ua j また jð+uα。 lzla-uu。 |+I， ld+Ubo|=la-zhoi

-1 (すべての点で jÒ+Uαj= jò-uaj) であること j といヲこともいえる。(ここで jVj は V

に属する要素の数を表わす。〉

グラフの 2 点 Ua ， Ub 聞のミ(J.t設の)距離、を Ua から Ub への(狭義の)道の rfJ で長さ

が最小のものの長さとして定義し ， d (uα ， Ub) (二出くことがある。 d (Uα Uα〉ニO とし Uα

から叫への道がないときには d (uα ， Ub) ニ∞と定義するのが r~.'!JJlである。 d (uα ， Ub) は距

離としての性質のうち d(仇， Ub) 注 0， d (Ua, Ub)=O , 'uα =Ub ， d (uα ， Uc) 二三 d(仇， Ub) 十

d(Ub, Uc) は満足するが，広義の距離は d(u向 ub)=d(Ub ， U c) を一般には満足しない。 r=

min{max d(仇， Ub)} をグラフのミ半径 (radius)、とし、し、右辺の ml11を与えるような Ua
Ua'U Ub'U 

をグラフのミ中心 (center)、ということがある。勿論，この定義では中心は一点とは限らない。

また非連結クーラフでは r=∞となり中心がないω 逆に連結グラフ(広義の距離については強連
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結グラフ)には中心がある ò=max d(仇， Ub) をグラフをミ直径 (diameter)、という (半
Ua, Uõ{(ノ

径の倍とは限らなし、)。

3. グラフの理論の応用について

現在グラフの理論はし、ろいろな分野における問題の表現の手段として，解法の技術として，また

その他いろいろなレベルで利用されている。そのすべてを数え尽すことは到底不可能であるが，

グラフの理論が相当本質的な形で利用されている分野を手あたり次第にひろってみても，

電気回路理論，ネットワークフローの理論 (ORにおける輸送問題，工程計画，日程計画の

理論などを含む) ，オートマトンの理論(言語構造の理論も合む) ，ゲームの理論，マルコ

フ過程論，社会心理学，通信理論における符号化の理論，

等々際限がない。どの分野一つをとっても，その解説には多分本稿と同じ位の紙幅を必要とする

であろうので，それらについては二三の参考文献を挙げるだけにしてまた別の機会を待つことに

しTこL 、。

「まえがき」に挙げた König と Bergc の本にも(特に後者には)いろいろな応JlJ例が合ま

れてはいる。しかし，ある分野への応用ということを主眼にした単行本としては，電気回路，ス

イッチ回路，オートマトン，通信回路などの分野では

S. Seshu and M. B. Reed , Linear Graphs and Electrical Networks. Adison.Wesley , 

Reading-London , 1961; 

W. H. Kim and R. T. Chien, Topological Analysis and Synthesis of Communication 

Networks. Columbia University Press, New York.London , 1962 

などを，ネットワークフローの理論の分野では

L. R. Ford , Jr., and D. R. Fulkerson , Flows in Networks. Princeton University 

Press, Princeton, 1962; 

C. Berge et A. Ghouila-Houri , Programmes, Jeux et R駸aux de Transport. Dunod , 

Paris, 1962 (の後半〉

を挙げることができょう。また，グラフの理論というよりはもっと一般的な代数的位相幾何学の

見地から諸種の回路問題の理論的基礎づけや応用を試みようとしづ我凶の研究者連の論文が数多

く合まれている論文集

近藤一夫編， RAAG Memoirs of the Unifying Study of Basic Problems in Engineerｭ

ing and Physical Sciences by means of Geometry , Vol. 1 (1955) , Vol. n (1958) , 

Vol. m(1962). 学術文献普及会(東工大内)0 (のDivisions A , F , G の諸論文)

の名も挙けーておかねばなるまい。

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




