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Convex Programming についてのノート

竹 内 啓キ

~ 1. 凸計画に関する補助定理

凸な範囲で，凸函数の最小値を求める問題は，数理計画法に関するいろいろな問題の中では，

比較的素性のはっきりした問題であって，いろいろな便利な性質を持っている。以下では，この

問題に対する一つの，いわば素朴な接近法についてのべよう。注1

x を n 次元ベクトル UI> U2, "', U怖を n 次元ユークリッド空間内の閉凸集合， f(x) を

x の厳密に凸な函数とするとき，

xzU，nU2n...nUm の範囲で f(x) の最小値を求める

問題を考えよう。注 2

いま U，. ・・・・・ ， Um のそれぞれの境界点の集合を ， 1" ， 一・ ， 1怖と表わすことにする。

そのとき次のような裕助定理がなり立つ。

補助定理 1. 

f(x ,)=minf(x) 
X,U1 

f(x2) =min f(x) 
X,u,nU2 

とおく，もし x1 が U2 に属さないならば， X2 [,j: 12 に属する。

証明 これはよく知られた定理であるが，証明は次の通り。

X2 が U2 の内点ならば， x=2xl+( 1 -2)X2 ()く2<1 とするとき À が十分小ならば x

は U1 nU2 に属する。そうして

f(♂) :S;; 2f(x,) + ( 1 -ﾀ)f(x2)<f(x2) 

となるから，仮定に反する。(証終)注 3

補助定理 2. 

f(x*) =min f(x) 
m 

X2 21L九

とおく，もし x*，/iln..... .n/i;>, x*$l j , jキ tt

ならば，
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f(x*) =min f(x) 
xεui1n......nUip 

すなわち x* が Uj の内点になっているならば条件抗 Uj lま実は最小値には影響しないこにな

る。注 4

P 

証明 vl=nui V2=nUj とおく，
r=l k j=i

k 

もし

f(x，)=minf(♂〉くf(x*)=min f(x) 
xε V， xε v， nV2 

ならば，補助定理 1 により x* はれの境界点にならねばならなし、。したがってそれは少くと

も 1 つのめの境界点にならねばならない。これは仮定に反する。(証終〉

補助定理 3. 

f(x ,) =min f(x) 
xεu2nu3n ….nup 

f(X2) =でjtnJJf}n叫

f(xp)=min f(x) 
xeCh n u3n …… nup 

とおく，

もし XiεUi ， i= 1 ，・…・・ ， p ならば，

f(x*) =min f(x) 
抗u， n ・ ...nup

とおくとき x*ε1， n12'" …nlp

すなわち条件即日を除いたときの最小値が Ui の外で達成されるなら Xõ Ui を加えたとき

の最小点は Ui の境界上に来る。注5

証明補助定理 1 をくり返えし適用すれば

x*.ε1; ， i= 1 ,……, p 

を得る。(証終)

補助定理 4. U を任意の閉凸集合とするとき，

f(x*)=min f(x) 

ならば，

x,u 

x，-U ならば h'(x-x*)孟 O

かっ f(x*)=min f(x) 
h'(x-x*)注O

となるようなベクトル h が存在する。すなわち x* は U をふくむある半空間上での f(♂〉の

最小値を与える。注6

証明 x* が U の内点ならば，補助定理 1 により h= 0 とおけばよい。♂が U の境界点にあ
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るならば， f(x)くf(x*) となる z の範囲を S とすると s は f が凸函数であるから，聞か

っ凸になる。そうして S と U の共有点は♂*のみになる。従って x* を通り S と U を分つ

超平面 h'x=h'x* が存在する。すなわち， x.U ならば h'x~h'x* かっ f(x)<戸(x*) ならば

h'xくh'x* となるような h が存在する。(証終)

補助定理 5. x が n 次元ベクトルのとき

f(x*)=min f(x) p~n 
x'u ,n...."nup 

ならば，適当に n 個の Ui ，'''，[ん をえらんで
" 
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r
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，
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とすることができる。すなわち実際に効果のある制限条件はたかだか n 個である。

証明 補助定理 2 により ， x* は U1> …… ， Up の境界点、にあると仮定してよい。従って x* は

Utn. ・田…nup の境界点，補助定理 4 により，

x.U1 n. …・ .nup のとき h'(x-xだ)孟 O

かっ f(x*)=min f(.♂〉
h'(x-x*)話。

となるようなベクトル hキ O が存在する。

適当に n 個の Ui n. …..nUi をえらぶとき，
n 

X�i n......nUi ならば h'(x-x勺 ~O

" 
となることを示せば，定理が証明される。注7

xeUi n.… ..nUi の範囲での h'(:J.~-x*) の最小値を -e(ム・… ..i，，) (~ 0) とす

" 
ると，任意の

0<εくε(ムー .i，，) に対して，

h'(x-x*)= ー ε x.Ui1 n......nUi"

となる♂が存在することは Ui n. …..nUi が凸であることから導びかれる。従って
" EFzml?ε(it.… ， i ,,) 

1". '1も

とおくと，すべての九…，九に対して，

h'(x-x*)= ーら xeUi1 n...nlJi" 

となるような点が必らず存在する。 いま Ui と超平面 h'(x-x*)= ーらとの共通部分を Vi と

すると Vi は n-l 次元ユークリッド空間内の閉凸集合になる。仮定により Vt.・…" Vp の任
注自

意の n 個の共通部分が空でないから Helly の定理により Vin.. … .nvp は空でない。従って

Vin......nVp と h'(x-x*)=ーらは共有点を持つ，それゆえら=0 でなければならない。証終)

~ 2. 計算法

~ 1 でのぺた補助定理を用いて，数値計算法を考えることができる。

1. P豆n の場合

ui1nui2 n 一一 ..nUik の中で f(x) を最小にする点を x(i1 ・ .ik) li1 nli2 ' ・ .nlik の上で f(x) の
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最小値を与える点を cml ・ --tk と表わす。また無条件で最小値を与える点を X(O) と表わすことに

する。

まづ X(O) を求める。もしこれが u1n...nUp に属していれば，これが解である。

もしこれが例えば引に属さないならば Xl を求める。そうして x(1)=x1 とする。

x(l) が更に例えば U2 に属さないならば，まず院を求め X2εU1 ならば x(1， 2)=x2'

~2$Ul ならば x(l， 2) =Xl.2 とする。

もし x(1 ， 2) が更に例えば U3 に属さないならば， まづ X3 を求め， 次にそれが U1nU2 に

属しているか否かによって，もし X3ÕU1nU2 ならば x(l， 2, 3) =院とする。もし X3ÕU1 ならば

Xl.3 を求め X1，3õ[んならば， x(l , 2, 3) =Xl.3, Xt. 3 $ U2 ならば， 次にXz， 3 を求め， X2' 3ﾕU1 

ならば x(1 ， 2， 3)=x2.3， X2'3$U1 ならば x(1， 2, 3)=ι ， 2 , 3 とする。

一般にこのような操作によって h 個の日，・…・" Ui の共通部分における最小点 x(it.・ ， ik) 

が求められたとき， もし x(it. ''', ik) ε Ui +1 ならば，まず x(ik+1) � i n… ..nUi ならば x

'" 
(it. "', i ", ik+1) =x(ik+ 1 ) とする。もし ， X(ik+ 1) εU1 n......nui ならば X(i l' ......, ik> ik+ 1 ) は

li +rと u1n......nUi の境界との共通部分に来るから ， Xi +h  i , Xi +h  t ， ・…・・ ， Xi +h  i , i , 
k k k 

…というような形の点を順にチェックして行けば X(ih … ， ib ik+ 1 ) を求めることができる。

このような操作によっつて，最後に x(1 ， 2， ・"， 1めを求めることができる。

2. p~n の場合

補助定理 5 によって，たかだか n 個の Ui ， ・一" Ui の共通部分における最小値だけを求め
n 

ればよい。更に補助定理により，実はたかだか n 個の U の境界点の集合の共通部分，すなわ

ち li n..... .nli (k 三五 n) というような形の集合の上での最小点のみを求めればよし、。

そこで 1 の場合と同様にして z を順に定めて行くことにする。そのとき x(九・・・・ ， i".) とい

う形の点が得られるまでは 1 の場合と全く同様に進める。ここでもし z仏，......， in) Ui な
n+ ι 

らば，少くとも一つの j(1~玉j;孟 n) について x(i1 ， ・・・・・・ ， i 1l ， 九+1)εUi となるから， このような j

について弘を条件から除いて考える。そうしてつねにn個以下の日の共通部分について最

小点を求めて行けば，解に達することができる。

このような操作は n が大きいときには，かなり面倒なものになるが n=2 の場合には比較的

容易である。この場合には，また次のようにして計算してもよい。

まづ x(O) を求める。これがもしすべての条件を満たしていないならば， x(O)ε Ui となる i

について m を求め，その中で f の値を最大にするもの，すなわち maxf (Xi) を与えるもの

を求める。それを例えばふとする。 これが更にいくつかの条件を満さないならば X1Õ[んとな

る j について Xhj を求め maxf (xt. j) に対応する j を求める， もしそれが Xt. 2 であると

き X11 2 が条件を満たせばこれが解，更にこれが条件を満たさないならば U1 は完全に考葱し

ないでよいことになるから， 今度は hキ 1 として X2・ k とし、う形の点を求めて， 上と同様な操

作を行えばよし、。
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また n= 2 の場合には，もし Xi$UjXj$Ui となるような 2 つの i， j について，もし Xi> j が

すべての条件を満たせば， X� j が解になるから，このような点を何らかの方式で求めてもよい。

93. 数値摂

次のような例を考えよう。 (5. Zahl. JR55. ser. B, vol. 26, No. 1, 1964, p.152) 

f(x) 口3X，2+2x22十2X，X2

の最小値を，次の条件の下で求めること。

X，十2X2孟4

Xl十X2~五3

3X ， +X2;:;玉 6

XI-X2三三一2

-xl-2x2~-10 

-X， +4X2;;玉 -5

この 6 つの式によって定義される半平面をそれぞれ UI> …・ー ， U~ としよう。

まず min f(x)= 0 x(O)=(O , O) 
3 

は明きらか。これは U10 U2, U3 に濡さない。そこで，まず引を求める。

。1出3x2 ， 十2X22+2x，X2-Æ， (X ， +2x2-4)

とおし、て

を解くと，

oø, Oﾘl 
一一一­iJx , iJX2 

6x，-ト2x2ーえ1=0

4X2十2x， -2Æ1 出。

X，十2x2-4= 0 

から X 1 =O, X2悶 2 となる。すなわち

x(1)=x1=(O,2) 

x ,+2x,-4=O 

ところで X， $U2' U3 であるから，次に X2 を求めるe

。2=3x12+2x22+2xlX2-Æ(X，十X2 ゆ嶋 3)

として

より

oø宮内 oø乞 A
，雌"“時伊-= 11 --= 11 
濆l 濆2 

6x， +2x2ーん=0

4X2十2x，ーん=0

X，十x2-3= 0 

X，十立~2-3= 0 
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x 1=l, X2= 2 

f走って x2=x(2)=x(l ， 2)=(1, 2) となる。

ところで更に X2$U3 だから，まず x3 を求める。

とおき

φ3=3x12+2x22+2xlX2ーん(3x1 +x2 -6)

a� ~'f'3 =6Xl+2x2-3l3= 0 
aXl 

a� ~=4X2十2Xl一九=0
aX2 

3Xl+X2-6= 0 

を解けば x1 =2， X2= 0 となる。

ところでぬ=x(3)= (2, 0) $ U2 となっているから x (2, 3)=X2・ 8 となるはず，ところで

X2・ 3 1;1:, 

X1+X2= 3 

3Xl+X2=6 

の解 X1 =3/2J X2=3/2 以外にはあり得ない。そうして X2.3=(日， '/2) はすべての条件を満たす

から，これが解になる。

この場合，計算手続きは， Zahl の方法，或いは Wolfe のようなシンプレックス法によるより

も謹かに簡単であることがわかるであろう。

~ 4. むすび

ここでは f(x) は厳密に凸であると仮定した。しかし，それが広義の凸函数であっても，一つ

の最小点を求めるための方法としては，ここにのべたような考え方が適用できる。

また，問題の条件のうち一部は，最初から固定してf の定義域自体を限定したものとして考え

ることもできる。このことは f(的の全空間での最小値が存在しないような場合には，必要な操

作となる。このような操作を行えば，線型計画法の問題にも，この考え方を適用することができ

る。

また f(x) が凸であることも実は必要ではない。 ~1 にのべた補助定理が成立するためには，

任意の定数 C について f(x) 孟C を満たす範囲が凸集合になることが必要かつ十分である。従

って例えば Xl孟0， X2~玉 O の範囲で，

f(♂)=-X1X2 

の最小値を一定の条件の下に求めるような問題にも，このような考え方を，適用することができ

る。
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注 1. ごとわるまでもないことであるが，ベクトル Z の函数 f(x) が凸 (convex) であると

きは，任意の x~ ， X. (x t キ x.) および実数 0<α く 1 に対してつねに

f(αxt +(1ーα)x2 ) 孟αf(x t )+(1ーα)+(X2)

が成り立つこと，またここでつねに不等号が成立するならば， 厳密に凸 (strictly convex) と

いう。

また x のある範囲 C が凸集合であるとは，任意の xtεC， X2εC， 0 くα<1 に対して，つねに

αxt+ (1ーα)X2 εC

となること。

注 2. 凸函数は，定義域の境界点以外では連続である。しかもつねに lim f(x) 孟f(xo) が成り

立つ(図 1 参照〉

したがって， それは m の有界な閉集合の範囲の中で必らず最小値を持つ。範囲が有界でなけ

れば下限は一∞になることもあり得る。また凹な範囲では厳密に凸な函数の最小値を与える点

は唯一つしか存在しない。

注 3. この定理は図を書いて考えると簡単に了解できょう。

いま xt が U2 に入っていないとすると ， UtnU. に属する任意の x に対して， x1 と z を結ぶ

線分を考えると，この線分上では 3 から xt の方へ近づくにつれて f(x) の値は減少すること

になる。従って院は UtnU. の境界上，すなわち U2 の境界上に来なければならない。(図 2)

注 4. このことも直感的には明らかであろう。

f(x) の Xl~玉X~X2 の範囲での最小値が x=x司 *Xt <xホ<X2 で与えられるならば f(x*) は

z の全範囲での最小値を与える。(図 3)

注 5. 図 4 参照。

注 6. 図 5 参照。

注 7. 一般には n 次元空間で n個より多くの集合の境界面は共通点を持たないであろう。しか

し特別の場合には n+ 1 個以上の面が丁度で交わるということがおこり得る。 面倒なことはこ

のような場合に生ずるのである。(図 6)

注 8. Helly の定理とは n 次元空間の ρ 個の凸集合の中の任意の n 個がつねに共通部分を持
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つならば P 個の凸集合全体の共通部分は空ではないとし、う定理である。証明については上記の

Karlin の本を参照。

χ 

j の定義域
問 1

同 2

χ1χ 
図 3

frχ) 

χ χ1 
図 4

図 5

fCχ7 

χ2 

図 6

χ1 三 χ ♀ χ?
での最小
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