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規則的でない事象，すなわちランダムな事象にかんする予測の問題は物理学の分野では不確定

現象の理論的究明に関連して，ずい分古くから取扱われてきた。

一方，時系列の予測は，統計学では中心課題の一つで古くから研究が行われている。これに対

して WienerC1 J は 1940年代初期に有名な研究を完成した。これは数学的に完成された優美な理

論で，その後多くの研究を刺散した。

また工学の分野では，通信における雑音分離や，自動制御の最適設計の問題等と関連して，最

近とくに注目されてきている。

したがって，予測については統計学や数学の理論的研究にかんする論文のほかに近頃は通信工

学の分野の文献が多いのもこの方面の技術の重要性によるものである。今後いろいろな分野でこ

の理論の応用によって複雑な確率的現象が解明されるようになれば，その関連する分野も著しく

拡大するものと思われる。

以下には通信工学の論文を参照しつつ，数学，統計学の領域での Wiener 流の予測理論の研

究を系統的に紹介して，この理論の今後の発展の動向を明らかにし，研究の方向づけを試みよう

と考える。

この研究は，機械工業連合会の援助によって実施されたことを付記して感謝の意を表したい。

序章 予測理論の系統図

an節予測理論の発展

通信と制御の理論的，実際的問題のうちで予測理論との関連において重要なものは，信号また

は入力が統計的性質をもっているものである。

そのような問題としては次の三つ，すなわち

ω 入力から不規則な信号を検出すること

(2) 不規則な信号と不規則な雑音とを分離すること

。) 不規則な雑音があるときに，パルスとか， j:t弦波などの形の分った信号を検出すること

などがある。

雑音や信号の数学的解析の理論的発展の上に重要な貢献をしたもののうちには Rice が， 1945 

器東京大学昭和鈎年 7 月 10日受理経営科学第8巻 1 号
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年(1)および 1948 年に発表したランダム雑音の確率論的な考察や， 雑音と正弦波が重畳した場合

の詳細な数学的解析， 1940年に今堀， 1946年に Gabor が論じた信号の時間長を制限すると周波

数を正確に定めることができず，反対に周波数を正確に定めるためには時間長を長くとらなけれ

ばならないという，いわゆる時間一周波数の不確定性に関する研究等をあげることができょう。

これは，信号の時間長を長くとると定常とは考えられなくなり，そのために推定周波数の誤差が

多く入り，逆に時間長を短くとるとその聞は信号は定常と考えられるが，データが少なすぎて周

波数を正確に定められないためである。

Wiener( 1)は，戦時研究として，雑音を除去するためと，信号の未来値を予測するための予測

器(predictor) の設計を行った。これは結局雑音を予測してそれを入力から取除くことになるので

これらは数学的にはほとんど同じものである。この研究はまた独立に Kolmogorov( 1) によって

行われ，同じような結果が得られている。

Lee(l)は予測器を電子回路を用いて実現し信号対雑音比がー20db という雑音の中に埋もれた

信号を検出することを工学的に完成した。 c情報理論〕

Wiener はその開拓的な仕事において先に述べた(1) と (2)の問題は，いわゆる Wiener-Hopf

型積分方程式に導びかれることを示した。そして統計的な性質が厳密な意味で定常で rational

なスペクトルをもっという特殊な場合ではあるが実用上重要な問題を Fourier 変換の因子分解

の方法で解いた。

Wiener のこの基礎的な業績につづいて，多くの拡張や一般化が行われた。

Zadeh & Ragazzini(1)は影響継続時聞が有限の場合を解いた。それは Wiener 問題の物理的

解釈を行った Bode & Shannon( 1) と同時ではあるが独立に問題の簡単な解法を与えるものであ

った。これは後に近藤(1)によってさらに周期変動を合む場合に拡張された。

Booton( lJは Wieiner-Hopf 方程式の非定常な場合を扱った。

またこのような線に沿ったものであるが少々変った接近方法によるものとしては Darlington

(1)の研究がある

標本抽出した信号 (sampled signal) についての理論の拡張については Franklin & Lee( 1 )の

仕事がある。また日本機械工業連合会の「長期計画の理論的研究委員会J (1)ー(3)は近藤(2) を中

心として，多重時系列の Wiener 問題を離散的に扱い，電子計算機によって実際に計算を実行

している。

その他に Wiener-Hopf 方程式の固有函数系展開の手法を用いているものがあり， Davis(lJ 

をはじめとして Shinbrot，(1 )Blum,( 1 )Pugachev,( lJSolodovnikov & Batkov( 1 J，とつづいてお

り，最近，少し異つてはいるがFarmer(1)の研究が注目される。固有函数系にもとづく方法は，

もちろん積分方程式のE統的な解法であるが，さらに従来の方法と違って，これらの研究者は非

定常な問題を対象にしていることが特徴である。

一方 Kalman は，時間領域でのベクトル・マトリックスをつかつての手法を用いて基礎的な問
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序章 第 1節付表 第 1 表

線 形
年 イ吃 非 線 形 雑音理論一般

定 常 非 定 常

1941 Wiener,E1 ] EA1] 
Kolmogorov, 

1944 Whittaker. E. & 
Robinson. G. 

1945 Rice, S. 0.( 1) 

1948 Goldman, S. ( 1) 

1949 Wiener, N(1) La1w1hsloenn,b J.& 
eck , G 

1950 

N BShodanen, oHn.. W&  C. E.(1) 
, Zadeh, L. A. & 

Ragazzini, J. R( 1) 
n Singleton, H. E. 

1951 高橋他

n White, W. D. 

1952 Booton , R. C.C1: 

n Davis, R. C.( 1) 

1953 Woodward, P. 

n D∞b， J. L. 

, G, llespie, A. 

, Goldman. S. ( 2 ) 

• 河田〈竜〉委員会

Zadeh, L. A(1) 

Zadeh, L. A( 2) 

ZZadeh, L. A( 3) 

1953 近藤次郎C 1)

1み4 Tsien, H(1) 
, van der Ziel, A 

1955 (Chessin, P.)C1)※ 

h Franklin, G.<1)

1956 LaBrtainttgin .J.H& , R. HC1) 
h 委棄

H Lees, A. B. ( 1) 
CaFrOltIolinn , A G. ゐ

, J. W. Jr. 
H Pugachev, V.S.C1) 

• Solodovnikov. V.V 
& Batkov, A.M(1) 

, PugachevC 2 ) 
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線 形
年 代 非 線 形 雑音理論一般

定 常 ~p 定 常

1957 Hanson , J. E.(1) 

H 5teeg, C. W.(1) 

1958 関笑男

H Freeman, J. 

H B1um, M(l) 

H 5hinbrot, M(1) 

H Darlington, S. (1) 

H Davenport, W. & R∞t.W 

H Bendat , J. 

H Wiener , N( 2 ) 

H Bri1liant, M. B 

1959 Kotelnikov, V. A. 

H Parzen(l) 

H Pugachev, V. 5(3) 

H Bucy , R. S. < 1J 

H Chkuarlzg dak, .K.& 
L. F. 

H George, D. A. 

H Dar lington, 5. ( 2 ) 

1960 日elsirom ， c. 

11 Middleton 

11 Kalman , R. E.C 1) 

H Kalman , R. E.(2) 

H Fuller , A. T 

H Mc Fee , R 

H Pugachev, V. S. 

1961 

Ka&lmBaurlc , R.E. 
y. R. S. 宮脇一男

Mayne, D. Q 

1962 

1963 Gibson, J. E. 

H Flake, R. H 

11 Farmer , E. DC 1 ) 

H Pottle, C 

H Parzen , E 
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線 形
年 代 ヲド 線 雑音理論一般

定 常 非 定 常

, 近 藤(2) 大泉，他

6 P 委員会【1)

1964 P委員会(2)

6 P委員会(3)

註) p委員会:長期計画の理論的研究委員会

※ 情報理論の文献目録。その後追加されている。

題と取組んでおり，これは制御理論の観測可能性 (observability) ， 制御可能性 (controlability)

の問題と関連して，今後の理論の発展に大きな役割りを果すものと考えられる。

要するに，予測jの理論は，入力が定常なときと非定常なとき，連続な場合と離散的な場合とに分

類でき，すた入力が単純な場合と多重な場合とに大別できる。

以上は全て線形理論であるが，非線形理論も Zadeh(1)ベ 3 ), Wiener( 2 )等により取扱われて

以来，近年多くの論文が発表されているが，工学の問題として，例えば予測器の回路を設計する

ということとになると未だ未解決の問題も残されており，初僅函数を用いた Wiener の非線形

理論では，理論的には厳密であっても扱数の収束性に問題があったりするので，ここでは線形理

論のみを取上げることにした。

上に述べたことに少しつけ加えて理論の発展を年代順に系統的に整理したものが第 1 表である。

第 2節本研究の内容と構成

第 1 節第 1 表に予測に関連した文献を全てではないが代表的なものはほとんど挙げてある。こ

れらを全部紹介することは到底不可能である上，余り細部に立入ることによりかえって全体を見

喪うおそれもあるので，文献をその内容や手法によって大きくいくつかに分類して，そのうちの

代表的なものについて少し詳しく紹介するという方針で研究を進めることにする。

すなわち，序章では Wiener以後の概要を述べ1'1"0表に代表的文献の著者を発表年代にしたが

って整理してみた。その著者の文献は巻末にある。共通する記号はまとめて序章第 2 章の表にし

たが，個々の細かな記号については，その都度説明を加えてある。

ここで紹介するのははしがきにも断ったように線形理論である。それを内容から大きく分ける

ととり扱う時系列の統計的な性質から定常時系列の予測理論と非定常時系列の予測理論の二つに

なる。

文献の多くは連続な時系列を扱っているが，離散的な扱いをしているものもある。

また手法による分類として周波数領域での手法を用いるものと，時間領域での手法を用いるも

のがある。定常時系列の解析には周波数領域で考察するのが有効でもあり分りやすいが，非定常

時系列の場合，また非線形の予測に際しては直接に時間領域で研究するのが便利である。
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ここでは，定常，非定常の二つに分類し，第 1 章で Wiener と，それにつづく定常時系列の

理論を紹介し，第 2 章でいろいろな非定常時系列の理論について述ぺる。第 3 章は，最近の予測

理論の紹介として Kalman と Farmer の研究について説明するがこの二つは従来の理論と大

きく異っている点があるので別の章にしたのである。

それぞれの章のはじめにそこで紹介される文献の占める位置，意義等につき説明する。

最後に本論文に引用した文献の表を付けてあるが，これは著者名のABC順に配列し，序章の

年表，本文中の参照文献と対照できるようにした。

はしがきでも述べたが予測にかんする研究は Wiener 以後でもはなはだしい数量に達してい

るので本論文に引用できなかったものについては， ChessinC1 Jの文献集等を併わせて参照された

し、。

言己 号

α α 時間だけ先の予測。一般にはJE，負， 0 いずれをもとる。

5 デルタ函数

j!i 積分方程式の固有値

p 信号の二乗平均値

σ 遅差，積分変数

T 運差，積分変数

ゆ 相関函数

φ パワー・スペクトル

lj)" 積分方程式の固有函数

α』 角周波数

(*) 最適の意味を示す

E[ ], [ ] 期待値，平均値

e(t) 誤差

寸友巧r 平均二乗誤差

九入力

r。 出力

Fi (ω) fiのフーリエ変換

Fo(ω) f.。のフーリエ変換

!(t) 時系列 (=s(t)+n(t))

f*(t+α〉最適予測値

F(ω) !(t)のフーリエ変換
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g(t) 時系列の規則成分のうち傾向変動

h(t) 抵抗雑音，白色雑音

I 特に予測値に関する平均二乗誤差

K(t) 予測子，単位インパルス応答

m(t) 時系列の不規則成分

n(t) 時系列の不規則成分，雑音

N(ω) n(t) のフーリエ変換

n 信号に合まれる傾向変動の次数

R , r 相関函数

s(t) 時系列のうちの信号

S(ω) 信号のフーリエ変換

t 時間

x(t) 時系列，標本函数

X 時系列，離散的時系列

文献

本文 系統図，文献表

Kondo, J. [1J 
Kondo, J. C2J 

J. Kondo. 0) 

J. Kondo. (2) 

一著者についてー編しか引用されないときも(lJ をつける。

第 l 章 定常時系列の予測理論

33 

時系列の予測にかんする理論は最初， A. N. Kolmogoroy(l)によって研究された。この研究

は離散的な時系列の予測にかんするものである。

N.Wiener (1894-1964) 0) は連続的な時系列について Kolmogoroy とは独立に研究をはヒめ，

その結果は M. I. T. の国防研究委員会 (National Defenc泡 Re鈴arch Commitee) の報告として発

表されたが，公表は許可されなかった。第二次大戦後，秘密解除となって John Wiley & Sons 

書店より出版された。

これは彼のもう 1 つの著書 Cybernetics と並んで多くの関心を集めた。とくに通信工学，自

動制御等の工学上の応用において画期的な理念を創生し，新しい応用の分野を開拓した。しかし

このような工学方面の応用を離れて時系列の研究という理論的な立場から見ても興味の深い問題

が合まれている。

Wiener の原著は時系列のエルゴード性の仮定にもとづき，時間平均をとり，フーリエ変換，

一般調和解析を利用して問題を数学的に処理して v 、る。

Wiener の理論が公表されたあと続々とそれにかんする論文が発表された。その中で Wiener
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の理論の基本的な仮定を明確化し， 将来の発展への示唆に富む論文として今や古典的なものは

1950年に発表された Bode& Shannon(1)の論文である。

彼らは Wiener と Kolmogorov の最も重要な結果を電気回路の理論を使って， 数学的な演

算に物理的な意味を与えながら直観的に説明したのが特徴である。 Wiener の論文はその黄色い

表紙と数学的な難しさの由に“ The Yellow Peril" (黄禍)と呼ばれていたが，その物理的な意

味づけを行うことは数学の問題を実際に解いて物を作らなければならぬ技術者にとっては非常に

大切なことであり事実この論文はその後参照されることが多いものである。そこでここでは以下

に第 1 節で， Wiener 理論の概要を紹介するのに Bode& Shannon に従うことにする。なお他

にもわかり易い説明が N. Levinson によって為されており，それは Wiener の書物の附録Cに

おさめられている。

第 2 節では，予測器の物理的な実現性を考慮した Bode& Shannon の手法を雑音のない純予

測の場合と雑音のある場合とに分けて説明する。

第 3 節では，定常時系列の予測理論の Bode& Shannon 以来， 今日に至る迄の概要を述ぺる

が， いずれも Wiener 理論の主流をなす問題を扱っているものである。これらの中にあって

「長期計画の理論的研究委員会」は従来の研究が，応用上の困難さから，実際の計算例に乏しい

のに反して， IBM 7090 を用いていくつかの具体的な予測の問題を数値的に解いていることが注

目される。

第 4 節では， これらの Wiener 理論について， その評価菌数のとり方などの基本的な仮定や

応用についての一般的な問題点を明らかにしている。

第 1 節に入るに先だち参考のために以下に簡単に N. Wiener の著書(1)の内容を紹介する。原

著は，はしがき，第 1 章・数学的基本事項のまとめ，第 2 章・単一時系列に関する線形予測器の

理論，第 3 章・単一時系列の線形戸波器，第 4 章・多重時系列の線形予測器および炉波器，第 5

章・本書の技術中に合まれる各種の問題，および附録よりなっていて，第 2 章，第 3 章が重要な

部分をなしており，その思想ははしがきで， Fourier 解析に関する理論は主として第 1 章で述べ

てあり，第 4 章は，第 2 章，第 3 章の場合の拡張となっているが，本質的に新しいものは合まれ

ていなし、。

第 1 節 Wiener 理論の物理的考察曜日

(a) 問題の定式化

いわゆる Wiener 問題の基本的な仮定は 3 つある。すなわち，

(1) 信号と雑音が厳密に定常的であること(エルゴード性〉

(2) 評価函数は誤差の平均二乗で，それを最小にするものを最適とすること

(3) 予測子またはフィルターの特性が線形であること

である。

Wiener の提起した問題は，信号 s(りと雑音似のの和として 入力 :/(り =s(t)十 n(りが観
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測されたとき，傍号 s(のにできる限り泣い値を得るにはどうしたらよいかということである。

さらに一般的には α>0， α=0， αくO のときに s(t-トめの僚をできるだけ毘確に求める問題とな

り α>0 のときには予讃11， α=0 のときにはF波， α<0 のときを平静ということができる。〈第 1-

1 図参照)

またもっと一般的には， 希望出力として s(めの

汎函数を求めるということになる。

P波器の{云達言語数を Y(ω〉とすると， Y(掛〉は，

集合平均として実際の出力と希望出力との懇の

2粂平均値をできるだけ小さくするように設計される。いいかえればF淡器は， s(t) , n(t) の集

1m 器$(t)+n <t> ìP波怒

u、〆\J耳石Lぬ寸 y(ω出? r<S(t叫}の職制)
入;iJ~号 いー輔白叩J 也知書号

第 1-1沼予測，~波，平滑

合に対して設計されるものであって，それらの特別な菌数にたいして設計されるのではない。こ

こで取扱う特訴の醤数 s(めおよび n(めは実擦には知ることができないのであるから特部な雷

撤のかわりに菌数の集合をとり扱うこの伊方法は 1 つの合理的な近似方法である。

務究の呂標は 集合平均: [s*(t)ーs(t+α)]' を最小にすることであるが，時龍平均と集合平

均とが等しいことはエルゴード性の仮定をおいたことにより保障されている。実際問題としては，

s(t) , n(めがそれらの集会の代表的菌数であるとき， 集会王子均が最小であることは，時開平均

会jfJm-s(山)]' dt についてこの掛け分即時聞はわたってとったときに，これ

が最小になることと同じである。

}
 

や
i
w
(
 

拘
、ν

容
J

a
R口

ィ
，

腕丹ルh八〈んヘハん

λカ ボい人凶ぺ/
f(ひた scn + nm 

ーヘ〆し九ヘ‘
?滞納{~戸、へ〈

ル七νtr
第1-2鶴入力と出カの関係

(a) 

第 1 2 図には， s(t) , n(t) およびげな〉を

mr示し，期待しうる概念的な結果を示してある。

この図はまた有効な予測は信号聞の影響の範囲

以外ではできないという結果をも示している。

し‘いかえれば予測は，器号摺の影響の知識にも

とづく将来への外揮である。第 1-2 図Cd) の

出力 Sl*(t) は α1 が負ならば， S(t十α1) の波

形にまったく類椋し，国(e)では α2>0 でも十分

鵠号爵の影響の範盟内にあれば，なおs(t十的〉

の波形に類似していることを示し，図(f)の予

測出力 S3ベめは的>0 で信号間の影響の範囲

より大きいとき， 細かい波形は s(t十α3) に無

関保であることを示している。

(b) 

(C) 

((Ll 

($) 

くf)

め) 平均二乗誤差

Tをと非常に大きく選べば，平均ニ乗誤建は
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関亦予=d古古T寄;fι-二:〉μ似附(川tめ〉

=互去云.去f〉Nω凶

=f;φe仰 (1ー1)

となる。ここに \EN (ω) \2 は e(t)のエネルギー・スペクトル， φ.(ω〉は e(t) のパワー・スペク

トルを表わす。

ところで，入，出力の関係から

Fo (ω)=Y(ω)[S(曲)+N(ω)] (1-2) 

Sa (帥)=S(ω)ei.，a (1-3) 

である。 Fo(ω) ， S(ω) ， N(曲)， Sα はそれぞれ jfo(t) , s(t) , n(t) , s(t+α) のフーリエ変換で，

Y(ω〉は予測子の伝達函数である。なお jfo(t) は入力 jfi(t) に対する出力を意味する。 (1ー3)式

の関係はTの有限な値に対しては近似的に成り立つだけであるがT→∞のときは正しい表式とな

ってし、る。

したがって， e(めのフーリエ変換 E(曲〉は

E(ω)=S.(ω)-Fo(ω) 

=S(ω)eJωα -Y(ω)[S(ω)十N(ω)]

=[ei山一 Y(曲)] S(ω)-Y(ω)N(ω) 

と書ける。

s(t) と n(t) が独立なら，

φ.(ω)=\ ei叫ー Y(ω) 12φ.(ω)+IY(ω) 12N(ω) 

となるから，これを (1-1) 式に代入すれば，
_ 00 

(1-4) 

(1ー 5)

E古刀2=I [¥ eiωa_Y(ω) 12φ.(ω)+IY(印) 12φバω)] dω (1-6) 
' ー臼コ

となる。積分記号の中の第 1 項は予測子が完全に理想的でないための誤差に対応するものであり，

第 2項は，信号に重畳された雑音による誤差である。

(1-6) 式が周波数領域での平均二乗誤差の一般表示式である。これより灰万アが Y(竹内

仇， φ" のみにより ， jf(t) の形によらないことが分る。

最適予測器は上の誤差を最小にするようにきめられる。

(c) 物理的実現性を考虚しない予測器一一-Wiener の予測器

(1-6) の右辺の積分を最小にする函数Y(ω) を求めよう。それにはまず， Y(ω〉を複素形に

Y(ω)=G(ω) eiß<吋c1ー7)

と書こう。 ここに G(ω) は正の実数， ß(ω) は実数である。 (1-7) を (1ーのに代入すると
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節子=f3糾ト2Gωs(制ーの]φs十G2φN}d凶 (1-8) 

となる。

ß(めについては， COS(ωαーのが最大値をとるときこの積分が最小になる。

したがって直ちに F は求まり

戸=ωα

である。

(1-9) が成り立つとき (1-8) は

(1ー 9)

同〈[(CZ十 1-2伽 (1ー10)

となる。これは次のように変形できる。

_ 00，品、

r -r 一一一一r;- r< fj),____ '2 φ8 ψ1 
[e(t)]"= 1 Hý 仇+φn G一一/ A<  W~ A>  =-]十一一一一一}

J ∞ lL. Ý φs十φ偽 仇十φn J 
( 1-11) 

Gは実数であるから積分の中の[ r の項はミ 0 である。そしてGはこの項にのみ入っている

からGについては

ι

一
一

(1ー12)

G=~ー
φ，+φ鈴

(1ー13)

のとき積分は最小となる。

(1-13) , (1-9) を (1-7) に代入すれば，平松二乗誤差を最小にする Y(ω) は

Y(ω〉 =-fL-eJωa
φ.+φn 

(1-14) 

で与えられる。

また最小ニ釆誤差は，

Fて万円"2 r ∞ φsφn -1 
[eσ江省隅叩=1 一一一~d
a..-,-"'... ",,"... J ∞ φa十φn

( 1-15) 

となる。

(1-14) で表わされた Y(めが物理的に実現可能であるかどうかは，これまでは考えてないが，

それを調べるには， Yくめのフーリエ逆変換，すなわち，予測器のインパルス応答 K(めを求め

てみれば明らかである。 K(t) は

K(かすf;YW

ω
 
J
u
 

ne 
亡
、B
J

一
ω

、
J
-
n
h

一ψ
φ
一
〉

一
ω

一J
V
E
、

一A
V

∞
∞
 

A
1
1
J
 

1

一
勧

cl ー16)
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であるが， Y(ω〉が物理的に実現可能であるためには， K(t)が tくO に対して消滅することが必

要である。一般には， (1-14) で定められる Y(ω) はそうでないから， Wiener の予測器は物理

的に実現可能な予測器であるとはいえなし、。

しかしこれは，物理的に実現可能であると否とにかかわらず，すべての複素伝達函数のうちで

最小二乗誤差を与えるものである。

(1-14) 式の Y(めが物理的に実現可能でないとき， 物理的に実現可能な予測j器のうちで，最

小二乗誤差を与える予測器は (1-15) 式で示される誤差より大きな誤差を生ずる。

(註〕

Wíener のもとの解は Bode& Shannon によって (1-14) のように，周波数領域でではなく，時間領域

にbいてもとめられた。 Wíener は変分問題の解として，最小二重誤差に対して，

d・00

tþ(t 十四)-1 tþ.(t ーのK(r)dr=O (t>O) 

を導いた。

また雑音を含む場合は，

~OO 

仇(t+α) ー I [ø. (t ーの+仇(t-r)JK(r)dr=O . (t>O) 

を導いた。との積分方程式は， K(t)について解かれ，最適予測器のインパルス応答を与える。

ζζに仇(t) ， Øn(のはそれぞれ 8(t)， 叫(t) の自己相関函数である。

〈註1)

本章は， Bode & ShannonClJ および Goldman[2J (邦訳あり〕によるととろが大きい。

(註 2) 物理的実現可能性

物理的実現可能な回路網は理想的受動回路素子 (L.C.R など〉から構成されるものであるが，利得の絶

対値をかえる機能のみを持つ理想、増幅器を含んでもよい。

乙の回路網は安定である。

第2 節 Bode & Shannon の方法[1)_物理的に実現可能な予測楊

(司純予測の問題

特殊な場合として，雑音のないときを考える。問題は， ∞<t~O の s(t) が分っているとき，

s(t十α〉を予測することである。解は一般に信号と雑音のパワー・スペクトルのみによるという

ことは分っている。ここでは雑音のない純予測の問題を考えているのであるから，解は信号のパ

ワー・スペクトル :φ.(ω) のみによることになる。したがって，実際の信号をそれと同じパワー

・スペクトルをもっ信号に置き換えることができる。そうすると最適予測の問題は以下に述べる

ように考えることができる。

任意のパワー・スペクトルは広帯域の抵抗雑音または白色雑音をゲイン特性が〆蕊(00) のフィ

ルターを通すことによって得ることができる。広帯域の抵抗雑音のスペクトルは平坦であり，フ

ィノレターは求めようとしているノf ワー・スペクトル φ.(ω) の平方根の振幅特性を持っていれば

φ.(ω〉が得られることになる。(第1-3 図参照〉

ヒのときフィルターの位相特性は物理的に実現可能であるようにとる。ここでは〆Ø，(ooアなる
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ゲインに対して位相推移が最小になるようにとるむ

そうするとフィルターの位相特性は

B(ωhヂf∞ l仰 φ勺124(ωdω

M 

(1-17) 

1~ 1ft!M音→悶ト信号
となる。このフィルターの特徴はそれが物理的に

実現可能な逆フィルターを持つということであ

〈平担ぉスペクトル)長(ω))

第 1-3図
る。

s(t) (一∞くt~ 0) を知っていることは，抵抗

雑音 h(t) Cー∞くt~ 0)を知っているのと全く同じことになることが分った。y'ï五疋函了なる特性

を持つこのフィルターは，物理的に実現可能な逆フィルターをもつから， s(めをこの逆フィルタ

ーに通することによって h(りを得ることもできるわけである。

したがって，純予測の問題は，予測値を得るために h(t) にいかなる演算を施したらよいかと

いうことになる。

ヂザぺY(Wl=RF，i.Wトや〉
第1-4図抵抗雑音による応答

抵抗雑音は第 1-4 図にあるようにインパルス

と考えることができ，このインパルスはその振幅

の分布が正規分布に従い互いに独立である。

フィルターに入ったインパルスはフィルターのインパルス応答に応じた出力を生ずる。信号は

これらの応答の和である。先にも述べたように知られているのは現在時点、迄の h(t) の値であり，

現在時点より先の h(t) の値は分らない。

信号の将来値は次の 2 つの部分よりなっている。すなわち

ゅ現在時点、迄に起った各インパルスによる応答の代数和の部分

。) 現在時点、から t+α 迄の聞に入る各インパルスによる応答の部分

の 2 つである。

ゅ の部分は，現在迄に起ったインパルスは全て観測されており，イツパルス応答は分ってい

るから完全に予測することができる。

しかし (2)の部分は全く予測不能である。それは，現在時点、から t+α 迄に起る抵抗雑音は，現

在迄に起った抵抗雑音とは独立であるからである0

(1) の部分の総和，すなわち将来値のうちの予測可能な部分を α;時間先だっ現在時点において

K(t) 得るためには，そのフィルターのインパルス応答を， Y(ω) のフ

//下，<"KIω
ィルターのインパルス応答の α だけ進めた部分とすればよい。

c<---.j\....",-
(第 1-5 図参照〕

第1-5図 αだけ進めたインパ
ルス応答 この新しいフィルターを Yl とすれば， Y1 に入力として h(め

を与えると，その出力信号は α 時間後の同じ入力に対するもとのフィルターの予測可能な部分を

与える。
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ところで(2)の部分はどうすればよいであろうか。 (2)の部分は，各インパルスが独立であること

から予話題不能ではあるが， その擬幡が正規分布に従うので， インパルスの平均龍〈期待修〉も，

インパルス応答の平均値(期特{臨も O であることが分る。

したがって，予測僚として最適なものは邸の部分のみをとったものであるということができる。

Y1 をつくる際に抵抗雑音 k(めを料用できると仮定した。しかし実擦には，与えられるものは

憶号 sくめである。これから k(めを得るには. s(めをその逆フィルタ… y-1 に通せばよい。

以上の二つのことをまとめれば，与えられた信号に対する境審は

Y1(ω)Y勘l(掛〉

とすることが最適であるといえる。

〈第 1-6図参照〉

2E22EDー予糊
第1-6磁 sくのに対する議主要事

純予調iの問題の結論を要約すれば次のようになる。

(1) ゲイン特性が〆高(w) であるような位相推移最小のフィルタ…合つくる。その法議菌数を

Y(ω)， 1 ンパルス応答を K(めとする。

{め インペjレス応答が，次のようなフィルターをつくる。

t話。fK(tートα〉
Kt (のおお i
to t<O 

この伝達額数をど Y1(ω〉とする。

(3) そうすると，最適の予識ブィノレター法，

Yj(掛) . Y-l(ω〉

なる伝達額数をどもったものとなる。

(1…18) 

なおこの予灘穫は， 先の予測不能な部分の平均値〈期待{齢を 0 にしたものとしたのであるか

ら詳髄菌数として平均二乗誤差をとるものに適する乎法といえる。

この予測の際の誤鷲は簡単に計算できる。雑替がないので雑者による誤差は考えなくてよく，

現在時点、から， α 時間先までに起るインパルスによる誤差のみを考えればよいことが分る。これ

らのインパルスは独立であるから，それぞれのインパルスが引き認す平均ニ乗誤差は，

駅前官協rfa 約一t)dt

必α

出ρ I KY(t)dt 
( 1-19) 

で与えられる。ここに ρイ払い)dω は信号の平均二粂f露である。

問機にし"t'.予測僚の平均二乗値は

uz=pj‘∞K2(t)dt (1…却〉
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である。

ω 雑音のある場合の予測

基本的な考え方は純予測の場合とまったく同じである。 (aìでは定性的に述べたがここでは少し

くわしくみることにする。

平担なスペクトルをもっ出力 h(t)を得るため !(t) =s(t)+n(t)を位相推移が最小であるよう

なフィノレター，すなわち

Y-l(ω)=ーーユーっ ( 1-21) [ø.+ø,,] 

に通す。ここで φs十φ，， =[φs十φ，，]+[φs十φ，，]ーと因子分解できることを仮定する。 フィルグー

Y-l は

f∞ I01} 可おτ Idω= r∞金山苧斗 dω
。 1十ω-2--- " 1十佃

が有限ならば， Paley-Wiener本の判定法によって物理的に実現可能である。

Y-l(ω〉はまた物理的に実現可能なフィノレター

Y(ω)=[φ.+φ，，]+ 

( 1-22) 

をもつから，その出力を知ることと入力を知ることとは，最適予測器を設計するにあたっては等­

価である。

さらに， S(t十α) に近似させるために Y-l(ω) の出力に施す最適の線形の演算は，入力に対す

る最適の演算と同じ最適予測値を与える。

物理的な実現可能性を考慮しないならば， s(t)+n(t) を入力として s(t+α〉の最適予測値を与

える予測器は (1ー14) に示したような伝達函数をもっ。

したがってそのような予測値は，予測器が実現可能ではなくても，解折的には Y-l(ω〉の出力

をYO(ω) を通すことによって得ることができる。ここに YO (ω〉は

YO (ω)=φ~ejωa 
([φ.+φ，，]+)ー 1

によって定義される。(第 1-7 図参照)

王子日孟izEEzii;直
を持フT言号

第 1-'1図物理的実現性を考慮、
しない予測器

( 1-23) 

(脚注勺 Paley-Wiener の判定法の観点に立った物理的実現可能性のナぐれた議論が H， Wallman の Vol.

18 Radiation Laboratories Seties の“ Vacuam Tube Amplifier の Appendix (A)にのぺられ

ている. Paley困Wiener の判定法の導き方は R.E.C.Paley and N. Wiener, Fourier Transforms 

in theComplex Domain, American Math. Soc. Colloquium Publication. Vol. 19, 1934 にある.
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また YO(ω〉に対するインパルス応答は第 1-8 図に示

した。 YO(ω〉は物理的に実現可能でないから，正負の無

限大にまで尾をひいて拡がるものと考えられる。

S(t+α〉にたいする最適予測器

Y-I(ω) YO (ω〉

は，同じパワー・スペクトルをもっ他の任意の信号

SI (t+α〉に対する最適予測器にもなっている。ただしそ

の場合， SI(t) に重畳されている雑音は"n(めと同じパワ

ー・スペクトルをもっ雑音 nl(のであるとする。

t-

((1) .，謂u (cX>O> 

「吋K化)..... 

|「惚ひ「\A

ー古川 ¥-"t-

(b) 平清(0(王0)

第 1-8 図 YO(ω)のインパルス応答

抵抗雑音からフィルター Y(ω)を通して得られる信号を ， SI(t)+n1 (めとすれば，抵抗雑音h，(t)

は Sl(t)+nl(t)をその逆フィルター Y-I(ω〉に通すことによって得ることができる。(第 1-9 図

(a) 参駒

さてつぎに，物理的に実現可能な最適予測器

Y1 (ω)をもとめることを考えよう。ここで最適

というのは平均二乗誤差を最小にするものであ

ca) 

る。

抵抗雑音は，純予測の場合と同じように，互
Cb) 

第1-9 図

いに独立なパルスと考えてよい。現在時点、を t。

とすると ， h， (t)が入力であるとき ， YO(ω)の出力信号 !Ol(t) は ， to 以前に生じた各インパルス

によるインパルス応答の代数和である。すなわち，インパルス応答をK， (τ〉とすれば， !OI (tO) は

AI〈to)=fLhI〈怖くれ一め
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c1ー24)

となる。

ところで， Y1 (ω〉のかわりに.解折的ではあるが， 物理的に実現可能でない最適フィルター

YO(ω)を用いると出力は，

[22当71えお(ω〉]=f-;hl(t)ι〈丸一助

=f シルの広榊

=fO

∞h1 (to-τ〉広〈材+f--h1 (to- 1:)Ko (材 (1ー25)C泊

上の場合は， YO(ω)は物理的に実現可能でないから， (1-25) の積分区別はー∞から+∞に
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宜っている。それは，そのインパルス応答 Ko(t)が，過去と未来の両方に拡って尾をひいている

からである。

(1-25) は ， SI(tO+α)に対する解折的に可能な，最適値を与える。したがって (1ー24) による

予測値の誤差より (1-25) の誤差の方が少い。

さて， YO(ω)の会出力は次の 2 つの部分に分けられる。

第 1 の部分

f〉(tーの明洲広町(φτ

は現在時点点、 t。以前に発生した h1 (t) にたいするものであり，

第 2 の部分

fO∞丸(t一明〈幼

は， t.。以後に発生した h1(めに対する応答の和である。

(1ー26)

( 1-27) 

物理的に実現可能なフィルター Y1 (ω〉は現在時点以前に発生した h!(t)に対するインパルス応

答のみから求めることができる。したがって( 1--25) は，物理的に実現可能な最適予測器にか

んする重要な情報を与えてくれる。 h1 (t) は互いに独立なインパルスよりなると考えてよいし，

現在時点、以後と以前とについてフィルターのインパルス応答は同じと考えてよいから，物理的に

実現可能な場合には( 1-25) 式は，最適予測器のインパルス応答を与えると考えることができ

る。そしてこのとき，純予測のときと同じ考え方によって， t。以後に発生するインパルスに対す

る重みは O でなければならない。こうして K1 (t)は次のように決定される。

Y1(ω〉は物理的に実現可能であるから，

(Ko(t) 
K1 (め =1

10 

t注 O

tく 0

である。 Y1 (ω〉は K1(t)のフーリエ変換であるから

Y1 (←f;ι(t)…t 

=f∞広(t)け

である。ただし， (1-23) によって

_00 

Ko (かすl ∞Yωωω

_ 00 

=_1_( 一一色__ p.Jω(t+a) do) 
2n J ∞ [φ.+ (1)，，]- - 百一

である。

( 1-28) 

( 1-29) 

(1ー30)
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したがって針。+めを予測するための物理的に実現可能な最適予測器は，

Y-l(ω〉・ Y1(ω〉

となる。

Y1(ω〉は( 1-2~) で Y-l(ω〉は( 1-21) で与えられる。

これは SI(t十α〉の最適予測器であるが. S(t十α) の最適予測器でもあることはもちろんであ

る。

予測誤差の平均二乗億は，

灰初す抗日十 f ∞仇〈仰--b- r ∞(仇(ω)十φ，， (ω))1 Y-1Cφ) ・ Y\(ω) 12 d剖で
2πJ 四∞ 2πJ 時∞

与えられる。 ( 1-31) 

捧S節その後の発裏一一「長期計麗の理論的議採欝員会J ，韓

Bode & Shannon の方法は， 後に述べる Zadeh & Ragazzini(1)--近藤(lJの問題や，その

他工学的に興味のある一般的な問題に応用することが難ししもしそれらに応用すると，この手

法のもっている有理な点をそこねてしまう。

さらに， Bode & Shannon は Wiener 問題の解法に物理的な解釈を?与え予灘器設計ょの晃遷

しをよくはしたが，問題を数f底的に解くことがこの方法によっては必ずしも容易になゆたわけで

はない。

DarIington(1J は Bode & Shannon と同じように電気回路の理論を用いて，少し臭った方法

によってより一般的な開題を若手易な計算によって扱えるようにした。連続で，統計的に定常な時

系列を対象にしていて，周波数領域で処理している。数学的な複雑さを避けるために，統計的な

集会のパワー・スペクトんが ratìonal な場合〈有理主主で表わされる場合〉に援定した。実擦の

スペクトルは rational なスペクトルによって十分近棋できるし，撞々の工学上の応用問題に対

しても，十分に一般的といえる。欝響継続時間は有艇でも半無限でもよしそれに伴う縦約条件

はあってもなくてもよい。 rationa1 なスペクトルを持つという仮定を非定常な時系列に直接あ

てはめることはできないが，それと非常によく獄た援定で寵きかえることができる。そのとき非

定常な問題の解法は，定常な系について開発されたものとまったく似た形になる。それは工学的

な践的のためにはあまりにも鞭雑であるが興味ある問題ではある。((1)の文献では簡単にしか触れ

てないが Dar1ingtonC2J は後に非定常君主予測j理論を発表している。〉一般的な手法をロケットの弾道の予

測のような特殊な間態について説明しているが，それは説明の議長会と工学的な興味のゆえであり，

これは一般の予測問題に応用することが可能である。

Zadeh & Ragazzini(1 )も rational なスペクトルの仮定を置いているが，より簡単な周波数領

域においての取扱いをせずに時間領域において解折している。

Laning & Battiがおも同じく rational なスペクトルの痕定の下に時間領域で解折をと行って

いる。
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1953年に河田部会(1)は定常的な Wiener 問題の拡張を試みている。

1963年の TIMS (TOKYO) 大会でその後展また近藤C2)は，多重時系列の理論を発表した後，

閲された理論を発表した。次にそれを簡単に紹介する。(\長期計画の理論的研究委員会JClJ)

多重時系列の予測子 Kij(t) の満足すべき条件は，平均二乗誤差を最小にするという変分問題

の解として，単一時系列と同じように，

~If∞Pik(ー)d Khj(か 0 (1-32) 

(::は ~J
j=1 , 2, …… m 

めj(α+'i)一

を得たo Øij， めh は相互相関函数である。

mとして順(1ー32) は似の未知函数 kij， ・…・・ ， kllj についての連立方程式であり ， j=l, 2，・

予測子マトリックス [Kij] が決定できる。この解法は同文献の附録に収められている。

Ym C t 十α)

X j (t) 

X2 (t) 

(第 1-10図参照〉

に解くと，

予測子マトリックス

情報ベクいレ I 予測値ベクトル

〔町] ~(K iバー (yC t +α) ] 

第 1-10図

それと相聞のある時系列を予測する方法も得ている。また他の時系列の予測値を用いて，

離散的な場合には (1-32) に対応する表式は，次のようになる。

(1-33) 
n " m m 

E 至。(至。 Xjμ X/トr')Kjγ=五X九r' Y i+a 

、
、
，
，
，
r

,J ed 
ヮ
“

'
E
A
 

A
U
 =
 
r
 

(似
i'>r' j' =1, 2, …・・…・ n

これを解けば係数がきまる。これは予測係数にかんする連立方程式であって，のようになるが，

1963年12月には， (1ー33) 式に対応する計算プログラムを開発し，株価指数，金利等の予測l計

算を IBM 7090 を用いて行っている。また影響継続時間決定の問題を扱っているQ
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Wiener の予測理論の実際上の困難は，時系列の全経歴を考えねばならないことである。

離散時系列

…・・・X- 2• X-h XO• Xh XZ"" …・

について，

e2 三でιL: (Xi+α「一 zιXiιω-m i=l T=l 

を最小にするように Kr を決定する。つぎにこの Kr を用い，時系列の将来値と

/'0、 m

Xi+a= L: Kr Xi_r 
r=l 

として予測するとき，予測値 Xi+ a との差を S 個の予測値について調ぺその二乗和

噌 S 明

ea2 =ートL: (Xi+a-L: Kr Xi_r)2 
s α=1 r=l 

(1-34) 

(1ー35)

(1-36) 

を調べる。 m を変え ea2 と図示すると， 第 1 ー11図のようになれば m=m* としたときが予測

の誤差を最小にすることがわかる。 m* は条件

。ea2 _ 1¥ 
3Z-v (1-37) 

によって決定できるが，それを解折的な表式とし

て求めることは難しいので例で示している。

同じ報告書で，予測子 K(t) の形を

L: Cdiexþ(ーんの (1-38) 。 隅酒色
m 

第 1-11図最適継続時間の決定

と仮定した場合の母数 Ci • んを最小二乗的に決定 〈予測の誤差と継続時間の関係〉

する連立方程式も導いている。(，長期計画の理論的研究委員会JC2J)

さらに. 1964年 4 月には，上記の手法および，スーツ・モデルを日本の場合に応用して，自動

車の需要予測を行っている。(，長期計画の理論的研究委員会JC3J)

その後は季節変動等，周期的変動を合む場合の予測の問題に取り組んでいる。(，長期計画の理

論的研究委員会」ω)

第 4節予測についての一般的問題点

Wiener 問題の基本的な仮定に対して Bode & ShannonClJ や Tien(1J が明確でするどい批

評を与えているのでその重要な部分を原文から引用する。

Bode & Shannon は次のように云っている。

数学を応用して得た結論は，最初の仮定と同じ程度の信頼性しかもたないo Wiener 理論は，

それを適用しようとする現象が，基本的仮定を満足するかどうかを判定することが困難であるた

めに，誤って使われる恐れがある。その仮定は 3 つあるがその 1 つ 1 つについて慎重に考えるこ

とが必要である。
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信号と雑音が定常であるという仮定は 3 つの仮定のうちでおそらく最も無難なものであろう。

それはこの仮定が満たされないときはそれを知ることが比較的容易であるからである。パワー

・スペクトル S(ω〉と N(ω〉とから時系列の統計的性質が分るから，それが時間的に変化するか

どうかを調べればよい。その変化が他の時間定数に比べて遅ければ，そのような非定常問題は，

準定常理論を基礎にして解くことができる。そのとき，線形予測器は伝達函数が各時点、で最適に

なるように設計されよう。

最小二乗の仮定は，その妥当性を正当化することが，さらに困難である。平均二乗誤差を最小

にしようとするときには，誤差のうちの大きさものに対して特別な注意を払っていることになる。

したがって予測器としては，比較的小さなしかもし I，;{しぱ生ずる誤差には注意せずにたまにしか

起らない大きな誤差をできるだけ小さくするものがえらばれる。しかし多くの実際的な問題では，

しばしば起る小さな誤差をできるだけ小さくすることが要求される。また，未来の現象が正規分

布をするときには，最も可能な現象は，平均二乗誤差が最小になるようなものであるから，この

判定法が最適であるといえる。しかしながら，その分布が，偏奇形(lopside) であったりすると

きには，実際に問題が生ずる。

一例として，明日が晴れるかどうかを予測する問題を考えよう。一般には晴れの日の方が多い

ことおよrぴ雨の日に対する負の雨量の日がないことから考えて，雨量の分布は偏奇形になると考

えられる。そのとき平均二乗誤差を最小にする予測で与えられる平均的な予測値はきり雨の日を

表わすことになろう。しかしピクニックを計画している人には，その予測値はなんの価値もない

であろう。かれは天気が実際に晴れとなる確率に関心があるのであって，ピクニックを雨のため

にとりやめねばならないならば，雨量の多少は比較的ささいなことだからである。

第 3 の仮定，すなわち線形という仮定は予測にもちいられる演算または装置に対する制限であ

る。この仮定の数学的な理由は明らかである。線形の問題はつねに非線形な問題にくらべてはる

かに簡単であるからである。応用に際しては，線形の仮定は以下の理由のどれかによって正当と

される。

(1) 正規分布をなす時系列では，線形の最小二乗予測器は，他のいかなる予測器よりも最適で

ある。

(2) 線形予測器は，演算，機構が簡単である。線形予測器を構成することは容易でありかつ広

範囲な関連理論があるが，非線形系にはこれに対する理論は少ない。

(3) ほかによい方法がないという理由だけで線形の理論が用いられる。不完全な解でも何もな

いよりはよいからである。

予測器を線形としたための欠点は何であろうか。予測で非線形理論が重要であることは，明日

の天気を予報する問題をふり返ってみれば明らかである。

将来の事象を予測するのに，ある期間にわたっての事象のパターンの方が，個々の現象より重

要であ予 ζ とがある。たとえば寒冷前線または温唆前線の通過の際の現象の系列がそのようなも
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のの 1 例である。

さらに，ある現象の効果はその現象の強さに非常に大きく影響されることがある。気圧計が下

がることは，悪天候になることを意味するが，同じ時間に 2 倍の早さで気圧計が下がることは天

候が 2倍悪化することを意味するよりは，恐らく台風が来るかもしれないことを意味するであろ

う。

また，線形ということと，最小二乗誤差ということが全ての問題については，両立し得ないこと

に注意しよう。線形の仮定を無視しでも，最小二乗予測値は，どんな場合にも将来の分布の平均

値を選ぶ。しかしながらこの分布の平均値は，一般には過去の時系列の非線形な函数であるから

である。

次に Tien の云っていることは次のようなことである。同じ相関函数すなわち同じパワー・ス

パクトルを持った 2 つのランダムな信号については，その予測器は同ーのものとなることを特に

注意し，これは設計のための手法としてはある種の粗雑さを示すものであると述べている。もし

パワー・スペクトルだけでなく，その他にも信号について知るところがあれば，その情報をつか

って，さらによい予測器をつくることができょうし，同じパワー・スペクトルを持つ信号でも，

もともと違った信号ならばそれを区別することもできるだろう。そのためには，最近発達しつつ

ある情報理論が役に立つであろうし，そういう手法で問題を扱っている例も挙げている。

第 2 章非定常時系列の予測理論

Wiener 理論の非定常な場合は， 1950年に Zadeh& Ragazzini(1)によって取扱われて以来，

1952年に Booton(1)， 1953.-.... 4 年には近藤(1)によって更に拡張された。

Booton は

内(九州:仇i(t-r:h t- r:2胤め
0 くr:1<∞

という Wiener-Hopf 方程式と似た形の積分方程式を得た。ここでゆid は入力と理想出力との相

互相関函数， めt は入力の自己相関函数である。この積分方程式は一般には解くことができない

が，特殊な場合に解法を与えた例はある。

Zadeh & Ragazzini の理論は本質的には Wiener 理論の一般化であるが次の点、で異ってい

る。

。) 与えられた時系列が次の 2 つの部分よりなっていると考える。

(幼時間のランダムでない函数で， n 次以下の多項式で表わされる部分。ただし n 次という

ことは分っていても，その具体的な形は分らない。

(b)相関画数によって統計的に与えられる定常ではあるが不規則な部分。

(2) 予測器の重み函数，すなわちインパルス応答は 0::玉 t~Tの範囲外で O となる。
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(2) 番目は Wiener 理論では T は無限大となっていたが， Zadeh & Ragazzini はそれに反

して影響継続時聞を有限としたことは注目される。この理論は，離散的時系列にも拡張できるか

ら， Wiener のものより実際的な問題に広く応用できる。

Wiener 理論と同じように，最適予測子の決定の問題は，変形 Wiener-Hopf 型積分方程式に

帰する。その方程式の解法が与えられているが， それは特殊な場合として Wiener 理論を合ん

でいるので， Wiener 問題の解法にも有効であり，かつ計算の点で有利になっている。

近藤(1)は Zadeh & Ragazzini の理論を，週期函数を合む場合に拡張したものである。

時系列 f(t) は規則変動 g(t) ， þ(t) および母集団に固有の偶然変動 m(t) ， および偶然誤差

n(めよりなっている，すなわち

f(t)=g(t)+ρ(t)+m(t) +n(t) 

とする。

規則変動のうち g(t) は傾向変動で， t の多項式で表わされ，その次数は n を越えないo �(t) 

は週期的変動でその最大週期が T。であり ， m項の Fourier 正弦級数で表わされる。

その予測子〈インパルス応答) K(t) は o -s， t -s， Tの外で 0 になる。このときTは T。の整数倍

としておいてよいから，週期変動 þ(t)が週期Tの正弦級数に展開されて

�(t) =争ai S印字

と書けるとする。

Wiener の理論は g(t)= 0 , �(t)= 0 の場合である。また Zadeh & Ragazzini はg(t)に対

する仮定は上と同じで þ(t)言。の場合となる。注意すべきことは， g (t) や þ(めはその形が確

定しているのではなく ， g(t) については，単に n 次を越えぬ多項式であること ， þ(t) について

は，周期Tの m 項以下の Fourier 正弦級数で表わされることが仮定されている。したがって上

の式では，すべての係数耐を知る必要はない。

一方 1952 年に Davis(1)が Wiener-Hopf 方程

式を固有函数系に展開する方法で，非定常問題を

取扱った。それ以後同じような手法で， 1956年に

Pugachev(1)同じく Solodovnikov& Batkov,(1), 

1958年にBlum(1)同じく Shinbrot(1)等がそれ

ぞれ理論を展開した。

Davis の扱っている具体的な問題は Zadeh & 

Ragazzini の近藤とは別の意味での拡張である。

Davis は従来のものよりさらに複雑な場合とし

て，信号，雑音の不規則成分が，非定常な問題を

扱っている。その上信号と雑音の聞に相関のある 第2-1図非定常時系列の予測理論
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一般的な場合を論じているので，多くの仮定をおいて数学的に処理している。

ここでは， Wiener , Zadeh & Ragazzini をその特殊な場合として合む近藤のものと，固有函

数展開による手法を用いたものの代表として Davis のものを取上げることにする。(第2-1図参照〉

第 1節近藤の理簡

時系列

f(t)=g(t)+p(t)+m(t)+n(t) 

において， g(t) は n 次の多項式で表わされる傾向変動， P(t) はm 項以下の Fourier 正弦級数

で表わされる周期変動， m(t)は母集団に固有の偶然変動で n(めは雑音である。

m(t) と n(t) とは時間の定常函数で，有界であり，自己相関函数ゆ隅(r)，九(r) をもち，それ

らは連続で Fourier 変換が存在するものと仮定す

る。さらに m(t) と n(t) とは互いに独立で，その時

間平均はともに O であるとする。互いに独立の仮定

は計算の便利のためであって本質的なものではない

が，実際の場合にはこのような仮定が成立すること

が多い。(第2-2図参照〉

予測の問題は， 時系列 f(t) の (t-r， t) の値を

知って将来値 f(t+α〉を推定しようということであ

る。

予測子K(r) は，

信号

六叶lt〕判l+m何十 nit)

雑音

L-不規則成分

」一一周期的変動
(m!員以下のFourier級数)

傾向変動
Cn次を起乙沿，ltの多1買式)

~ _, _,__ L冗t
p(tJ7ai51n寸一

第2-2図 (近藤の理論)

I 問三ι乞言安伝f_:ifげ山)一fル:シf(←tト一哨の材州d酌向τ寸}阿2官d
が極寸小、値をとり，かつ条件

(2-1) 

JZ会f_:げ(件α)-f~f(t一明。dr}dt= 。 (2-2) 

を満足するように選ぷのである。

したがってこれは条件っき変分問題となる。この変分問題の解は K(r:) に関するある積分方理

式に帰することを証明しよう。

積分

f~ ogO-OK(T)df(2-3)  
において， g(tーのは Taylor 展開により

。(t十 (2-4) 

と書けるから
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f:g(t-~)K(~)d吋~og(t)-J11 g<I)(t) +すがり(伽・ +(一切73P(t)(2 ー 5)

となる。ここでがりは g(めの第 i 次の導函数で仰は次のような第 i 次のモーメント

J1t= f~τ'K(。 i=O, 1, 2,…… , n (2-6) 

である。

また þ(tーのは

irr:r irr:t .'__ irr:t ... irr:t wーが，Eat 5的手(t-T)=ZG4〈COS7smT-smTCOST) (2-7) 

となるから，

�(t-r)K(r)dr= ; 向 (Kc(i)sin主L-Ks〈t)COS1EE〉f::1 (2-8) 

となる。ここで Kc(り， Ks(i)は K(t) の第 4 次で有限 Fourier 余弦変換， および正弦変換で，

すなわち

である。

.明・ n、 .π

Kc(i)= r K(τ)COSヱ竺d~=2ー r Kl(ﾇ)Cosit;d� 
J 0 --" • ,,--- T π J 0 

π 

Ks(i) = f: K(r)sin手dT=÷l。K1〈と)siniçde

したがって

f:f(t-~)K(材=J1og(t)- J11g<1)(t)+_~<2)(t)+

+(-1)サg<n)(吋

+ f: m(t-~)K(r)dτ+ f~n(t一明くの

となる。

さてこの予測値の時間平均が，予測値 f(t+α〉に一致するためには，

が O であることより，

。(t+かg(山

þ(t+か ，Eai (Cω乎sin苧+めz乎.COS乎〉

として条件。-2) すなわち

(2-9) 

(2-10) 

m (t), n(t) の時間平均

(2-11) 

(2 -12) 
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ぷ包含f_:f(件α〉 dt=hE包含f_:dt I~f(t一明材 (2-13) 

の両辺を比較し，

条 件

日f~K(~)dτ=1，

f-ll ==fT~K(材=-a，
(2-14) 

内三f~~nK(材=(一例"

および

Kc(i) 三 f~K(~)CO午前=COS!手
( 2-15) 

必吋:原判

i=l , 2, ・・・・・・， m. 

を得る。

一方，汎函数 (2- 1)の右辺において， K(r) が条件(2 -14) , (2 -15) を満たすときに

』ま，

I[K] ==之乞会f_:{mct+印刷α)-f~ mCt-~)K(~)d~ 

-f~n(t一明神M (2-16) 

となる。 したがって右辺を展開し，

。慌の=1竺。 f_:m(t+物(のdt，
(2 ー17)

1>1' (の =hl!;乞 f_: n(t+~)n(めdt，

および m(t) ， n(t) の独立性と時間平均が 0 であるという仮定を用いれば，

I問=九 (0)十似0)-2f~1>m('α+~)K(~)d~-2f~ れ(α十明。dτ

+ f:K(材f~れ(~ーσ)K(σ)dq
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+fJKMτf~ø，.(~ーσ)K(u)d，σ (2......18) 

を得る。

したがって条件付き変分問題は， Lagrange の乗数九ん・…・・，ん， Phρ.'， Pz, pz'・.....

P隅 ， P'臨をとって

I'[K]三I[K]-2ﾀoPo -2ﾀ.Pl _...... -2À,.Pn (2 -19) 

-2ヰ(向Wc伽p/Wc(i)

となる。

あるいは，

l'問=øm(O)十仇(0)-2 f: K(~)dτ[れ(α十T川市+τ)

-f:ø山一σ)K(u)dσ-f~れ(τ ーσ)K(u)dσ

n ・--・ m ーー
刊。十Àl~+ ・ H ・..+ん ~n+L; p. cos ~;;; + L;p.' sin .~ι1 

.! .L 
(2 ー20)

と書ける。

まえとまったく同様の計算により ， I'[K]が極小値をとるための必要十分条件として，

f〉山ーのK(σ)dσ+J:ø，.(~ーσ)K(σ)dσ

=併前(~十α)十仇〈τ十α)+Ào+んす十・・・・・・+ん刊

村 cos手+Pa COS字+......+内側竿

十PlS的手+p2S印字+ 村sin竿 (2 --21) 

T迄T迄O

を得る。

この方程式と (2 -14) , (2 -15) の 2m十n十I 個の条件とより，最適の予測子 K(τ〉が決

められる。

ここで n=m=O， Øm(~)+れ(~)=併の， T→∞とすれば，

f∞伸一σ)K(σ)市司令+α)， 屯O (2-22) 

となり， Wiener(1)の場合に一致する。

また m(t)三0， m=O とすれば，
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(2-23) 

T~τミO

となって， Phillips および Weiss の得た場合に一致する。

また m=O とすれば，

f~ø山一σ)K(似σ+f~仇('1."ーσ)K(a)dσ

=。隅(τ+α)+仇(τ十α)十 Âo十んτ十・・・・・・十んτn

となり，これは Zadeh & Ragazzini(1)の場合に一致する。

(2-24) 

.2節 Davis の理論(1)

(め仮定

次のような仮定をおく。

(1) 信号の有限な平均値 Es(t)=m(めが存在する。しかし未知である。

(2) En(t)=.O 

防次の有限な共分散函数 (covariance function) が存在し，既知で o三Çs三~T， O~t~T で

連続である。〈第2-3図参照〉

r.(s, t) 三E{[s(s)-m(s)][s(t) -m(t)]} (2 -25) 

r ", (s, t) =.E{[s(s) -m(s)][s(t) -m(t)+n(t)]} 

R.n(s, e) 三E{[s(s)-m(s)+n(s)][s(t) -m(t)+n(t)]} 

(2-26) 

(2-27) 

実際の予測の場合には， m(t) は未知である

が，その性質については何らかの知識をもって

いるのが普通である。したがってその知識を予

測の際にいかにして理論に取入れるかが問題と

なる。もし十分なデータが得られていれば，

m(めをn次の多項式で近似することができる。

(2) の仮定はほとんどの場合成立する。

(8) の仮定は，厳密にいえば，決して満たさ

れることはない。それは共分散函数 (covariance

。

S<s)-m(s) 

。

(3(S)+11(S)) -m<s) 

第2-3図 (Davisの理論)

function) を正確に知ることは決してできないからである。 しかしそれを現在迄に得られたデ{

タか，または物理的な考察によって求めなければならない。今後，でき得れば，共分散函数につ

いてある程度のあいまいさを残したまま予測の可能な理論をつくり上げることが望まれる。この

理論では共分散函数が正確に分ってもその応用には困難が伴う。

また共分散函数が連続であるという仮定がこの理論では非常に大切であるが，大部分の応用よ
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の問題に際してはこのことは満足される。

論点を明らかにするために簡単な場合だけを考えることにする。

[0 , T]の聞に s(τ)+n(t) の値を観測して s(T+α)(α>0) の値を予測することを考える。

予測の公式を導く前に M. Loève* と K. Karhumen林によって得られた結果を述べる。それ

がこの手法の基本となっているからである。

まず [0 ， T] で連続な確率過程 x(めを考える。もし ， h→ 0 のとき

E[x(t+め -x(t)J2→ o (2 -28) 

がお[0 ， T] なる全ての t に対して成立するならば E[m (t)] が連続であるということは，共

分散函数の連続と等価である，というのである。

もし x(めが m(のなる連続な平均値を持ち，その共分散函数を r(s， めとすれば，

。)=m(t)+主 Eぷ企 (2-29) 
i=1 (.<i) 告

と書けて，全てのた[0 ， T] に対して平均値をもっ。ここに{判(t)} は次の積分方程式の固有

函数， {ん}はその固有値である。

伊(s)=ﾀ. f~ r(s, t)cp(t)d 

また {Zi} は

Ezi= 0 , 

EZi Zj=Oij 

を満足する。

ところで，

f~f~r(κ〈ωω， tの)f汽白s別

= E{f~ [x(t)-m(t)] f(似r ミ O

であるから ， r(τ，めは o 三三τ三三 T ， 。三三t三三 T で半無限であることが分る。

(2 -30) 

(2 -31) 

(2 ー32)

(2 -33) 

r.(T, t) , r. ,,(T, t) , R同(st) は仮定例によって，分っているから ， s(t) と n(t) を独立事象と

すると，上の議論によって

s(卯Z(t)=m(t〉+2Z4必企
i=1 (ん〉量

(2-34) 

te[O, T] 

保 M. Loève, compt. rend. 220, 469 (1946) 
併特 K. Karhumen, Ann. Acad. Sci. Feunicae, AI, Helsinki (1947) 
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とかける。{約(t)} は次の積分方程式の固有函数， {ん}は固有値である。

叫がÀf R，，.(州 (2-35) 

(b) 最適線形予測子の決定

予測を s(t) の線形な汎函数に限定する。 s(めを連続とすると ， s(t) の線形な汎函数は，

L仲f_:s仰(t) (2-36) 

と書くことができる。

問題を簡単ではあるが，重要な場合に限定する。すなわち， [0 , T] で s(t) 十n(めが分って

いるときに， s(T+α)，を予測することを考える。予測値は次の汎函数で表わされると考える。

fT[S(伽n(t)]Kσ)dt (2 -37) 

そして， K(めは予測値の時刻 T+α においても有効であるとする。

K(t)は判(t)を完備正規直交系とすると

C泊

K(t)= 'L. ailf'i(t) , 0 ~t三T (2 -38) 

と書ける。

4
'
e
 

J
U
 

、
】
ノ

ι
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〆
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1
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、
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4
ι
 
f
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十、、，J46
 

〆
t
、
、
edv 
F
a
L
 

T

O

 

F
t
f
u
 

一
一m
 

(2-39) 

で定義されるフーリエ級数 {a;.} を導入すれば，予測値を

g
 
a
 

∞
Z
M
 
=
 

、
E

ノα +
 

T
 

'
E、計 (2-40) 

の形に限定したことになる。

この節では sホ(z-十α) をとくに予測子 (predìctor) と呼ぶことにすると ， s(T+α) の全ての予

測子のうちで平均二乗誤差が最小になる唯一つのバイアスのない予測子が存在することを示そう。

定義によって，

E*(T+α)=m(T+α〉 (2 -41) 

が成り立つとき不偏 (unbìased) であるという。

任意の予測子による誤差は，

s*(T+α〉ーs(T+め

であるから，最小二乗誤差は，

I=E{s*(T十α)-s(T+α)}2=r.(T十α， T+α)+E[s*(T+α)-m(T+α)]2 

(2-42) 
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+2E{[s*(T十α)-m(T十α)][m(m(T+α〉ーs(t+α)]}

となる。

ところで (2 -34) , (2 ー39) によって

:Ci.= (m， 判)+ _Z_i 
(.(i) ー

である。そして {zå は互いに独立であるから， (2-40) , (2-43) より計(T+α〉が不偏とな

るための条件は次のようになる。

(2-43) 

00 

21G4〈m，判)m(T+α) (2-44) 

以上のことから，

タ-
w
-'az 

-
-
一
、
，J

a

て
ん
，

一
〆
E
‘
、

∞
Z
戸

一
一

、
，
ノ

α
 

十T
 

〆
，
‘
、m
 

、
，
ノ

α
 +
 

T
 

〆
z
、*
 
eAW 

(2-45) 

であり，
00 

E[s*[T+α]-m(T+α)]可ぞ (2 -46) 

となる。

I の最後の項を考慮すれば，

E{[$ホ(T+α)-m(T+α)][m(T+α)-s(T+α)]}

=-E{[s(T+α)-m(T+α)]} 

。。

x I: ai[s(t)+n(t) -m(t) ; 判 (t)]

00 

= -I: ai(r. ，，(T+α， t) ， 約(t)) (2-47) 

である。

ここでもちろん，

伽(T+α， t) , If!i(t)) = fT 1".,,( (2-48) 

である。

これよりけっきょく

C泊。 00

l=r.(T+α， T十α〉+zf乙ー 2 I: ai[r叩(T+α， t) ， 約(t)]
戸11 li I.J ~1 

(2-49) 

となる。

m(t) は n 次の多項式と仮定したから，

m (t) = I:゚i ti (2 ー50)
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と書ける。

(2 -51) (m, 

(2-52) 

であるから (2 -41) の条件は，

、
‘
ノ

α
 +
 

T
 

r
s、d
J
 

aur

>azp 
一
一

、
，
ノm' 

a
J
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r
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白
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∞
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M
 となる。

(2 -53) 

(2-54) 

和の順序を変換して， αi1= (tJ， 約〉とかくと，

zpj{51hjG4一(T判)1} =。
を得る。

m(t) の全ての有限な値に対して満足されねばならない。特に全ての線形独立なこの条件は，

{ん}， j=1 , 2， …… n に対して満足されねばならぬから，次の( 2-55) を得る。

00 

E向J a，一(T+吋J= 0 , (2 ー55)j=O, 1, 2,…… , n 

s(T+α) の会ての不偏な最小二乗予測子は (2-55) 式の n+ 1 個の条件の下に， 1を最小にす

るということから求めることができる。

が存在することを示そう。これらの条件を満足する {atl ， i=1 , 2， ・・

Lagrange の乗数 2μ。， 2，μh …・・・， 2μn を導入すれば，問題は

H=I-2μ 

-2h{2M4ー (T判)n} (2-56) 

を最小にすることである。

解は，次の条件より得られる。

2互 O.
tJa, (2ー57)i=1, 2,. 

� 
θμ:， 

(2-58) j=O, 1, 2,…… , n 

(2-57) より，

(2-59) i=1, 2,.….. t) , 約(t))+よらんα;'0+ ……+，unÅ. iα印a;.=ん(r.n(T+α，

(2-60) 

(2-58) より

Eロ

L: Å. i向J{r.ぉ(T+α， t) , 約(t)+仰向。+…・・・十μnα印}ー (T十α)1=0

を得る。
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これらを書き直すと，

00 00 

内五』ρ的J+ ・・ ・ +μnEI内向j

00 

=(T+α)J_ L: Àρυ(r，，，(T+α， t) , lfJi(t)) (2-61) 

j=O, 1, 2,……, n 

となる。

αtPik<TJkMt2 であるから ， (2-40) の仮定より， (2-60) の各項は有限であることは明ら

かである。

(2-59) に( 2-60) を代入した (2ー61) のいふ i=O， 1, 2，・・…・ ， n， に対する解は，

線形予測子

C泊

S*(T+α)= L: atXi 

の係数仇を与える。

また予測の誤差は， (2-59) で得られた仇を (2-61) に代入して得られる。

明らかにこの過程が確率的であるための条件は α>0 に対して誤差 I が

1>0 

となることである。

(2ー62)

(2-63) 

特別な場合として， s(t) , n(t) がパワー・スペクトルをもっときには， 非決定的であるため

の s(t) と n(t) の共分散函数に関する必要十分条件は， M. Loéve によって与えられた。

ここで， Es(t)三 O の場合には，仇が直接 (2--5めから得られる。またはく 2-49) を直接

微分すればよい。仇は

aJ=ÀJ(r，，，(T+α， t) ， 約(t))

である。これを (2-49) に代入して，

00 

lo=r, (T+α， T+α)-- L: À， (r，，，(T+α， t) ， 約(t))2

となる。そして最適な予測子は，

C泊

代T+α)=EF434(faa(T+α， t) ， 約(t))

で与えられる。

また n(t) 三 0 ，すなわち，雑音がない場合には，

at =ÀtfTr，(T+α，伽(t)dt=判事(T十α〉

を得る。{和*(T+α)} は連続な固有函数である。このとき仇は

(2-64) 

(2-65) 

(2-66) 

(2-67) 
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X‘=-2L? 
(Àj)主

となって最適の予測子は

となる。

計(T+α)=仕立士山
戸(ん)主

第 2 章最近の予測理論

(2-68) 

(2-69) 

最近の予測理論として， Farmer(1)と R. E. Kalman(1)を紹介する。 Farmer の論文は1963

年の1.F. A. C. (International Federation of Automatic Control) の集りで発表されたもので，

実際に電力需要の予測を IBM 7090 使って行い， かなりの精度で予測値を得ている。 Kalman

は，最近，最適制御理論その他で広く活動しており，その予測理論は基礎的なところで大切な考

え方を示している。

まず最初に Farmer の研究を紹介するが，これはある点では Wiener とは根本的に考え方を

異にしていると云ってもよい。

Wiener の理論は，厳密な意味で定常な場合を扱った。そして第 2 章で紹介したようなWiener

の拡張された理論においても時系列の平均値はなかば分っているような広義の定常的な場合を扱

っている。

その後 Zadeh(1)-(3)等によって，また Wiener(2)自身によって非線形理論も展開されたが，そ

れらはいずれも，そのシステムの満足すべき制約条件を考慮に入れたものではなかった。

一般化された Wiener の理論ではM個の標本函数を Xm(t) ， (m=l , 2， …・・・ ， M) とすると自

己相関函数

噌 M

R(r， τ')= !..:E X隅〈τ)Xm(τ')
.LY.L 隅 =1

が分っていなければならない。理想的には， 標本函数 3隅(t) は同一条件の下で， M組の観測を

行ってきめなければならない。しかし実際の場合には，同一の条件の下で観測できる標本函数の

数は，その過程に合まれるパラメーターの変化をコントロールすることができないので，非常に

制限されることになる。

たとえていえば X鴨(めを毎日の電力需要の曲線とする。そのとき自己相関函数をつくるとき

に使うことのできるパラメーターの数は，電力負荷に季節変動のあることや経済成長のあること

などによって制限を受ける。

しかしながら Farmer によれば， 標本函数は， 多くの統計的過程について少数の“ Charac

teristic Modes "によって表わすことができて、それを使えば，自己相関函数を計算するのに，

たくさんの標本函数を使うことは必要でないばかりか，かえって望ましくないと述べている。
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“ Characteristic Modes" はそのプロセスの本質に関する物理的性質を表わすものであり，

問題にしている統計的な過程を特徴づけるものは，ただ“ modes" のみであって自己相関函数

ではないという。

Farmer のつぎには Kalman の研究を紹介する。現在では Wiener-Kolmogorov =の伊波と

予測の理論は，古典的で，種々の解法手段は十分に確立されており，今後多少の改良や一般化は

行われるにしても，本質的な改良は期待できないという見方もある。しかし実際には，その方向

の研究活動は，活発に行われている。この Kalman もその 1 つの例である。

Shinbrot,(1) Steeg,(l) Pugachev,(3) Parzen(1J らは，時間領域における種々の方法を用いて，

非定常な，長期にわたるF波と予測の問題を解いた。

Kalman はこれらの人々と独立に同じ問題を扱い， 数々の新しい結果も得ている。時間領域に

おける vector-matrix-method を用いて，従来の Wiener 理論に大きな改良を加え，一般化し

たのであるが，その結果は何らの修正なしに多重時系列に適用できる。

Kalman の研究の歴史的な背景は次のようなものである。

Follin(1J は，標準的な Wiener 問題の革張を行っている際に， ある与えられた回路につい

て，時間につれて変動する利得と，誤差変動との聞にはある関係のあることをみい出した。後に

Hanson(1)は Fol1in の回路構成が，そこで仮定された統計的性質の下では，最適のものである

ことを証明し，さらに，最初 Follin が得た誤差変動に関する微分方程式は，厳密に Wiener.

Hopf 方程式になることを示した。

BucyC1J はこれらの結果を一般化し，最適な予測子と，誤差変動との陽表的な関係をみい出し

た。彼はまた分散方程式と広範囲にわたる，非定常な信号と雑音との統計的性質に関する式を導

いた。

これらの研究と独立に Kalman は従来の予測理論をまったく新しい角度よりとり組んだ。

その新しさは，次の 2 つのよく知られた考え方を結びつけたことにある。

(i) ダイナミックな系を表わすのに「状態J (state) という考え方をとり入れた。

(ii) 線形の予測をヒルベルト空間における正射影とみなした。

その結果，副産物として，決定論的な制御の問題と， 統計的な予測の問題が本質的に同じで

あることを見い出した。 したがって， 線形な最適制御の問題において得られた結果はただちに

Wiener 問題に応用できることになる。

Wiener-Hopf 方程式を直接解かずに，それと等価な， 非線形差分方程式をとくことによって

最適予測器を設計する為の情報を得ることができる。

第 1 節 Fanner の研究(1)

m個の標本函数を 3冊(t) ， m=l , 2， ・・・・・・， M とする。第 1 次モードを似(めとすると，誤差

e怖 (t) は，

e時(t)= 3:"， (t)-;.1 amlCP1(t) (3-1) 
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であり，平均二乗誤差は

百万戸dTゑ1fTEem〈のr
T 

M 

=訪，~.J {xm(t)-À1ia隅1判(t)Pdt (3 ー 2)

となる。 τe1lU (万?が最小になるように ψ，(t)をきめるわけだが，変分問題の解として，次の関

係が成り立つことが必要十分であることが得られる。

1 Cf!1(t)Xm (のdt=À，iaml1 Cf!12(似， m=l, 2,......, M・

M M 

L: am ， x拙(t)= L: ﾀli a拙 12Cf!1 (t) , 
智也 =1 初， =1

ここで Cf!1 (t) , a削を正規化すると，

1 Cf!12(t)dt=1 
M 

L: a冊I=M
m=l 

となり， (3 -3) の条件は，

a隅1=川1 Cf!1(t)X隅 (t)dt

噌 M

W1(t)=iz 五1…冊(t)

となる。(3ー 5) の 2 式から a刷を消去すると，

iLEfい〉ぬ(τ)d1: ・内(印刷(t)

または，

T 

1 R(t，r) Cf!'(幼=À1Cf!， (t) 0 くt<T

を得る。

ここに R(t，r:)は

噌 M

R(t,1:)= ;, L: x隅 (t)x前(1:)
lt'.L隅=，

なる相関函数である。

0 くt<T

(3-3) 

(3-4) 

(3-5) 

(3-6) 

(3-7) 
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(3ー 2) ， (3 ー7)より，最小二乗誤差は，

百万九zj←{f R(τ，τ川-Àl} (3-8) 

で与えられる。

第 2 次モード，および誤差を全く同じようにして求められる。

結局，:C怖 (t) は，

3明(t)=À 1 iam l 引(t)+ ・・・・・・十 À2jam2~2(t) (3-9) 

となり，拘(t)は，次の積分方程式，

f R(的拘(，)dT=仰(t) O<tくT (3 -10) 

R=l, 2, 3，・

の固有函数，んはその固有値として求められる。

ここで， a"，1r:は

a四k=えk-~ fT ~k :C隅(t)dt ( 3-11) 

で与えられる。

そして，このときの最小二乗誤差は，

寸E
E
E
E

」

&tw 

、
，
A

K

ヤ
ム
】
ド

τ
 d
 

、
‘
，
，
，

,e­
T
 

r
z、R
 

T
 f
J
O
 

F--L 

1
7
 

一
一

偽情悶 (3ー12)

で与えられる。

これは，次の (3 -13) , (3 -14) 式

f 仰(T)~k'(T)dT=Ökk (3ー13)

￠泊

R(T，T')田五的(T)仰(T') ( 3-14) 

より出てくる関係式，

f R(T,T')d (3 -15) 

を使えば，

00 

[emk(t)]2min=ー去 :E ﾀk 
.1. k=K+1 

( 3-16) 

と書ける。これより，必要とする精度に応じてKをいくつにとったらよいかが定まる。

次に以上の“ characteristic modes" を使つての予測の方法を述べる。

』、ま観測しつつある時系列を mくりとする。
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これが先にm個の標本函数を使って求めたモードによる線形結合として，

、•• 
ノ
A
'
e
 

，
，
‘
、

b
除

。
，

b
h
 

puv 

K
Z
ド

一
一

、
、
a
J
4
E
 
rk 
m
 

o<tくT (3-17) 

という形で表わされるとする。 Kは必要とする精度によってきめる。 そしてこの表わし方が，

O<t<To (To ; 現在時点)のみならず，予測される時点を合めたところまで成り立つと考えて，

係数 Ck を決めればよい。

こののの決め方は，簡単な方法として，次のようなものがある。

誤差 e(めは，

k 

e(t)=x(t)-L: Ck 仰(t) (3ー18)

となるから，この誤差の二乗平均値I を最小になるようにする。

1= f "[e(川dt

= fTo 附〉古川(t)Pdt (3-19) 

であり，

。1

�k 
(k=l , 2, 3，"・H ・ ， K.) 

より，

KFECKFJTO 仰(TMFM=JhM(T)dT (3ー20)

k=l , 2, ・・・・・・ ， K. 

となり，これを解いて得られるのを使って予測することができる。

なお， Volterra 級数展開により係数を厳密に求める方法も紹介されている。

以上は，運続な x(t) についての解法であるが， 離散的な形に書き直したものが，附録として

つけられている。

それを用いれば，ディジタル計算機による取扱いが可能である。

Farmer は実際に，イギリスのある地方の電力の需要予測をこの方法で行った。それによれば，

“ characteristic mode" を決めるには， 20週間のデータを用い， 3-4 時間先の予測を行って，

3%の予測誤差で予測値を得ている。その結果も，文献の最後に載せられている。ちなみに，計

算時間は， IBM 7090 で約 1 分とのことである。

第 2飾区alman の研究- Wiener 問題の解

Kalman は Wiener 問題を状態(state) としづ見方から解いた。このことは，事実上他の手法

では非常に困難になるような一般的な場合を合む問題の解法を導くことになったのである。そし
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て Wiener 理論の基本的な事実が速やかに得られ，結果の展望と基礎的な仮定がはっきりした。

ダイナミック・モデルとして次のようなものを考える。(第3ー 1 図参照)

ここで

x(t+1)=Ø(t+1, t)x(t)十u(t)

y(t) =M(t)x(t) 

u(t) ; 互いに独立な正規確率過程.一般には n・ベクトルで

E[u(t)]= 0 , E[u(t)u(t')]= 0 (t=tつである。

x(t) ; 確率的状能変数，一般には nベクトル

y(t); x(t)のうち観測可能なもの，一般にはPベクトル伊豆n)

Ø(t+1, t); t から t+1 への遷移マトリックス (nxn)

M(t); þxn マトリックス

なお， φ， MIの要素は時間 t のランダムでない函数である。

このダイナミックモデルは Bode & Shannon 

の考え方がその基礎となっている。

ここで，特に注意すべきことは， M(t) を考え

たことである。状態変数以t) は， ι 全てが観測

(3-21) 

(3-22) 

第3-1図 ダイナミック・モデル
されるのではなく ， y(めが観測されるだけであ

る。これは統計学の方で表われる「推定可能」とし、う概念と同じようなものであるが，それを予

測の理論にはっきりした形でとり入れたことは重要な意味があり，今後基礎的な理論の展開に際

して大きな役割りを果すものと思われる。

このことは，最適制御理論の方でも問題になり，最適ということも ， y(t) についての最適と

いうことであって， x(めまで考えたら真に最適かどうかは断定できない。予測の場合も同様で，

最適という意味も ， y(めに関するものであって x(めまでならいっていなし、。

最適の予測値については次の定理が重要である。

定理

確率過程， {x(t) }, {y(t)} の平均値を O と仮定 L，さらに次の (a)， (b)の仮定をお〈。

(め {x(t)} , {y(t)} は，正規分布をなす。

(b)評価函数として，誤差の平均二乗値をとり，それを最小にするものを最適とする。また，

予測値を観測値の線形な函数とする。

そのとき ， X(t1)の最適の予測値ぉ*(tdt)は，観測値 y(to) ， …… ， y(t)が与えられたとき，

Y(t) 上への x(t1) の正射影x(tdt) で与えられるというものである。

ここに Y(t) は観測値 y(to) ， ……， y(t) のはる直交空間である。 この定理を簡単につぎのよ

うに書くことにする。

xl*(tdt)=~I(tl/t) (3 -23) 
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出E[x(t1)jY(t)]

このくわしい説明は， Doob または Pugachev， etc に出ている。

一色の定理によって， x(tt)の最適予讃IH庭x牢(tdめは， x(tt)の Y(t) への亙射彰で与えられるこ

とが分ったが， x*(tdt) は，策 3-1 図に示したダイナミック・モデルの一般的なものによって

実現することができる。

いま ， y(言。)，…… . y(t-l) が観測されたとする。このことは Y(t-わが分ったことと同じ

である。つぎに試のが援瀦される。 y(めの Y(t-l) に産交する成分を葺(tjt-りとしよう。

そのとき， もし 'ÿ (t/t-1);=.0 なら . Y(t) 出 Y(t-l) となって. y(めを観測したことによって，

予測伎については何の情報も得られず，予測僚を改善することはできないであろう。 'ÿ (tjt-l)

のつくる空簡を Z(めとすると ， Y(t-l) と Z(めとで Y(t-りを形づくることになる。もち

ろん Z(め，のすべてのベクトル法 Y(t-りに寵3どしている。

さて ， x*(tt- 1/t-1) がもし分ったとするとx*(tdめをつぎのようにかくことができる。

x*(tdt)出E[x(t1)jY(t)]

=E[x(tl)jY(t-l)]十E[x(tl)/Z(t)]

出φ(t十1; t)x*(tt-1/t-l)+E[u(tt-1)/Y(t-l)) 

+E[x(t,)/Z(t)] (3 -24) 

(2-24) の等式は (3-21) をつかって得られる。

ここで，簡単のためにム=t十 1 と限定しよう。そうすると

(3 -24) の最後の項法，確率変数寄(tjt-りへの綿形な演算を示しているから

E[x(t十 l)/Z(t)]且 J*(t) 'ÿ (tjt-J) (3 ー25)

とかける。 d本(t) は nxp マトザックスで，車部は最適の意味である。

y(めの成分のうちY(t-l) にあるものを ÿ(tjt-りとすると

ÿ(t/t-l)=M(t)計(tjt-l) (3 -26) 

である。

したがって，

'ÿ (tjt-1)出y(t)-ÿ(tjt-1)

=y(t)-M(t)が(t/t-lン

となる。 (3 -24) と (3 -27) とから，次の麓要な式，

x*(t十1/t)=Ø*(t十 1; t)x*(tjt-1)十4*(t)y(t)

を得る。ここで

が(t十 1; t)-=φ(t+ 1 ;t) -4*(t)M(め

である。

け -27)

(3-28) 

け -29)

(3-28) を( 3-21) と比べてみれば，そのダイナミック e システムの形は同じであることが

分る。
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Yは}

巳
第 3-2図 最適予測器のフ守ロック・タ.イアグラム

第 3-2 図に示すように， その入力は y(t) で，遷移行列 φ* は(3ー29) で与えられる。最

適予測器を物理的に実現するには，

( i ) 確率過程のモデル，と

(ii) 演算子 .1*(t)

とか分ればよいことも分る。

さらに予測誤差もまた，同じような線形のダイナミック・システムによって表わすことができ

る。実際，予測誤差 x(t十 1jt) は，

x(t+1jt)=x(t+1)-x*(t+1jt) 

=φ(t+1; t)x(t)+u(t) ーφ*(t+1; t)x*(tjt-1) 

-.1*(t)M(t)x(t) 

=ﾘ*(t+1; t)x(tjt-1)+u(t) (3 -30) 

となる。このように φ*(t+1; t) は予測誤差についてのダイナミック・システムの遷移行列とな

っている。

(3 ー30) より，予測誤差X の分散行列f について次のような漸化式を得ることができる。( , ) 

は転置行列を意味する。

p*(t+1)=Ex(t十 1jt)x'(t十 1jt)

=φ*(t十 1; t)Ex(tjt-1)x'(tjt-1)Ø*'(t十 1; t)十 Q(t)

=φベt+1; t)p*(t)φ'(t+1;t)+Q(t) (3 ー31)

ここにQ(t)=Eu(t)u'(t) である。

残る問題は.1*，したがって φ* を求めることである。予測誤差 x(t+1jt) が， y (tjt-1) に直

交することを使い，さらに，行列の演算について若干の仮定をおいて，けっきょく，

.1*(t) =φ(t+1; t)p*(t)M'(t)[M(t)pホ(t)M'(t)]-l (3 -32) 

を得る。

観測はれより開始されるので， x(tojtoー 1) =x(to)であり， (3 -31) 式によって計算をはじ

めるにあたって p*(to)= Ex(to)x' (to) をきめる。つぎに( 3-32) によって A*(tふ (3--29) 

によって Ø*(to十 1 ， t o) , ふたたび (3-3りにもどってpベ九十りというふうに順次計算が実
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ffできる。

予澱f穫は

x*(t十ljt)= t/J*(t十 1; t)xホ(tjt-l)十d吋t)y(め (3-33) 

で与えられ，最小ニ乗誤楚は，

2E542〈t/ト1)= traceP*(t) (3-34) 

で与えられる。

なお， (3-29), (3…31), (3-32) より， 4*, t/J* を鴻去すると ， pホについての非線形護

分方程式

p*(t-は)=t/J(t十 1 ;ま〉ザ(t)ーが(t)M'(t)[M(t)p叩)M'(t)]-l

×戸(t)M(t)} t/J'(件1; t)十 Q(t) (t~れ) (3-35) 

が得られこれが，従来の Wiener 理論における Wiener.Hopf 方程式に対践するものである。

結論

予灘にかん1"る Wiener の議論が公にされてからお年以上経過した。その簡に悪夢しい研究が

積み重ねられてこの理論が発達してきている。

本論文で，著者逮は，まず提来の研究をと系統的に分類して，文獄の相主主の関係を明らかにする

ことに努力した。

定常確若手過轄の線影予灘にかんしては Wiener忍olmogorov の今や者典的な理論がや必も

多〈の研究があってもコド費的な改良はあまり顕苓ではない。しかし鰐といってもこの理論は，

予灘理論の主誠をなすものであって，多くの研究もこれに集中している。工学的な応用の磁から

見ると， Bode & Shannon の研究は叢望書な意義をともち，これによれば， Wiener の理論の本紫

もさらに鮮明に解明されている。今後のこの線仕活う研究としては，予測路間路の設計，製作に

一層護接接に立つような形式に欝き改めることおよび経務的時系列を合めて，統計の時系列の予

測に便利なような計算式をど作成することがあげられよう。

つぎに，非定常過程の繰形予*IJについては， Wiener の流れを汲むもののほかに本質的に釈し

い要素を合んだ Kalman および Farmer の研究が最近あらわれた。前容は Wiener の予測瞳

識の特織をど分析することから告発して Wiener の理論を特別な場合として f送金するような理論

を建設した。今後はこのような研究がさらに伸びるものと思われる。

しかるに実際家にとって一番重要なことは，現象の非定常性と非線形性とを考患に入れた予誤q

手法の犠立であることに間違いはない。この第 3 の分類に属する僻究は，その数学的な国難に、

持らず今後ますます伸撰するものと期待される。

数学的手法としては， Wiener の用いたいわゆる Wiener在opf 型積分方穏式の時間讃壊での

解法のほかに潟波数繋壊での解法がヱ犬され，また積分方程式の度交額数系章受梼による手法が用

いられている。
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