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周期のある母集団からのサンプリング( 1 ) 

久タ!と 均水

1.まえがき

母集団に周期的な傾向，たとえば図 1 のような sine curve にしたがって動く傾向がある場

合に，系統サンプリング(等間報のサンプリング)を用いると，母集団の周期Tとサンプリング

間隔のm聞に

m=NT N: 正整数

の関係がある場合には，サンプリング精度は非常に悪くなる。図 1 のAはN= 1 の場合を示した

ものであり，すぺての観測値は同じ値になり，観測数をいくら増しでも，その精度は 1 回の観測

をランタFムに行なった場合と同じである。逆に

m= (N一 J，2 )T N: 正整数

の関係がある場合にはサンプリング誤差は非常に小さく，観測値が偶数のときには，サンプリン

グ誤差は O になる。図 1 の BはN= 1 の場合を示したもので，相隣る観測値の平均は，平均から

のズレが相殺して母平均に一致する。サンプリング間隔を任意に定めた場合の誤差は上の二つの

場合の聞に存在する。以下において母集団周期T， サンプリング間隔 m， 観測数 n とサンプリン

グ誤差 V(x町)との関係を吟味し，母集団に周期的な傾向があるときに系統サンプリングを実施

することの妥当性について検討を行なう。
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図 1
2. 母集団の周期と自己相関関数

母集団が次のような式にしたがう場合について考えてみよう。

x(t) =At sin (Àtt+αt) + A2 sin (À2t十α2)+ ・・

十 Aksin(Àkt十叫)

x(t) は一般に概周期関数になり，ヂ干んについて
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T ん=2π Ni -・・ (2)

i= 1 , 2 ，・…… .k・Ni : 稚数

を満足する実数Tが存在するときx(t)は周期間数になる。周期は (2) 式を満足するTの中の最小
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のものである 0

x(t) の平均，分散および自己共分散を次のように定める。まず平均については

=lim-1-1h z(t)dt 
h~∞ 2 h J-h 

=lim n 1,. fn. 2:;Ai sin(んt+町)dt=O
h→∞ 2h J-n 

分散については

咽 n.

,,2 =lim n"¥ I X2 
( t ) dt 

h→∞ 2h J-

=Jim-L 1h[Z AtMMAtt+町)]2 dt 
h→∞ 2 h J-h 

=�A42 

自己共分散については

Cov [x(t) , x(t+r)]=lim n
1,. r". [x(t) • x(t十r)] dt 

h→∞ 2 h J-" 

rh 
=lim n.... I [2:; Ai sin(んt十町)] [2:; A.i sin(んt+んr十町)] dt 
h→∞ 2h J-n 

=÷ZA42 耐えir

これより自己相関関数 p(r) は次式で与えられる。

p(r) = L:{Ai2 cos ﾀ.ir} 

二，三の簡単な例について自己相関関数を求めてみよう。

〔例1]

X(t)={ - ~ ーπ三五 t くO

0豆 t<π

x(t) を Fourier 展開すれば

C例 2)

in( 2 n-1)t x(t)=~L:~竺一一一一一一
2n-l 

ωs(2n- 1)tπ/π1 
一一l一一一 1 t I ) U~n- 1) 2 412  1. I ) p(t) \.~.. 一 、 z 一二

Eπ“ 

L: (2;_1)2 8 一

= (1 ーート 1)

Iπ 

z(t)={3  

t 三一

ーπ 壬<玉O

O~玉五π
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x(t) を Fourier 展開すれば

4 '" cos( 2 n-1 )1 
x(t) = --}-L: w~(\2~ご1)2

z mミ(;;二日一長 (π6仙 4&)
p (t) = '-~，.ーが

L:(2"1tニ~ 96一

=1-6(+Y 十4(!Y
〔例 3J

x(t)=π-x 

x(t) を Fourier 展開すれば

0く x<Z π

x(t) = 2 L:今ι

zすcos nt 一上 (tーπ)2-J2_ 3 f_t __ 1 Y _上
p (t) = 【 -4-=π=-2- ¥--;r-1-) 2 

ム· n2 6 

以上を図に示すと，図 2. 3. 4 が得られる。
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図 4
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3. 系統サンプリングの誤差

母平均 μ， 母分散 62，自己相関関数 p(t) なる母集団から， ランダムスタートにより間隔 m

で n 回の観測を行なった場合のサンプリング誤差 f7(ã:吋)は，次のようにして求めることができ

る。

観測値をめ， X2 , ..…ー・・ . X" とすれば

除去 Z ぬ

~(均一μ)2=~(ぬ-X，y)2+n (藷，y_p)2

2(均一九)2 = ~_ t ~ (Xj-Xi)2 =よ22{(Zj-p) ー(均一μ)}2
i~1 ni~1 J>i n i=1 J>i 

句協 内施

=-=-~ ~ (Xj一μ)2 一一三-~ ~ (均一μ)(ぬ-p)
n i=l jキ n ;=1 j>i 

E~ (山一μ)2=E~(均一五8 1/) 2十nE(X'j'-p) 2 

E~(山一μ)2=~E(均一μ)2=na2

E(lx町一μ)2=V (�3. 11) 

E~(均一言，y)2= -1:-~ ~E(均一μ)2ー~-~~E(Xj一μ) (均一μ)
n 

=上仰一1) σ2ーー牛耳(…)p(mu) σ2
n n 'U=1 

V(ゐ)=すE~(日) 2一一土E~(ぬ-ã3， y) 2 

-1 ..2 I 2 ト 1
=σ 一一一-=-- a 十一"'2 ~ (n-u)p(mu)aけ

n n- U~I 

=壬 {1 十七三 (n-u) 伽叫}

したがって母集団が式(1)で表わされる場合に. I~日漏 mで n回観測を行ない，

とすれば

ここで

E(ã3，官)=0

VGau)=4iH42(n一山 (1IlU)1 
"、 n u 

f" A 2111 I 2 "f_ ..¥ ~ {A♂ 1 = n~_ ~ ~ Ai2H 1 +--::-~ (n-u) 一一一ーす一一|
Ldι 、 JL " U L.JI1-t....J 

=τL~ Ai2 +-l.-~Ai2[~(n-u)cos んmu]
乙 n n- U 

... -(7) 

母平均を推定した

-・・ (8)
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-…・ (9)Si=~(n-u)cos ﾃi mu 

三角関数を合む有限級数の公式から，とおくと，

-・・帥
n 

2 
sin2 (ん nm/2)
sin2 (んm/2)

S;=す

すなわちんm= 2N;7C (Niは正整数)のときはsin (ﾃim/ 2) =0, 

sz=÷(が-n)

となるが，

=�(nz-n) s'in2 (ﾃinm/2n l 
sin'(んm/2) 2 J 

lim 
ん川→2Ni7r:

となり，式 (10) の極限の値と一致するので，分母が O の場合は極限の値をとることに定めておけ

ば S; の値は一般に式 (10) で表わすことができる。

V(X.y) =百与~ A;' + !2 ~A?Si 
~，，， 't Tf, 

.. 'ﾚl) 
_ 1 ャ fAi sin(んnm/2)1 2

2γt n sin (んm/2)J

と書くことができる。

p(t)=cos Ãt の場合4. 

すなわち式(1)において k= 1 の場合，

.... '(12) ェ (t) =A  sin(Ãt+α) 

のときは

p( t) =cos ﾃt μ=0， u2=A'/2, 

サンプル数nでランダムスタートで系統サンプリンクを行なうもとなる。サンプリング間隔m，

-・・ (13)

サンプリング誤差は式 (11) から

A" f sin (,(nm/2) )2 
V(x,y) = .i: ~ ~:"_\~~:'~~~~~~ ~ 

l n sin(初~/2)J 

のとすれば，

ﾃ = ~π -
T 

となる。

(N: 0 または正整数 0 豆 f く1)m=(N+r)T 

とおくと

un 

f sin (nrrr)) 2 
V(五8Y) =一一{一一一一一}

Y/ 2 tnsin(rrr)J 

n, r により定まる。 A2 はほ数で一定と考えられるかとなる。以上より V(XSy) の大きさは A"，

-・ (15)

ら， n , r によって V(X. II ) がどのように変わるかということに興味が残される。

f sin( 一、 )2f (n, r) = ~笠竺一一}
l n sin(rrr) J 

fの値をいろいろ変えて f(n， r) の値を計算する表 1 が得られる。とおいて， n , 

f(n , r) =f(n 1 -r) であるから計算は o ::5: r話予言について行なった。一番おの列にある数字は

l/n でランダムサンプリングの誤差に対応するものである。
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表 1 f (11 , r) の値

。

1 1. 0∞ 1.000 1.000 1. 0∞ 1. 0∞ 
2 1.000 0.999 0.976 O. 卯5 0.655 
3 1.000 0.997 0.936 0.762 0.291 
4 1.000 0.995 0.882 0.592 0.062 
5 1.000 0.992 0.817 0.419 O. ∞o 

6 1. 0∞ 0.989 0.744 0.263 0.028 
7 1.000 0.984 0.662 O. 140 0.053 
8 1.∞o 0.979 0.577 0.057 0.041 
9 1.000 0.974 0.492 0.012 0.012 
10 1.000 0.968 0.409 0.000 0.000 

11 1.000 0.962 0.329 0.008 0.008 
12 1.∞o 0.954 0.256 0.025 0.018 
13 1. 0∞ 0.946 O. 192 0.041 0.016 
14 1. 0∞ 0.938 O. 136 0.048 0.005 
15 1. ωo 0.929 0.091 0.047 O.αm 

16 1. 0∞ 0.919 0.055 0.037 0.004 
17 1. 000 0.9ω 0.029 0.024 O. ∞9 
18 1.000 0.898 0.012 0.011 O. 飢)8
19 1.∞o 0.887 O. ∞3 O. ∞3 0.003 
20 1.似)() 0.876 0.000 O. ∞o O. 制加

22 1. 0∞ 0.851 O. ∞8 O. ∞7 O. ∞5 
24 1.∞o 0.825 0.025 0.016 O. ∞2 
26 1.000 0.809 0.040 0.014 0.001 
28 1. 似ゆ O. 768 0.047 O. ∞4 a ∞3 
30 1. 0∞ 0.737 0.045 0.000 O. ∞o 

32 1.000 O. 706 0.036 0.003 0.003 
34 1. 0∞ 0.674 0.023 O. 飢渇 O. ∞1 
36 1. 0∞ 0.640 0.011 0.0σ7 0.001 
38 1.飢)() 0.607 0.003 O. ∞3 0.002 
40 1. 0∞ 0.573 O. ∞o 0.000 O.α)() 

42 1. 0∞ 0.539 O. ∞2 O.ω2 0.001 
44 111...α似00mM0 B 

0.505 0.007 0.005 
46 0.472 0.013 O. ∞5 
48 0.438 0.016 0.002 

O. ∞1 
O.α)() 
0.001 

50 1.似)() 0.406 0.016 O. ∞2 O. ∞o 

これを図に示すと，図 5 になる。
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図 5
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l/n 

1.000 1.000 1.ぽ)() 1. 000 
0.346 0.096 O.α)() 0.5∞ 
0.016 0.043 0.111 0.333 
0.033 O. 伺2 0.000 0.250 
0.061 O. ∞o 0.040 0.2∞ 

0.015 0.028 O.αm O. 167 
O. ∞3 O. ∞8 0.020 0.143 
0.022 0.0侃 0.0∞ 0.125 
0.012 0.012 0 ・012 0.111 
0.0∞ 0.000 0.0∞ O. 1∞ 

0.0回 0.008 0.008 0.091 
0.010 O. ∞3 O. ∞o 0.083 
O. ∞1 O. ∞2 0.0侃 0.077 
O. ∞2 O. ∞5 0.0∞ 0.071 
O. ∞7 O.αm O. 仰4 0.067 

0.002 O. ∞4 0.000 0.062 
O. ∞1 O. ∞1 O. ∞3 0.059 
O. ∞4 O. ∞1 O. 似)() 0.056 
O. ∞3 O. ∞3 O. ∞3 0.053 
O. ∞o O.α)() 0.000 0.050 

0.003 0.001 0.000 0.045 
O. ∞1 O. ∞2 O. 似)() 0.042 
0.001 O. ∞1 O. ∞o 0.038 
O. ∞2 O. 似)() O. 似)() 0.036 
O. ぽゆ 0.000 0.0∞ 0.033 

0.001 0.000 O. ∞o 0.031 
O. ∞o 0.001 O. 以)() 0.029 
O. 似)() O. ∞1 O.αm 0.028 
0.001 O. ∞o O. ∞o 0.026 
O. 似)() 0.0∞ O. 似)() 0.025 

O. ∞1 O. 似)() O.α)() 0.024 
O.α)() O. ∞1 O. 似)() 0.023 
O. 似渇 O.α)() O. 似)() 0.022 
0.001 O. 似ゆ O. 似)() 0.021 
O. ∞o 0.0∞ O. 似)() 0.020 

r話。

50 
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ランダムサンプリグとの比較結論5. 

図 5 からわかるようにサンプリング間隔が母集団周期の整数倍になっている場合はサンプル数

ササンプリング間隔が母集団周期の整数倍と異なる場合は，を増加しても精度の向上はないが，

ンプリング精度は (1/n2) の項により nの増加とともに急速によくなっていく o r を縦軸に . n を

だし、fこし、図 6 の斜線で示横軸にとって系統サンプリングの方が精度がよくなる範囲を求めると，

この図からわかるように大部分の場合に系統サンプリングの方がランダムサンした区域になる。

プリングよりも精度がよい。

nがあまり大きくない場合には系統サンプリングの精度は {sin nt勺/sin rπ}2 J)大きさにより

あるいは 1 に近いほど精度が悪くなる。支配される o r が O.

同じサンプル数でランダムサンプリングよりある値の f で系統サンプリングを行なったとき，

も精度がよくなる nの値を求めると近似的につぎのようになる。すなわち与えられた r(o く r<

)，2)に対して

-・・ (16)ポ
一
n

く例
一
抑

n
一
・m

が成り立つ nの値を求めればよ u、。(抱く r く 1 のときは r'= 1 -r として r' について以下と同

じ計算ができる)。

{ヌタト 1二231π

十y

+

 

1一
幻
一
向

す(2 nrrr) 2 ーす(2W 2 

=n 一二二一(2 rrr) 2n4 
4! 

E了 (2何)2

(同= n2 ( 1 -+r2 71:2 n2) 
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とれを (16) に代入して

n-÷(何) 2 n3く 1

したがって

n-÷(f川

であればよい。 これより

n>乙2ーと1. 732 
πf ・ 3.14r

近!以の程度を考慮して

n>ート
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-・・ (18)

-・・ (1功

なら系統サンプリング乃方がランダムサンプリングよりも精度がよいといえる。これは図 5 ， 図

6 からも大体正しいことがみられる。 r が O に極めて近い場合には， たとえば r=0.05の場合に

ついて考えると n=1/0.05=20 となるが， 図 5 の y=0.05のグラフから26~玉 n 豆33の範囲で系統

サンプリングよりランダムサンプリングの方がわずかに精度がよく，式 (19) の近似は成りたたな

いが，実用上の目安を与える式として式 (19) を利用しでも問題はないと思われる。

母集団の周期についての情報を持たない場合，任意にサンプリング聞編を定めて観測を行なう

ときの誤差の期待値について考えてみよう。母集団周期Tに対してサンプリング間輔mが全く無

関係に，偶然的に定められるとすれば r の値は 0 壬 r<l の範囲で，偶然的に決まることにな

る。すなわち r は確率変数で， その分布は o ~玉 r く 1 で一線分布になるとすれば V(X8Y) の期待

他は

E [V(九)] = J: {該宗)21L 政 .....(2q 

定積分の公式により

J: {な亨r件前

であるから ， X=r π とおけば

E [V(�:8y)] =長J: {念写r ぬ=す ...~~ 

となり，単純ランダムサンプリングの場合の誤差 注」と一致する。母集団に周期のある場合，

系統サンプリングを用いるとランダムサンプリンヶーを用いた場合よりも精度の良くなる場合もあ

り悪くなる場合もあるが，平均的にはその精度は全く同じであるといえるのである。

注) 観測を行なう期間を O 孟t~三Lと区間(O ， L)で観測をn回ランダムな時文IJに行なうとすれば，サンプリ
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ング誤差は

←ヲト[ 1 + (nーバ場子fJ
となり一般に σJはσ2/nよりも大きくなるが，ここでは sinY2 J.L= 0 ，す対わち観測を行なう!りi間がほ集1-11

周!りjの整数培にとられると仮定している o

6. 結論

従来母集団に周期がある場合には，系統サンプリングを }Iれ、ることは余り好ましいことではな

いといわれているが，サンプリング間隔と母集団の周期(あるいはその整数倍)とが一致してい

る場合や，両者の値が非常に近い場合にはサンプリングの誤差は大きくなるが，サンプリング間

隔と母集団の周期(あるいはその整数倍)の差 f が母集団周期に対して10%以上異なっておれ

ば，サンプルを 10個もとれば系統サンプリングの方が精度がよくなる。

母集団の周期性についての情報を全然持たないときのサンプリング精度はよminimax 的な意味

ではランダムサンプリングの方がよいが，平均的には全く同じであり，周期性について何らかの

知識を持っておれば，その知識を用いてサンプリング間隔を適当に定めることにより非常に精度

のよい結果を得ることがり.能であり，このような場合には積極的に系統サンプリング法を別し、る

方がよし、。

式(1)で表わされる一般の周期間数あるいは概周期関数について系統サンプリングを行なった

場合の誤差は Ai sin(J.;t十αi) i=1 , 2・・・・の各についての誤差を筑 4 節の方法で求め， (A;2) の

重みで平均して計算することができる。

他のサンプリング法，たとえば層別ランダムサンプリング，ジグザグ・サンプリングを用いた

場合の測定誤差については次の機会に述べることにする。
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