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（SB『）g（p）＋タ（9）≧タ（pv9）＋g（p∧p）（p，q∈Zy），  
（町R『）］r∈Rsuchtha七夕（p＋1）＝タ（p）＋γ（p∈ZV），  

を満たすことと定義される．ここで不等式（SBF）は  

タ（p）かタ（q）が＋∞であるときには成立していると約  

束する．   

関数タ：ZV→RU†＋∞†がLq凸関数rl，61である  

とは，g（pl，…，恥）＝∂（0，pl，…，pれ）となるL凸関数  

∂（po，pl，…，pれ）が存在することである・   

連続空間上のL凸関数に対しては，通常のヘッセ行  

列を用いてL凸性の特徴付けができるr71．しかし，離  

散空間上のL凸関数に対してはそのまま適用すること  

はできない・Y辻ceer［8］は，強離散凸性という概念を導  

入するためにMillerの離散凸関数に対する離散ヘッセ  

行列を考えている．これもまた，L凸関数のための離  

散ヘッセ行列としては相応しくない．M凸関数に対す  

る離散ヘッセ行列は【2】において定義され，treCmCtric  

との関係が調べられている．  

孔 はじめに   

L凸関数r51は，整数格子点上で定義された関数のク  

ラスとして，離散凸解析「61において中心的な役割を  

担っている．   

連続変数の凸解析において，適当な微分可能性を仮  

定した関数gに対して以下の基本的な事実がある．   

9が凸関数  

⇔gのヘッセ行列が各点で半正定借  

⇔gの局所2次近似が各点で凸  

本稿では，L凸関数に対して，この同値性の離散版を構  

築する．すなわち，離散ヘッセ行列と局所2次展開を  

定義し，これらを用いてL凸関数の特徴付けを行う．   

一般に，離散関数ガに関する離散ヘッセ行列ガに下  

記の性質を要請するのは自然であろう．  

◎ガはgの局所的な情報により定義される対  

称行列  

○＃がアフィン関数のとき∬は零行列  

⑳ガはタについて線形   

。タ（∬）＝喜エT血のとき馴まAに一致  

離散関数のクラスCが与えられたとき，離散ヘッセ行  

列を適当に定義し，さらに，以下のような性質を持つ行  

列のクラスγを見出すことによって，離散ヘッセ行列  

のクラスを特徴付けを試みよう．  

⑳行列がγに属する ⇔ その行列が，Cに  

属する関数のある点における離散ヘッセ行列  

である．  

◎関数がCに属する ⇔ その関数の離散  

ヘッセ行列が，各点で冗に属する．  

◎関数がCに属する ⇔ その関数の離散  

ヘッセ行列による局所2次近似が，各点でC  

に属する．   

本稿で報告するL凸関数に対する離散ヘッセ行列はこ  

れらの性質を満たすものである．詳細はⅠ4】を参照さ  

れたい．   

Ⅴ＝（1，…，m）とおく．ベクトルp，ヴ∈ZVに対し  

て，成分ごとに最大値，最小値をとって得られるベクト  

ルをpv9，p∧pと書くことにし，1＝（1，1，‥．，1）∈Zy  

とする．関数タ：ZV→RU†＋∞†がL凸関数【5，61  

であることはgが2条件  

2 結果   

Xiは五∈yに対する特性ベクトルをあらわすとす  

る．離散関数タ：ZV→R，p∈ZV，豆，J∈V（五≠ゴ）に  

対して，   

侮（タ；p）＝一夕（p＋xi＋xj）＋タ（p＋xi）＋タ（p＋x．ヶトタ（p）：   

桝（タ；p）＝9（p）＋g（p＋1＋xi）一夕（p＋1トタ（p＋xi）   

と定義する・ここで一旬（9；p）はp∈ZVにおける  

Xi，Xj方向への2次前進差分を，りi（タ；p）はxi，1方向  

への2次前進差分を意味している．離散関数タ：ZV→  

Rとp∈ZVに対して，離散ヘッセ行列∬（タ；p）＝  

（筏j（ク；p）l豆，J∈Ⅴ）を以下で定義する‥  

筏．由；p）＝ 一勒ブ（タ；p）（豆≠J），－   

軋（タ；p）＝鞘（タ；p）＋ ∑勒（タ；p）  

j∈V＼†り  

＝仇（タ；p）－ ∑勒（タ；p）・  

J∈V＼（り  

各p∈Zyに対して，  

打（p）＝（p＋xi＋x．ブl五，j∈Ⅴ∪（0），豆≠カ  
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を局所2次展開を考える上での近傍とみなす．タ．の局  

所2次展由を抽p）と表し，以下のように定義する．  

如）＝芸∑瑚；p）（q－p）i（…）j  
i，J∈V  

十∑（タ（机iトタ（p卜主軸p））（守一p）i  
i∈l′  

＋タ（p）．  

補題2．1タ，ん‥Zレ⊥Rとp∈Zレに対して，以下が  

成り立っ．  

（a）ガ（g＋ん；p）＝ガ（タ；p）＋ガ（ん；p）．  
（b）タがアフィン関数ならば，ギ（タ；p）＝0・  

（c）q∈U（p）に対して，タ（q）＝∂（那p）．  
（d）対称行列A＝（αijl宜，j∈りに対して，タ（q）＝  

わ＋cT9＋喜9TA9ならば，叫卯）＝Aであり，任意の  
9∈ZVに対してタ（q）＝鈍；p）．   

次の定理はそれぞれ，Lq凸関数とL凸関数に対する  

離散ヘッセ行列のクラスを特徴付ける．  

定理2．2β：ZV→Rに対して，次の3条件は同値で  
ある．  

（a）タはLり凸関数．  

（b）各p∈Zレに対して，ガ（タ；p）は以下を満たす．  

勒（タ；p）≦0（宜，J∈Ⅴ豆≠j），  

∑勒（タ；p）≧0（宜∈V）・  

ブ∈∨  

（c）各p∈ZVに対して，鈍；p）はqに関するLb凸  
関数．   

定理2．3ガ：ZV→Rに対して，次の3条件は同値で  

ある．  

（a）タはL凸関数．  

（b）各p∈Zレに対して，ガ（タ；p）は以下を満たす．  

ガij（タ；p）≦0（乞，j∈Ⅴ宜≠j），  

∑ガi舟p）＝0 
ブ∈∨  

（c）各p∈ZVに対して，鈍；p）はqに関するL凸関数．  

離散ヘッセ行列によるLb凸性の特徴付けにより，次  
の例に示すMillerr31が扱った関数がLq凸関数である  

ことがわかった．  

例2・1（Millerの例）次の関数J‥Z竿→RはLh凸  

関数である：  

ここで人＞0，C．ブ＞0であり，βブ（・）は非負離散確率変  

数の累積分布関数で，やイ（m）≧0（m≧0，1≦j≦m）  

を用いて  

ん  

鋸た）＝∑均（m）（た∈Z＋）  
m＝0  

と書き表されるものである・Millerの例では入j＞0で  

甲j（m．）＝e一入メ 
m．！  
（m．∈Z．）  

である．   

りij（J；ヱ），りi（J；∬）の非負性が示せるので，定理2・2よ  

り，JはL匂凸関数である．このことから，J（ご）の最小  

化はLb凸関数の最小化アルゴリズム（【61，Sect・10・3）  

を用いることで，【3】の方法より効率的に行えることが  

わかる．  
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