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ととする．  

IntegralBasisMethodは以下の手順で最適性の検証  

を行う．eんをごた成分が1の単位ベクトルとして，  

SO＝（el，e2，…，en）とすると，SOは条件（1）を満た  

すので，最初の集合SとしてSOを用いる．集合Sの  

うち，モ右Ⅴたがすべて非負であれば基底解が最適であり，  

菰Ⅴた＜0，言〃Ⅴん≦盲となるⅤたがあれば，改葬する  

解が見つかったことになる．さもなければ，アあるいは  

（盲一万NVk，Vk）≠デ，f⊆アを満たすアのIrreducible  

SolutionSet（ISS）を列挙を行い，集合Sからvたを除去  
し，ISSのうちY′≧Ⅴとなる要素v′を追加する・一般に  

は問題（PIP）の実行可能領域FのISSを列挙することは  

非常に困難なため，アを緩和したデのISSを川いる．   

文献【1，2］では一般のPIPで利用可能であり，ISSの列  

挙が容易な緩和の方法として，Vたが満たさない制約のうち  

の1本を緩和した不等式とGeneralizedUpperBound制  

約を利用したStrengthenedKnapsackRelaxation（SKR）  

などが提案されている．  

31ntegralBasisMethodのQAPへの適用   

∑れを几次対称群，汀iを打の豆への作用とし，A＝  

（叫），β＝（毎）を問題として与えられるれ次正方行列と  

すると，QAPはmin〈∑たl∑た1aijbwj：汀∈∑n）と  
定式化される．QAPの線形化にはいくつかの方法がある  

が，今回はKaufmanとBroeckxによる方法【3］を利用し  

た・d扶＝∑メ∑‘叫♭た上とすると・QAPは以下の全整数  

線形計画問題として書ける．  

1 はじめに  

整数計画問題の厳密解法としては分枝限定法が有名で  

あるが，近年Haus，K6ppe，andWeismantelにより新た  

な手法であるIntegralBasisMethodが提案された【1，2］・  

しかし，この手法はまだ歴史が浅く，今のところ小規模の  

問題しか解くことができない．本発表では問題を2次割当  

間垣（QAP）に限定した上で，IntegralBasisMethodの持  

つ性質を調べ，改葬の糸口を探り，実際に改善した結果に  

ついて報告する．   

2lntegralBasisMethod  

IntegralBa5is Methodは，全整数計画問題（PIP）  

min（cTx‥Ⅹ∈ア），ア＝（Ⅹ∈ぢ両：Ax＝b）に  

対して，その基底形式min（co＋瑞Ⅹ〃＝Xβ＋京〃Ⅹ〃＝  

石，Xβ≧0，X〃∈Z‡）とその実行可能基底解Ⅹ0を入力と  

し，：XOより良い目的関数値を持つ別の実行可能解x♯を見  

つけるか，XOが最適解であることを保証する．   

整数条件の余机、線形計画問題と同様に，モⅣ≧0であ  

れば，基底解が最適解であることが保言止される．しかし，  

モた＜0となるような否たがあったとしても，整数条件があ  

るためェ0を改善する実行可能解が存在するとは限らない．  

このため単純にpivotすることが桝来ず，解の最適性を検  

証することが出来ない．ここに整数計画問題に対する主解  

法の難しさがあるといえる．Hausらは次のように考える  

ことでこの間題を解決し最適性を検証できるようにした．   

すべての（Ⅹβ，XⅣ）∈アについて，次の条件を満た  

すような非基底変数のベクトルⅤ ∈ Zれの集合S ＝  

（vl，ザ，‥・，Ⅴりを考える・   

x〃＝∑芸1p壱Vi（pj∈Z十），Xβ＝盲一万ⅣX〃（1）   

このとき，任意の実行可能解（Ⅹβ，XⅣ）についてモ〃X〃＝  

∑た1如瑞Ⅴ豆であることから，環Ⅴ五がすべて非負であれ  

ば，基底解（b，0）が最適であることが保証される・輯vた＜  

0となるようなⅤたがある場合，万〃Ⅴた≦bであれば，  

（xβ，Ⅹ〃）＝（石一言〃Ⅴた，Ⅴ尤）が実行可能であるので，日  

的関数値を改善する別の実行可能解が見つかったことに  

なる．そうで無い場合は基底解が最適かどうかは不明であ  

る．線形計画問題における変数の被約費用と同じ働きをす  

ることから，本稿では菰vの他をvの被約費用と呼ぶこ  

れn  

min∑∑偏  
i＝1た＝1  
11 

s・t・∑翔＝1  
i＝1   

。扶＝1  

（1≦た≦れ），   

（1≦盲≦れ），  
た＝1  

Tl†l  

d扶∬沌＋∑∑h舟和一机た≦d沌  
j＝1l＝1  

（1≦t，た≦れ），  

エ扶∈（0，1），y兢∈Z＋（1≦宜，た≦m）   

ただし，y扶を整数変数とするため，与えられる叫，bij  
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は整数に限ることとする．   

∑た1エiた＝1の基底変数として勘木を，∑芸＝1∬扶＝1  

は∑芸≧1ごiた≦1，－∑芸＝1笹沌≦－1とした上でそれぞれ  

のスラック変数を基底変数とする．最後の制約式について  

は，スラック変数少iんを加えた上で，た＝汀iである式につ  

いてはyikを，残りは如を基底変数とする．このように  

基底変数を選ぶことで，与えられた解打∈∑γlに対応する  

基底形式を得ることができる．   

以上により全整数計画問題の実行可能な基底形式が与え  

られたことになるので，この時点でSKRを使ったIntegral  

BasisMethodが適用できる．   

4 QAPの制約式の性質を利用した緩和   

QAPの性質を利用した改良として，2節におけるアを  

得るための緩和方法を新たに導入する．   

前節に示した基底形式では，〇扶の被約費用はほぼすべ  

てが負であり，肌た，如の被約費用は常に1となっている．  

そのため，エ兢成分をできるだけ含まず，y扶，如成分をで  

きるだけ多く含むようなベクトルを含むISSが得られるよ  

うにデを取ると良いと考えられる．そこで，以下に示す妥  

当不等式についてSKRを使った緩和を用い，この緩和が  

利用できないときだけ元の制約式に対するSKRで更新を  

行うこととした．   

αi・を行列Aの五行ベクトル，（αi・，らた．〉－をエゴ‘の割当  

コストを叫ゎた‘としたコスト最小化割当問題の最適値と  

すると・〈αi・，ゎた・）－≦∑畏1∑た1αゎゐ崎∫であるので，  

d扶エiた一肌止≦d純一〈αi．，わん．トは妥当不等式である．   

た ＝ 汀iのときはy沌 が基底変数となるので，  

∑冒；王d砧りん一触≦〈αi・，毎・）＋が妥当不等式となる・た  

だし，（αiリムた．〉＋はコスト最大化割当問題の最適値である．   
さらに，αi・＼（p）をAi・からp番目の成分を除いたものと  

すると，元の制約式におけ．る諾p9の項を残したdikごiた＋  

αゆゎた拘9－y沌≦diた－（αiへ（pI，b机（q）〉－も妥当不等式と  

なる．同様にしてさらにいくつかの項を残した形でも妥当  

不等式を作ることができる．   

これらの妥当不等式を使ったSKRで定義されるデは，  

元の制約式によるSKRによるものよりもISSの列挙がは  

るかに容易である．また，この緩和が利用できるときは集  

合Sに追加されるベクトルは常に一つで，その被約費用は  

取り除いた変数のそれよりも常に大きくなる．   

5 実験結果  

前節の改良がどのくらい効率的か調べるため，厳密解法  

の評価として良く使われるnugシリーズの小さな問題につ  

いて，既知の最適解を入力として最適性の検証を行った．  

nug6とnug8の最適性検証にかかった実行時間とSKRに  

よる集合Sの更新回数を衷1に示す．  

衷1最適Ⅲ三検証の実験結果  

問題  改良前  改良後   

nug6  5sec  

（m＝6）   625   

nhg8  

（乃≧8）   

6 おわりに   

IntegralBasisMethodにおいて，SKRによる緩和は被  

約費用を考慮していないため，そのISSにはより小さな負  

の被約費用を持つベクトルが含まれることが多い．このよ  

うなISSで更新を行うと終了までの更新回数が大きく増え  

てしまう．更新回数を少なくするための工夫として，Hau5  

らは取り除くべクトルとSKRに利用する制約の選び方を  

提案している．本稿ではこれに加えて，被約費用を考厳し  

て緩和を行うことでも更新回数を少なくすることが可能で  

あることを示した．この考え方は一般のPIPにも適用でき  

ると考えている．   

分枝限定法ベースの解法ではnug30（乃＝30）などが解か  

れていることと比べると，現時点では乃＝8までのかなり  

小規模な問題についてしか解くことができていない．しか  

し，IntegralBasisMethodの研究はまだ始まったばかり  

であり，今後の更なる改良が期待できる．   

今回は解の最適性検証のみを行ったが，今後の改良で最  

適ではない解から始めても最適解を求めることができるよ  

うにしたいと考えている．   
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