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1．はじめに  

m個の元から成る二つの2次元ベクトル列間の1：1  

対応の中で，対応づけられるベクトルの成分和の最大  

伯を最小にする問題を考える．二つのベクトル列を  

Al＝（all，a12，・・・，alれ），  

A2＝（a21，a22，‥．，a2乃）   

と表わし，ベクトルaり，a2んを，それぞれ，成分で  

（現），αl…）），（α皇2，α莞）と表わす・   
この間題は，辺の求みcjたを  

qた＝ maX（境）＋α皇2，αi…）十α皇㌘）  

として，節点数2γl，辺の数几2の線形ボトルネック  

割当て問題（LinearBottleneckAssignmentProblem）  

として解くことができる．線形ボトルネック割当て問  

題は，これまでに広く研究され，いくつかの多項式  

時間アルゴリズムが提案されている【1】・現在最も速  

いアルゴリズムは，mを辺の数，mを節点数として，  

0（m何）のアルゴリズムである〔2ト   

ここでは，ボトルネック割当て問題に変形せずに扱  

うことによって，スカラーの場合には，和の最大値を  

最小，かつ，最大値と最／J、値の差を最小にする1：1  

対応が存在することを示す．次に，このスカラー列の  

場合の方法を2次元ベクトル列の場合へ拡張するパラ  

メトリックな方法を提案し，計算実験例を示す．  

2．スカラーの場合  

alj，a2たの次元が1の場合，すなわちスカラーの  

場合に対する最適な組み合わせ法は，次の定理から導  

かれる・今，alj，a2んはスカラーなので，それぞれ，  

叫，α2たと表わす・  

定理1 乃個の元から成る二つの非負スカラー列  

を，それぞれ，Al＝（α11，α12，‥．，α1n），A2 ＝  

（α21，α22，…，α2m）と表わす．ここで，0≦α11＜  

α12＜…＜α1n，0≦α21＜α22‥・＜α2托を満た  

すとする・このとき，Alの元叫とA2の元α2たと  

の間の1：1対応を表わす置換汀＝（1，2，‥．，m）→  

（1，2，…，れ）について，  

汀（1）＝m，打（2）＝れ－1，…，汀（れ）＝1   

を満たす置換汀′は  

αり＋α2汀1j），（J＝1，2，‥・，陀）  

の中の最大値を最小にし，かつ，最小伯を最大にする．  

〔コ   

定理1から，次のアルゴリズム1が導かれる．  

アルゴリズム1  

離epJ‥Alの元叫を昇順に整列する・  

g吻2：A2の元α2んを昇順に盤列する．  

封epタ‥Alの元αりの中でm番目に小さい元とA2  

の元α2たの中でm番目に大きい元とを順に組み合わ  

せる．  ロ   

アルゴリズム1による対応づけによって，れ個の和  

の中の最大値が最小になり，かつ， 最大値と最小値の  

差が最小になるという二つの目的が満たされる．その  

計算竜は0（れlog†l）である．   

ボトルネック割当て問題と同様に，辺の霞みが与え  

られた場合に，辺の霞みの最大値と最小値の差を最小に  

する筐換を求める問題は平均化割当て問題（Balanced  

AssignmentProblem）として知られ，0（n4）のアルゴ  

リズムが提案されている【3］・   

3．2次元ベクトル列間の対応づけへの拡張   

アルゴリズム1の2次元の場合への拡張を考える．  

そのために，ベクトルの第1成分と第2成分の内分の  

値を使う．今，0≦亡≦1を満たすパラメータ壬を導  

入し，alj＝（境），α糾，a2た＝（α皇2，α皇㌘）に対して，  

り（壬）＝t・αi；）＋αi；），  
uパ壬）＝h堤＋α皇誉  

とする．   

相異なる山2に対するalJl＝（結成），aけ2＝  （鵜，濃）において，αiきミと鵡の大小関係とαi；ミ  
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4．計算実験  

Al，A2 それぞれの元の個数m を 50 とする．  

鳩），αi…）；α皇ジ，α淀はすべて平均10・分散1の正規  
分舶こ従うとし，αi；）とαミ…）の相関係数が伸α皇2  

と．α諾の相関係数がβ2のデータを用意した・   

また，各相関係数に対し，50組のAlとA2を準  

備し，1組ごとにパラメータfを用いる方法を適用し  

て，最大値に関する厳密解と誤差率，最大伯と最小他  

の差に関する厳密解との誤差率の二つを求めた．そし  

て，50組全体の誤差率の平均を求めた．これを表1に  

示す．  

表1：計算結果  

と濃の大小関係が異なるとき，り1と視j。は交点を  

持ち，鉛直方向の位置関係が変わることに注意する．   

そこで，fを0から1まで変化させたときに得ら  

れる鉛直方向の位置関係によって祝j（け切直）それぞ  

れを順序づけ，AlgorithmlのStep3と同様の方法  

で対応づける．   

例えば几＝4の場合にり（りが図1のようになる  

ならば，   

SeqAll＝（all，a12，a13，a14），0≦t＜tl；   

SeqA12＝（all，a13，a12，a14），tl＜t＜t2；   

∫eqA13＝（a13，all，a12，a14），f2＜f＜わ；   

SeqA14＝（a13，a12，all，a14），t3＜t≦1；  

の4つの順列を得る．  

（1）  

最大値の  最大値と最小値の  

pl   ／）2       平均誤差率  差の平均誤差率   

－1．0  －1．0  0．000000000  0．000000000   

－1．0  1．0  0．089778494  0．230184026   

－0．75 0．75  0．034917730  0．197994244   

－0．5  －0．5  0．042582044  1．073767903   

－0．5  0．5  0．028167365  0．391141008   

0．0  －0．5  0．042677539  0．762184699   

0．0  0．0  0．037160605  0．850565009   

0．0 0．440332209   

0．5  0．5  0．022625064  0．466443535   

0．75  0．75  0．011582654  0．319167014  

祝   

flf2  f3 1  
パラメータtを動かして得られる順列の中で，最大  

伯が最小になる組合せを解とした．その解はじゆうぶ  

ん良い精度であることが言え 

値と最小値の差の最小化も同時に成り立たせることは  

不可能なようである．この点については，多目的最適  

化という視点から検討することが今後の課題である．   
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図1：m＝4の場合の直線叫（りの例  

同様にして，fl＜亡1＜f2＜上ら＜わを満たす綜烏  

に対して，A2の順列   

SeqA21＝（a21，a22，a23，a24），0±t＜綜   

SeqA22＝（a21，a22，a24，a23），ti＜t＜tら；（2）   

βeqA23＝（a21，a24，a22，a23），王ら＜亡≦1；  

が得られたとする．このとき，まず（3）のように順列  

どうしを組み合わせ，AlgorithmlのStep3と同様  

にβ印AIJの乞番目の元とgeαA2たの几一豆＋1番目  

の元を対応づける．  

βeqAll－∫印A21，  

ぶ印A12一方eqA21，  

β印A12－βeqA22，  

∫eqA13－ぶeqA22，  

ぶ印A13－5印423，  

ぶeqA14一方eqA23，  

0≦£＜ま1；  

tl＜ま＜．畑  

土l＜f＜土2；  

亡2＜壬＜王ら；  

王ら＜t＜わ；  

f3＜ま＜1．  

（3）  

組合せの中で，最大値が最小となるものを解とする．   

順列βeqAlj，∫eqA2たは鉛直方l占］の平面走査で得ら  

れる．また，れ本の線分の交点数は最大几（れ一1）／2個  

であり，ベクトルの和を求める手間は0（れ）であるこ  

とから，総計算畳は0（m2）・0（m）＝0（m3）である・  
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