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2 拡張した結果   

モデルAの下でげの価格が与えられる場合を考  

える．このとき◎Tの価格の上限を求める問題は，   

maximizeQ～タが［¢（ぶ（r））】   

subjecttoEQ［fi（S（T））］＝qi（i＝1，2，‥・，n）  

となる（以下では簡単のため上限の場合のみを記述す  

るが，下限に対しても最小化を考えると同様のことが  

J戊り立つ）．原資産価格β（r）のリスク中立測度Qの  

下での分布を〃とおくことにより，上の問題は次の半  

無限線形計画問題に書き換えられる．  

皿 はじめに   

デリパティプの適正な価格を決定するオプションプ  

ライシングは，金融工学における最も重要な問題の一一  

つである．オプションプライシングに対する通常のア  

プローチは，資産価格の変動が何らかの確率微分方程  

式に従う市場を仮定してデリバティプの無裁定価格を  

求めるというもの（例えばBlack－Scholesの公式）であ  

る．これに対し，本研究では，資産価格に対して特定の  

変動モデル■を仮定せずに，無裁定条件だけが成り立つ  

市場を考える．Bertsima5とPopescuは，無裁定条件  
と与えられた条件（例えば観測されたオプション価格）  

だけを仮定したときのオプション価格の上限下限を求  

める問題が凸計画問題に帰着できることを示した【1ト  

本研究では，彼らの結果が不等式制約と異なる行使日  

のデリバティブを許したより一般的な定式化に拡張で  

きることを示し，計算の利便性だけを目的に用いられて  

いた双対牲のファイナンス的意味を明らかにする．ま  

た，与えられたオプション価格と矛盾しない原資産価  

格の分布の上限下限の解析的な解を求め，これらを用  

いたリスク指標を提案する．さらに，実際のデータを用  

いた分布の上限下限とリスク指標の計算結果も示す．  

記号：r＞0とする・◎T，げは，行使日rでペイオフ  

関数¢，ムを持つgの上に書かれたパスに依存しない  

デリバティブを表し，Crは，行使日rで行使価格たi  
のβの上に書かれたコールオプションを表す．△（月＋）  

は（月＋，β（月＋））上の確率測度全体の集合を表し，Qは  

リスク中立測度を表す．  

モデルA：利率0の無リスク資産と一つのリスク資  

産ぶからなる無裁定な市場を仮定する．リスク資産  

の価格過程g（t）は，何らかのフィルター付き確率空間  

（n，ア，（苫）。≦いP）上ゐ適合過程として定義される．   
通常のモデルではg（f）の満たす確率微分方程式を  

仮定するが，モデルAでは仮定しない．この研究では，  

モデルAの下でのオプションプライシングを考える．  

以下では，簡単のために¢，ムに対し強い仮定（連続性  

やコンパクトサポートを持つ）をおく場合があるが，必  

ずしも必要ではない（Popescu［2】を参照）・  

ム  
¢（ェ）d／巾）  maXlmlZeI▲∈△（R＋）  

1  
ム（∬）d／上（諾）＝吼（戎＝1，2，…，れ）  Subjectto  

（1）  

双対性を利用して問題（1）を解く方法を示したのが  

BertsimasとPopescuの結果である．我々は，彼らの  

等式制約と・－－一期間の情報だけを含む場合の結果を，不  

等式制約と多期間の情報を含む場合の結果に－－一般化す  

る．劣マルチンゲール性と不等式制約に拡張された双  

対性から次の命題を示すことができる．  

命題1（拡張した結果）（げの価格）∈【qi，－，軋＋】  
（盲＝1，2，…，m）を仮定する．このとき，◎Tの価格  
の上界が，次の半無l唄線形計画問題を解くことによっ  

て得られる．  

¢（ヱ）叫（ご）  maXlmlZell∈△（R＋）   

Subjectto   

ム（諾）d／止（∬）≧qト  

（℃＝r，または℃＜rかつムが凸，（2）  

または℃＞rかつムが凹となる乞）  

ム（ェ）dJJ（ご）≦qiJ  

（℃＝r，または墨＞rかつ上が凸，  

または℃＜rかつムが凹となる豆）  
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さらに，ん¢が連続でコンパクトサポートを持ち区分  

的に多項式（一次式）であるなら，問題（2）は半正定値  

計画問題（線形計画問題）に帰着できる．□   

この命題で，すべての℃（乞＝1，2，…，乃）がナと等し  

い場合，問題（2）の最適解は◎rの価格の上限になる．  

3 双対性のファイナ＿ンス的意味   

モデルAに加えて，原資産価格g（t）にPt5■（r）∈  

【α，瑚＞0（∀【α，む）⊂月＋）を満たす何らかの確率微分  

方程式を仮定した市場モデルをモデルBとする．モデ  

ルBは，B．S．モデルなど多くの研究で用いられるモデ  

ルを含むことに注意する∴双対性により，モデルBの  

下でのヘッジ戦略とモデルAの下でのオプション価格  

の関係を表す次の命題を得る．   

命題2（双対性の意味）モデルBと矛盾しないような  

（曹の価格）＝qi（宜＝1，2，…，れ）を仮定し，¢，ムを  
コンパクトサポートを持つ連続関数とする．このとき，  

モデルBの下で無リス●ク資産とげ（乞＝1，2，．‥，m）  
からなる買い持ちポートフォリオで◎Tをスーパー  

ヘッジするのに必要な初期費用の下限は，モデルAの  

下での◎Tの価格の上限に等しい．口   

4 原資産価格の分布の上限および下限   

問題（1）で¢（ェ）＝1【0，α】（ご），ム（∬）＝maX（ェー毎0）  

とおくと，モデル’Aの下で与えられたコールオプシ  

ョンの価格から行使日における原資産価格のQの下  

での分布の上限を求める問題となる．双対問題の観  

点からは，モデルBの下でコールオプションと無リス  

ク資産からなる買い持ちポートフォリオを用いてバ  

イナリオプションをスーパーヘッジする問題である．  

0≦た1＜た2＜・‥＜たれとして次の条件を考える．  

条件A；－1≦（q2－ql）／（た2－たり≦（q3－92）／（た3－  

た2）≦…≦（恥一触＿1）／（たm－たm＿1）≦0が成り立ち，  

かつql＞q2＞…＞qm＞qm＋1＝・・・＝0を満たす  

m（≦m）が存在する．   

補題3条件Aが成り立つとき，またそのときに限り  

infQQ【ぶ（r）≦αJの閉じた形の解（複雑なのでここで  

は記述しない）が得られる．条件Aが成り立たない場  

合，与えられた価格qiは市場の無裁定性に反する．□  

この上限下限を用いることによって，原資産価格の分  

布を仮定せずに新たなリスク指標を定めて計算するこ  

とができる（詳細は発表当日に報告する）・  

5 計算結果   

4節で求めた原資産価格の上限下限とリスク指標を  

実際のデータを用いて計算した．凶1は，4週間前の  

オプション価格かち計算した2004年5月13日の日経  

225の分布Q（g（r）＜α）の上限および下限である・詳  

細な計算結果については，発表当日に報告する．  
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図1：日経225の分布の上限および下限  

6 まとめ   

モデルAの下で，不等式制約と多期間の条件を含む  

より－－・・般的な問題が凸計画問題に帰着でき効率よく解  

けることを示した．また，モデルAの下でデリバティ  

ブ価格の上限を求める問題の双対問題が実用的なモデ  

ルBの下でのヘッジ戦略に関連する問題になることを  

示した．さらに，モデルAの下で与えられたコールオ  

プションの価格と矛盾しない原資産価格の分布の上限  

下限を求め，実際のデータを用いた計算も行った．この  

上限下限は，閉じた形の式で求められるので，提案した  

リスク指標の他にも投資判断など実際の投資家による  

様々な応用の可能性があると考えられる．  
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ム  
max（エーたi，0）d上申）＝仇（宜＝1，2，‥．，m）  

を満たす（月＋，β（月＋））上の分布〝が存在する．ロ   

この補題より次の命題を得る．   

命題4（原資産価格の分布関数に対する上限下限）  

（C71の価格）＝仇（壱＝1，2，…，m）を仮定する．．条  

件Aが成り立つなら，α≧0に対し，モデルAの下  
での叩）の分布の上限supQ（∋【g（r）≧α】と下限  
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