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1 はじめに   
本研究では，次のように定式化される与えられた資源集合を  

均等分割するグラフの分割問題を考える．   

問題1入力‥グラフC＝（VE）とた他の互いに素な節点部  

分集合（資源集合）れ，筑，…，乃（lれt，l筑ト‥，ln卜偶数）・  

出力＝ 次の（豆卜（誠）を満たすCのg分割（Cl＝  

（仇，仇），C2＝（鴨，β2））‥（豆）仇Ulち＝V，仇∩鴨＝¢，（呵  

ClとC2はともに連結，（摘）ClとC2はともにれ，筑，・・リ  
nからそれぞれちょうど半数の節点を含む．  口   

上の（i卜（iii）を満たす分割を，d－2分割と呼ぶ・この問題は，  

公平な土地の分割などに応用できる．これまでに，d＝1の場  

合でも，1－1分割が存在するかを判定するのはNP一困難である  
ことが知られている【1，2】．一方で，分割が存在するための十分  

条件についても研究がなされてきている．d＝1の場合，入力  
グラフが2点連結グラフならば，0（lVt）時間でト2分割が見つ  

かることが知られているt5，6】・d＝2の場合には，Cが3点連  

結グラフならば，2－2分割（Cl，C2）が存在し，0（l咋loglVt）  
時間で見つかることが，永持ら【41によって示されている・－‘  
般のd≧3の場合については，d－2分割が存在するための自明  
でない十分条件は知られておらず，【41でCが（d＋1ト点連結  

グラフならばCのd－2分割が存在すると予想されていた．   

本棚究では，d＝3の場合に分割が存在するための十分条  
件について考える．まず，入力グラフが4点連結であっても，  
図1に示されるように分割が存在しない例が存在する．この  
例は，t4】で示された予想に対して否定的な答えを与えるもの  

となっている．その－一方で，本研究では入力グラフが4点連  
結でかつ4節点の完全グラフを部分グラフとして持つならば，  

3－2分割（Cl，C2）が存在することを示す・そして，このよう  

な（Cl，C2）を見つける0（lVl3loglVl）時間アルゴリズムを  
提案する．  

2 用語と定義   

C＝（竹β）を，Vを節点集合，βを枝集合とする単純無向  
グラフとする．“⊂”は，真に包含することを意味し，“⊆”  

は，“⊂”または“＝”であることを意味する．グラフCの節  
点集合と枝集合を，それぞれV（C），β（C）で表わす．節点≠と  
節点vを端点とする枝をe＝（叫ル）と表わす・グラフCにお  

いて，lVl≧た＋1であり，どの（た－1）個の節点集合ズ⊆V  
を除去してもグラフが連結ならば，Cはた点連結であるとい  
う．Cの節点集合ズ⊆Vにおいて，節点v∈V－ズがある  
節点祝∈∬について（叫ル）∈Eを満たすならば，Vをズの隣  

接点と呼び，ズの隣接点の集合を〃c（ズ）と表わす・枝eを縮  
約することによって，Cから得られたグラフをC／eと表わす．   

2．1 ハムサンドイッチカットとグラフの凸埋め込み   

d一次元空間Rdを考える．0≠α∈属dと実数む∈月1が  
与えられたとき，〟（α，b）＝（ご∈呵（α・ヱ）＝りを超平面と  
呼ぶ（（α・〇）はα∈月dと〇∈月dの内税を表わす）・ここ  

rlエivいV2）  

ち＝‡γユ，γ4〉  

71＝iv5，V6i  

図1：4点連結のグラフで3－2分割を持たない例  

で，〃＋（α，b）＝（〇∈呵（α・エ〉≧叫を正の開半空間と呼び，  

〃‾（α，b）＝（∬∈呵〈α・∬〉≦叫を負の閉半空間と呼ぶ・   
月d内のd個の点集合を凸，…，島とする．どの彗につい  

ても，世＋（α，可∩薫l≧「早1，世‾（α，わ）∩彗l≧「早1で  
あるなら，月d内の超平面〃＝ガ（α，む）はPl，‥・，為に関す  

るハムサンドイッチカットと呼ばれる．   

定理2．1【31月d上において，d佃の点集合凸，…，鳥が与え  

らえたとき，凸，．．．，為に関してハムサンドイッチカットであ  

る超平面が存在する．  ロ  

月d上での点集合P＝（〇1，…，ごた）において，∬′＝α1ヱ1＋  

，  αi＝1を  

の  

1  

部分集合g⊆月dに  

】  

d  

α2ご2＋・‥＋αた諾た，αi≧0，豆＝1，．‥，た  

満たす点ご′をPの凸結合と呼ぶ．P  
点の集合をcom刃（ク）で表わす・P＝（∬  

は線分と呼ばれ，【〇1，〇2】と表示される・  

おいて，仔志の2点エ，∬′∈gが【∬，∬′  

ば，5を凸集合と呼ぶ．凸集合5⊆R  
て，もし∬∈【∬′，∬′′】となる2点エ′，〇′′∈β－∬が存在しな  
いならば，エを頂点と呼ぷ．βの2頂点エ1，エ2∈5について，  

α∬′＋（1－α）〇′′＝ご∈【ヱ1，エ2】，0≦α≦1を満たすぶの2  

点エ′，ヱ′′∈5が必ず線分tご1，〇2lに含まれるなら，【ェ1，∬21を  

gの辺と呼ぶ．有限個の閉半空間の共通部分βは凸多面体と  

呼ばれ，さらにβが空でなく有界であるとき，有界凸多面体と  
呼ばれる．Rd上で有界凸多面体βが与えられたとき，鴨を  
ぶの頂点集斜こ対応する節点集合，ββを【ェ，£′】がぶの辺で  

あるようなgの頂点対エ，∬′∈ぶに対応する枝集合とする無  

向グラフを，頂点一辺グラフCg＝（鴨，βぶ）と定義する・凸多  

面体ぶにおいて，〟（α，b）∩ぶ≠¢かつ，g⊆〟＋（α，わ）または  

β⊆〝‾（α，b）である超平面〟（α，b）を，ぶの支持超平面と呼  

ぶ．β内の点pを含む5の支持超平面がないなら，pはgの狭  
義内部にあるという．5が，月d上においてβの狭義内師こあ  

る点をもつなら，ぶは月d上で全次元であるという．coれV（P）  
の狭義内部にある点の集合をれt（comv（P））と表わす・  
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（＊）縮約しても4点連結性が保たれる，Cに含まれない枝eを   
見つけ縮約し．結果のグラフをC′とする．  

ステップ2：ステップ1の結果得られるグラフをC′で表わす，  

Cを境界とするC′の月3上への凸埋め込みを見つける．次に，  

ステップ1で縮約された枝をステップ1で処理した逆順に見  
ていき，その両端点を月3上へ凸埋め込みを行いながら，Cに  
戻していく．ここで，どの4点も同じ平面上に配置しない．ロ   

アルゴリズムの正当性は次の2つの補足引こより証明できる．  

補題の証明及び計算時例の解析は省略する．   

補題3．1C＝（竹丘）を4節点の完全部分グラフCを持つ4  

点連結グラフとする．このとき，C／eがイ点連結であるよう  

なβ一月（C）の枝eが存在する・  ロ   

補題3．2C′＝（竹β）を孤立点を含まないグラフとし，Jを  

月d上において，Cを境界としたC＝C′／eの凸埋め込みとす  

る．ここでeは（机，祝2）一V（C）≠のとなる枝e＝（机，祝2）  
とする．もし叫∈V－V（C）ならば，l〃c′（叫）l≧d＋1が成  
り立つとする（乞＝1，2）．このとき月d上においてCを境界と  
するC′のRd上への凸埋め込みJ′が存在する．  ロ   

補題3．2は，もしt〃c′（叫）l≧d＋1（乞＝1，2）が成り立てば，  
月d上において境界CとしたC′の凸埋め込みが可能であるこ  

とを意味している．ステップ1では4点連結牲を保持しなが  

ら枝の縮約を行っているので，ステップ2におけるどのグラ  

フにおいて，全ての節点の次数は4以上である．ここで境界C  
の枝はアルゴリズムで縮約されないことに注意されたい．ゆえ  

に補題3．2により，ステップ2の正当性は証明される．   

最後に，d≧4の場合，d－2分割が存在するための十分条  

件に関する考察を行う．補題3．2により，次の（a）－（c）が成立  

すれば，月d上にClを境界としたCの凸埋め込みを見つける  
ことができる．（a）Cは定義2．1（i）のC′と同じ性質を持つ  

部分グラフClを持つ．（b）各γ∈V（C）－V（Cl）において  

l〃c（州≧d＋1が成り立つ・（c）d＋2節点の完全グラフが得  

られるまで，（b）を保存しながらβ（Cl）でない枝を縮約し続  
けることができる．ゆえに，人力グラフCが（a）－（c）を満たせ  

ば，d－2分割が見つかることを志味する．しかし，その一方で，  
例えばd＝4の場合，5節点の完全グラフを持つ5点連結グラ  

フで，上記の（aト（c）を満たさないグラフが存在する・  
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グラフC＝（竹β）の尺d上への埋め込みとは，次の（a）（b）  

を満たす写像J‥V→尺‘‘のことをいう．（a）各節点γ∈  

Vは，月d上の点ル）∈月dによって表現される．（b）各枝  
e＝（叫γ）∈別ま，線分［J（u），丑u）】（J（e）とも表記される）  

で表現される・節点集合（γ1，‥・，V。）＝y⊆Vについて，  

点集合（J（机），…，J（町））をJ（y）で表わし，COγ㍑（J（y））を  

coれり（y）と表わす．グラフC＝（竹β）のRd上への凸埋め  
込みは，次のように定義される．  

定義2．【4】C＝（叩）を孤立点を含まないグラフとし，  
C′＝（V′，β′）をCの部分グラフとする．C′を境界に持つ  

Cの凸埋め込みは，次の（五）－（班）を満たす月dへのCの埋め  
込みJで定義される．（宜）全次元である有界凸多面体coれり（V′）  

の頂点一辺グラブはC′と同型である．（呵各節点v∈V－V′  

について，J（γ）∈れt（coγⅢJ（〃c（v）））が成り託つ．（摘）月d  
上の点集合（J（祝）l祝∈V）において，どのd＋1点も同一・超平  
面上にない．   

グラフCのRdへの凸埋め込みは次の性質を持つ．   

補題2．1【4】C＝（竹β）を孤立点を持たないグラフとし，J  
をRdへのCの凸埋め込みとする．ある超平面〃＝〃（α，わ）  
とある節点部分集合¢≠Ⅵ⊆Vについて，J（Ⅵ）⊆〃十（α，♭）  

とJ（V）∩岬十（α，わ）一〃（α，わ））⊆J（Ⅵ）が成立するとする．  

このとき，Ⅵは連結グラフを誘導する．  □   

3 d＝3の場合の分割問題   
ここでは，Cが4点連結でかつ4節点の完全グラフCを部  

分グラフとして持つとき，3－2分割が0（lVl3log】Vl）時間で求  

まることを示す．補題2．1により，入力グラフCを月d上へ  

凸埋め込みできれば，その埋め込まれたグラフを任意の超平面  

〃＝〟（α，わ）により分割することで，それぞれ連結であるC  

の2分割が求まる．また，定理2．1より月d上ではn，苅，…，  
nをそれぞれ2等分する超平面（ハムサンドイ・ツチカット）  

が求まる．以上より，CをRd上へ凸埋め込みし，ハムサンド  

イッチカットにより分割することで，d－2分割が求まる．以上  
より，d－2分割が見つかることを示すには，CのRd上への凸  
埋め込みが見つかることを示せば十分である．   

以下で，次の定理に対する構成的な証明を与える．   

定理3．1Cが4点連結で4節点の完全グラフCを部分グラ  

フとして持つならば，Cを境界に持つCの月3上への凸埋め  
込みが存在し，0（lV！3loglVl）時間で見つかる・  口   

Cの月3上への凸埋め込ケを見つけるために，【4】で示され  

たd＝2の場合のアルゴリズムを拡張した2ステップから成  

るアルゴリズムを示す．最初にβ－β（C）となるような枝を，  
4点連結性を保ちながら，Cを含む5点の完全グラフClとな  

るまで縮約する．このときCを境界とするClの凸埋め込み  
は次のように簡単に求めることができる．V（C）の埋め込み／′  
はV（C）の各節点を一一般的な位置に配置することで得られる．  
そして境界上にない（γ）＝V（Cl）－V（C）である節点γを  
れt（coγlり′（V（C）））に埋め込む・次に縮約をしたプロセスの逆  

順に，縮約された枝を戻しながら月3上への凸埋め込みを行う．  

アルゴリズムの概要の詳細を次に示す．  

アルゴリズムSC－Embedding3  
入力：4節点完全グラフCを持つ4点連結グラフG．  

出力‥Cを境界に持つCの月3上への凸埋め込みJ．  

ステップ1：C′：＝Cとする．C′の節点の数が5になるまで，  

次の操作（＊）を繰り返す．  
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