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1．はじめに  

待ち行列システムにおける客の到着を記述するモデルと  

して，マルコフ型到着過程（Markovianarrivalprocess：  

MAP）と呼ばれる確率過程のクラスが知られている．  

最近，独立で同一な2状態MAPの重畳について，逆  

行列や行列指数関数を使わない計数過程の栢率構成法  

が報告されたが【1ト本稿では必ずしも同一ではない2  

状態MAPの重畳についてその構成法が適用可能か検  

討する．  

2．MA】Pとその轟現行列  

2次元の状態空間（（町かⅧ∈Z＋，J∈ぶ）上の（斉時  

的な）連続時間マルコフ連鎖（（Ⅳ（り，J（t）））を考える．  

ここで，Z＋全（0，1，．‥），β全（0，1，…，m）であり，  

mは1以上の整数である．マルコフ連鎖（（Ⅳ（t），J（り））  

の推移速度行列Qが  

∂全（C言？．．） （1）  

で与えられるとき，（（〃（f），J（t）））をMAPと呼ぶ．C  

とβはMAPの表現行列と呼ばれ，各々（m＋1）×（m＋  

1）の正方行列である．CとβがMAPの表現行列で  

あるためにはいつくかの制約がある．すなわち，Cの  

対角要素は負であり，非対角要素は非負であり，また  

βの要素は全て非負であるが少なくとも1つは正で  

ある．さらに，Q全C＋βは状態空間占上に定義さ  

れるMAP■の到着を支配する連続時間マルコフ連鎖の  

推移速度行列に等しく，全ての要素が1の列ベクトル  

を1T，全ての要素が0の列ベクトルをOTとすると，  
QlT＝（C＋β）1T＝OTである．これらの条件を満  

足する表現行列Cとβが与えられれば，1つのMAP  

を記述することができる．  

3．同一2状態MA】Pの重恩  

3・1・碗率の構成法【1】  

やや天下り的ではあるが，以下の正方行列V（れ，りを  

考える．  

れ，ノ（り＝jW（0）＝0，J（0）＝申こよって与えられ  

るMAP（（Ⅳ（f），J（t）））の推移確率行列である．P（乃，り  

についてのコルモゴロフの前進方程式を使うことによ  

り，V（れ，t）は  

Ⅴ㈹＝V（0側  （3）  

v（恒）＝Ⅴ（哺＋mV（m－1朋，（m≧1）（4）  

に従うことがわかる．ただし，初期条件はV（0，0）＝  

J（Jは単位行列）であり，れ ≧1に対して，  

V（れ，0）＝0（0は要素がすべて0の行列）である．  

MAP（（Ⅳ（り，J（亡）））において，Ⅳ（りは（0，申こ生じた  

到着イベントの回数であることから，Ⅴ（町申まⅣ（り  

についての（階乗）積率についての行列であることが  

わかる．文献【1】の手法は直接微分方程式系（3），（4）を  

解くことで横率を構成す■るが，V（叫）を以下のように  

分解する点に特徴を有する．すなわち，乃＝0のとき  

V（0，f）＝eXp［釧であり，れ≧1に対するⅤ（れ，土）は  

Ⅴ（几，り＝m！〟（m，りexp【Qt］  
（5）   

のように分解する．ただし，〟（乃，りは時間順序づけ  

られた積分  

上  

〟（乃，り全   ∬（わ）‥・∬（亡れ）加1dわ…d㍍（6）  

れ，J・  

qり全（（fl，…ふ）：0＜fl＜・‥＜㍍＜り   

によって定義され，さらに行列で表される積分核∬（f）  

は  

K（t）全exp【Qt］DexpトQt］  
（7）   

で定義される．このように分解したとしても，行列指  

数関数の積分評価が必要となり一般のMAPについて  

は〟（乃，りの解析的な評価が困難である．しかしなが  

ら，独立で同一な2状態MAPの重畳についてはその  

表現行列Cとβを適当に選び，それらの代数関係を  

活用することで以下の補題を得る．  

補題1．Cとβを独立で同一なm個の2状態肌P  

を重畳して得られる〟APの表現行列とする．このと  

き，た≧0に対して  

00   

た！  

Ⅴ…全呂ポ毒 P（た，t），（れ≧0）（2）  

ここで，正方行列P（m，りはその五行J列番目（0≦  

乞 ≦ m，0 ≦ j ≦ m）の要素がPr【Ⅳ（t）＝  

q∂鳥山Qβ，（れ＝2た＋1）  

q3たadちか，（乃＝2た＋2）  
n（laβ＝  

（8）   
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が成立し，K（t）＝eXP［Qt］DexpトQt］は   

∬（f）＝月＋e90亡ぶ＋e‾恥tr，  
（9）  

を満たす．ただし，qO＝恥＋q＿であり，恥及びq＿は  

2状態〟APを支配する連続時間マルコフ連鎖の2つの  

遷移率である．また，凡∫，及びri．ま（m＋1）×（m＋1）  

行列であり，  

月全β一志adちβ，  
（10）  

g全品（榔＋qoad跡 （11）  

r豊かdらβ－qOadQβ） （12）  

で定義される．ただし，正方行列ズ，yに対して，  

a娘y≡y，adズy≡【ズ，y］，a娘y≡［ズ，［ズ，y】】等で  

あり，【ズ，y】≡ズy－yズである．   

補題1の∬（f）を使えば，行列指数関数の積分を評  

価するのではなく，初等関数の横分を評価することで  

〃（れ，りを計算することができるというのが，文献川  

の要点である．  

3．2．補領1の証明（概要）  

補題1においては，独立で同一な2状態MAPの重畳  

の表現行列Cとβが2状態MAPを記述する6つの  

正のパラメータc＋，C＿，d＋，入＋，d●，及び入＿と，α＝  

（c＋＋d＋＋入＋）－（c＿＋d＿＋入＿），β＝C＋＋d＋＋入＋＋  

c＿＋d＿＋入＿を用いて  

C＝C．β．＋c丑一芸β3一  （13）  

びrで展開した∬（t）が得られる．この関係は，2×2  

行列で行列式が1であるような行列から構成される群  

∫エ（2，R）における代数5t（2，R）の生成子∂＋，占＿，及び  

占3が満足する代数関係と同一である．   

4．同一ではない2状態MAPの重畳の場合  

以下，独立ではあるが必ずしも同一ではない2状態  

MAPの重畳について，補題1と同様な結果が得られ  

るか検討してみる．2つの独立なMAPの表現行列をそ  

れぞれC（1），β（1）及びC（2），β（2）とするとき，この2つ  

のMAPを重畳して得られる連続時間マルコフ連鎖は  

MAPであり，その表現行列はクロネッカー和㊦を使っ  

てC占＝C（1）⑬C（2）とβ5＝β（1）⑳β（2）で与えられる．  

また，重畳されたMAPを支配する連続時間マルコフ  

連鎖の推移速度行列をQ5とすればQ占＝Q（1）⑳Q（2）  

となることはよく知られている．クロネッカー和（と  

クロネッカー積）の基本性質を使えば，m≧0に対して   

a軋ββ＝d昌（1）が1）㊤ad昌（。，β（2）  （18）  

が成立することがわかる．すると，次の補題が得られる．  

補題2．C（1），か（1）及びC（2），β（2）をそれぞれ異なるパ  

ラメータで記述される2状態〟APにおける表現行列  

とする．また，q㌣）と㌔）（qヂ）と㌔））をC（1），β（1）  
（C（2），β（2））で表現される2状態几掴げを支配する連  
続時間マルコフ連鎖の2つの遷移率とする．もしq＝  

q㌣）＋qリ）＝qf）＋㌔）ならば，た≧0に対して  

〈 

挽か5＝ 19）  

が成立する．   

例えばマルコフ変調ポアソン過程を考えると，変調さ  

れる到着率が2つのマルコフ変調ポアソン過程それぞ  

れについて異なっていてもq＝q㌣）＋疋）去qf）＋㌔）  

ならば補題2が成立する．また，2つの2状態MAPが  

同一ならば補題1においてm＝2とした場合と同様な  

結果が得られるが，両者の表現行列は異なる．扇（2，R）  

の生成子∂＋，占＿，及び占3の表現行列は1つではなく，  

補題1では3行3列の，補題2では4行4列の表現行  

列となっており，代数関係が本質であることがわかる．  

5．おわりに  

本稿では代数関係を用いたMAPに対する計数過程の  

横率構成法において，独立ではあるが必ずしも同一で  

はない2状態のMAPの重畳について検討した．   
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入＋一入＿［∴m（入＋＋入＿）  
β＝d＋且＋＋d＿且＿＋   

2  2  

（14）   

によって与えられることが前提である．Cとかの構成  

要素β＋，且＿，哉は（m＋1）×（m＋1）の正方行列であ  

り，∂i，jをクロネッカーのデルタとして，その五行j列  

番目の要素がそれぞれ，  

（且＋）慮，J全（m一埴，ゴー1，  

（β－）り全域，打1，  

（β3）豆，ゴ全（m－2廟，ゴ，  
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 によって具体的に与えられる．実は表現行列の構成要  

素且＋，且＿，β3に対して成立する代数関係が補題1で  

重要な役割を果たす．   

直接計算することにより，β＋，β＿，且3の間には  

［β＋，且－］＝β右【戯，β＋ト＝2β＋，【筏，丘L】＝－2β＿  

のような関係が成立していることがわかる．この関係  

を使うことにより，式（8）が，さらには行列凡ぶ，及  
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