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1。 はじめに  

PH分布を支配するsubgeneratorQの固有値は  

PH分布の性質を調べる際に重要な役割をはたす．  

従来の研究では，いくつかの限定された場合につい  

ては，その密度関数が陽な形で与えられているが，  

一般的な場合については，密度関数の下限が係数付  

きのErlang分布で与えられているのみである．ま  

た，PH分布の表現（α，Q）には，冗長性があり，同  

じ分布でもその表現には自由度がある．これらの問  

題を解決するため，本稿ではJordan標準形を用い  

てQを表し，陽な形で確率密度関数を得る．  

2。pH分布の表現と密度関数  
肝斑分布：吸収状態（0），一時的状態J〟 ＝  

（1，2，…，〟）をもつ吸収マルコフ過程を（ズ（り，0≦  
f）とし，その推移速度行列を  

＊岸康人 KISHIY誠uhito  

紀一誠 KINOIssei  
〃γ 。Ⅳc   

的（り＝m（ト入i）mr‘m（トーの）mci（レタ豆）mc‘  

慮＝1 i＝1  

である場合を考える・ここで，固有値入j∈R（乞＝  

1，…，Ⅳ「），Ji∈C（乞＝1，…，〃云），∂iはげ五と複素共   

役とし，mri，md，乃rわmdは自然数であり，mγi≦   

れγ豆，m。i≦れ。電とする．ただし，最小多項式とは，  

タQ（Q）＝0となる多項式の中で，次数が最低で，   

最高次の係数が1であるものである．   

Qの∬ordam標準形：Qは，以下のように書ける．   

〃r 〃c 〃c  

Q＝ぴ♂Ⅴ，♂＝0封入i）¢0吋五）⑳0嘩壱）  
i＝1 i＝1 i＝1  

♂（入電），♂（J宜），♂（百i）は，それぞれの固有値に対す   

るJordan標準形で，  

mrig（入i，た）  

卯i）＝（D（D♂勅，た）  
た＝1g＝1   

弟（入i，た）は，固有値入iに関する次数たのg番目   

のJordancellで，ゼ（入電，た）は，固有値入電のた次の  

Jordancellの個数．  
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（1）  

初期分布を  

（2）  α＝（α1，α2，．‥，α〃）  

とする・このマルコフ過程（ズ（り）が吸収状態に達  

するまでの時間分布をPH分布といい，（α，Q）を  

PH分布の表現という・また，Qをsubgenerator  
と呼ぶものとする．推移速度行列の性質から，t留＝  

（飢0，勉0，・‥，如才0），伽≧0，戎∈んォであり，qi五＜  

叩∈J〟），勒≧0（¢＝（侮），五≠j∈んォ），留＋  
馴＝0である・ただし，皿＝t（1，1，…，1）である．  

密度関数：PH分布（α，Q）の確率密度関数は形式的  
には次のようになる．  

（3）   J（t）＝αeXp（Q輌，0＜f．  

一般に，密度関数が与えられたときのPH分布の  
表現は一意ではない．上式は，行列の無限級数を含  

んでおり，密度関数，分布関数が陽な形で表現され  

ているとはいえない．   

3。∬ordam標準形による密度関数の陽表現  

固有多項式と最小多項式：いま，Qの固有多項式  

ゐ（りおよび最小多項式タQ（f）がそれぞれ  

Ⅳ「 〃。  

ね（り＝m（ト入i）町m（トーの）れci（ト一句）れc‘  

豆＝1  i＝1  

入 1  

入 1  

♂（入，た）＝  ＝入∬た＋jVた，  

入 1  

入   

ただし，掴もた次の単位行列，Ⅳたは，（穐）た＝の  
となるべき零行列，  

0 1   

0 1  

jVた＝  
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である・また，①駐1Agは，ブロック対角行列，  

Tl   OAg＝Al⑳A2㊤…◎A几  

g＝1  

ここで，  

mrig（入i，た）た－m  

αm（ケ盲）＝∑：∑∵こ謹）（入i，た）・ん皇誓乃（入誹，  
た＝m＋1ゼ＝1β＝1   

ゆm（グ慮，t）＝2γ几（Ji）cos（レ（Ji）亡＋恥（グ五）），  

また，  

抑…）＝ （叩与g）（入豆，叫  

ん！g）（入湖＝（γjg）（入湖，q），  

（げ五，∂iに関しても同様・）  

レ（Jj）＝Im（Ji），〃（J五）＝Re（Ji），  

m。ig（Ji，た）た－m  

∂れ（J五）＝∑ ∑∑タ皇β）（Ji，頼ん皇誓n（J‘，た），  
た＝m＋1g＝1β＝1  

γ几（J五）＝】∂れ（Ji）I，恥（J亘）．＝arg∂m（Ji），  

∂乃（Ji）＝γ几（げ£）e伽（J－）i，  

である．   

この密度関数の形から，本質的に影響を与えるの  

は，SubgeneratorQの固有多項式の次数ではなく，  

最小多項式の次数であることがわかる．  

4．数値例  

次のような表現（α，Q）をもつPH分布を考える・  

を表す．J豆，百電についても同様．   

ここで，U，Vは，それぞれJordancellの右固有  

ベクトル，左固有ベクトルから構成される行列であ  

り，固有値との対応で，  

U＝［U（入），U（J），U（∂）】，  

Ⅴ＝［Ⅴ（入），Ⅴ（グ），Ⅴ（∂）】f  

と書けて，  

UV＝∫  

となるように，U，Ⅴをとることができる．さらに，  

Jordancellとの対応から，   

叩）＝〈〈（帰，た））禁，た）〉ニ1）：1，  
Ug（入湖＝押）（入i，た）〉  －1．2  0．5  0．6  

0．3  －1．2 0．7  

1．0  0．1 －1．5  

，α＝（0．3，0．5，0．2）  Q＝  

Ⅴ（入）＝［［【Vg（刷】椚ニ1］ニ1，  
subgeneratorQは，次のような固有値をもち，最  

小多項式の次数は全て1である．   

入＝－0．2248，  

J＝－1．8376＋0．13038宜，∂＝－1．8376－0．13038宜  

このとき，密度関数は次のようになる．  

J（り＝0．22e－0・22上＋0．21・COS（－1．63＋0．13りe‾1・83亡  

Ⅴゼ（入湖＝ト王g）（入湖］  

のように表される・ただし，祝；g）（入，た），γ王g）（入，た）を，  
それぞれe番目のk次のJordancellに対応するj  

番目の右および左一般固有ベクトルとする．  

密度関数の陽表現：（3）式の密度関数は，前項のJor－  

dan標準形を使って，以下のように，行列の無限級  

数を含まない陽な形に書き直すことができる．  

梱＝慧e人偏）   

＋姜貰芸e叫両）   

＝（Erlang分布の線形結合）＋（RippleTbrms）．  
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