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支払う．   

Z㌻を時刻tでの焚産とする・右．γを区間【f，r】に偲を  

とる停止時刻の鼻合とする．すべてのf∈【0，r】に対して  

確率1でZ言＜t≧月（J，t）となるような停止時刻J∈苛，T  

と自己充足的なポートフォリオ汀の組（打，訂）を酒期Tの  

ゲームオプションのヘッジという．このゲームオプション  

の価格は  

VlO）＝inf（V≧Ol］（J，汀）withZJ＝V）  

で定怨される．  

定埋1ゲームオプションの価格＝〃（t）は   

叩）＝≡町ー（呵勒丁肪】  

＝町（叫船舶】  

であり，攻適な停止時刻は以下で定怨される．  

テ＝in叩∈【0，r）tVO（り＝e‾rtム（ズt））∧r  

∂＝in叩∈【0，r）IVヰ（り＝e‾rtJ2（ズt））∧r・  

ゲームコールオプションについてはアメリカンコールオプ  

ションと同楊に次のことがいえる．  

定理2 焚産価格が（4）にしたがうとき，ゲームコールオ  

プションの見い手は満期まで権利を行使しないこと  

が康適である．   

3 永久ゲームオプション   

永久ゲームオプションの価格式を以下で定義する．ただ  

し，時刻0で∬を出発する確率過程の紺待償を㌘卜】と  

番く．  

‰（ご）＝鶴Sinfesssup盈エIe－巾＜丁）月（J，丁）】  
J∈範・㈱丁∈％，∞  

＝eSSinfesssup盈エ【eイ（q＾T）（fl（X，）1（T≦q）（6）     J∈範 
－00丁∈％，∞  

＋ム（ズJ）1（J＜丁））】，  

こヱでム（・），J2（りはペイオフ困敢であり，コールの場合は  

ム（〇）＝（∬一打）＋，J2（∬）＝（∬一打）＋＋∂，  

プットの場合は  

ム（ェ）＝（∬－エ）＋，J2（ェ）＝（∬－エ）＋＋∂  

である．ただし，∬は栂利行使価格，∂はペナルティ（手数  

料）である・以下ではコールのとき1ん（ェ）＝1／若（ェ），プッ  

トのときl‰（∬）＝l曾（ェ）と寄く．  

1はじめに   

アメリカンプットオプションの備格式についてはこれま  

で椒々な研究がなされてきたが閉じた形の解析周は存在し  

ない．しかしながら，Merton【3】は滑翔が無限の場合，すな  

わち，永久アメリカンプットの価格を閉じた形の解析解と  

して導出している．   

そこで本研究では，Kifer［2】により考案されたゲームオ  

プションの酒期が無限の場合の侶格式を提示する．また，  

永久ゲームプットオプションが永久アメリカンオプション  

に退化する条件を求める．   

2 ゲームオプション   

本研究で考える市場は遊説的に取引される2超撰の充産  

で構成されているものとする．これらの焚産のうち1つは  

無危険衷産（倣券）であり，時刻＝における価格をβゎ鮨危  

険利子率をγとすると月tは  

dβt＝rβtd亡，β0＞0，γ≧0  （1）   

をみたす．もう1つの焚産は危険敢産（株式）であり，時刻  

tにおける価格を晶とすると∬tは確率槻分方程式  

dズt＝〃ズtdf＋㍍∬tdⅥ1  （2）   

をみたすものとする．ここで佑Kは定数，Ⅳtは完備な税  

率空間（n，ア，ア）上で定義される額準Brown遅効とする・   

同髄マルチンゲール甜度βをタに対して  

凱 ＝ヰ去（？）2モー（？）勒）  
と定怨する．  

町＝叫＋ヒニ三上  
代  

（3）  

とおけば，βの下で砺は顧笹Brown運動となる．（3）を  

（2）に代入すると，  

dズt＝r為df十㍍∬tdWt  （4）   

となる．   

ゲームオプションは任意の時刻において売り手は契約の  

キャンセルを，買い手は相和を行使するヱとができる条件  

付き詣求椅である．売り辛が停止時刻J∈【0，r】でキャン  

セルし，見い手は停止時刻γ∈【0，rjで栂利行壊するなら  

ば売り手は馴、手に停止時刻α∧丁＝min（J，T）で  

月（J，T）＝ム（∬，）1（丁≦JI＋ム（ズケ）1（。＜†1（5）  
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（≡）↑  

二r  

十（（∬－b）＋＋∂ト其－     ■い▲■〉ノ■〉J 

（6）においてsup，imrを実現する停止時刻を㌔，αb，最  

適行使境界lま時間に依存しないのでそのときの株価を  

ズ丁8＝α，ズJb＝bとすると（6）は次のように事きかえる  

ことができる．  

塩（ェ）＝烏1e‾rT血ム（叫（丁。≦Jb）＋eイJb榊）1（。b＜丁。）】  

＝ム（α）丘エ【e‾rT叫，8≦。b）】  

十以b）豆‡【e■叩bl（Jb＜丁。）1・  

定理3 永久ゲームオプションの価格式は以下で与えら  

れる．  

♭（…一品）  

→（〝－α）（≡）T  

となり，永久アメリカンプットオプションの価格と一致  

する．   

次に永久ゲームコールオプションで買い手が権利を行使  

しない寄合（α→∞）は  
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l㍍（∬）＝ム（α）  

エ1  
＋（（ト呵＋・∂）旦筈」号                         1  

α「十1い   

となる．  

→♭〈言－（汀）＋｛（トー∬）＋＋∂｝（汀   

Jは売り手が契約をキャンセルしたときのペナルティで  

あるから，この億が十分大きければ売り手はキャンセルを  

しない．具体的には以下の場合である．  

余粒5 永久アメリカンプットオプションの価格をl偲（ェ）   

とする・J＞晶ならば，  

曙（ェ）＝l悠（ェ），  

すなわち，永久ゲームプットオプションは永久アメ  

リカンプットオプションに退化する．したがって，  

売り手は権利行使をしないことが最適である．  

4 おわりに   

本研究では満期が無限で，オプションの寅い手が権利行  

使を，売り手が契約のキャンセルを任意の時刻でできる永  

久ゲームオプションの価格式を提示した．また，異い手と  

売り手のどちらか一方が停止時刻を適訳しないことが最適  

である場合について価格式を求めた．さらに永久ゲームオ  

プションが永久アメリカンオプションに退化する∂に関す  

る条件を求めた．   
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が成り立つ．ただし，α，いょそれぞれ貴い手と売り手  

の最適行使境界であり，プットでlま0＜α＜♭＜∞，  

コールでは0＜む＜α＜∞をみたす．また，  

7＝2り㍍2である．  

この定理の証明には以下の捕虜を用いる．   

補＃4 入，y，Pは0＜入＜y＜βをみたす任意の実数と  

する．時刻0でyを出発する確率過程の期待値を  

且叶】と書く・このとき以下が成り立つ．  

β甘【e‾rT血1（T。≦。も）】  

Sinh（y一入）  

Sinh（β一入）  

即【e‾rJbl（。b＜丁。）】  

Sillh（β－y）   

永久ゲームプットオプションの価格式l曾（ェ）は次の性  

質をもつ，  

1・l曾（ェ）≦l偲（ェ），∀ェ   

2・（∬－エ）＋≦l曾（ご）≦（∬－エ）＋＋∂，∀ご  

前者は，売り手が契約をキャンセルする権利をもつのでア  

メリカンオプションより価格が低くなることを表してい  

る．後者は裁定機会が存在しないことから成り立つ関係式  

である．   

永久ゲームプットオプションにおいて売り手が契約を  

キャンセルしない場合（b→∞）を考える．（7）式より，  

l′欝（J）＝（∬－α）＋  
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