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工 はじめに   

Danzig－Wblfの分解原理を蓮数計画問題に適用した  
分枝一費用法（Branch－and－Pricemethod）の研究が1995  

年以降に目だっているtl，4，5】．この手法は，一般化割当  

問題や乗員スケジューリング問題，固定費のついた問題  
などにおいて成功している．   

本研究では，恥1複数ナップサック問題（Multiple  
Knapsack Problem：MKP）に分解原理を適用し，上  

界値として優れた値を出すことを検証する．MKPは一  

般化割当問題の特殊例と見なすこともでき，その特殊性  

を活用すれば，効果的な解法も期待できる．   

乃をアイテムの数（Ⅳをその集合），mをナップサッ  

クの数（〟をその集合），pjをJ番目のアイテムの価  
値（pを行づクトル），叫をメ番目のアイテムの重虫  

（ひを行ベクトル），がを豆番目のナップサックの重虫  
制限（ぬを列ベクトル），ご；をナップサック‖こアイテ  

ムjを入れるとき1，それ以外で0をとる変数とする．  
このときMKPは次のように定式化できる．  

2・2 代理制約鮫和g（財∬P，肝）   

代理制約緩和は，ナップサック制約（1．2）の各式に正  

の乗数汀iを掛けて，線形結合したものである．  

mIl  

g（〟∬考冗）max・  ∑∑研；  
i＝1j＝1  

mn m  

s・t・∑汀i∑ぴJ∬与≦∑汀‘むi  

＿i＝1 ブ＝1  i＝1  

（1・3），（1・4）   

最も小さな値をとる上界値は，汀iをすべて同じ値汀i＝  

頃＞0）にすればよく（【3】，T亨m6・1，p・159）・したがっ  

てg（〟∬彗た）も容量∑芸1がとしたナップサック問題  

と等価になる．  

Z（g（〟∬P，た））≦z（C（財gP））  （2．2）   

代理制約緩和は，線形緩和よりもよい上界値をとる  
が，その値を得るためにはひ1型ナップサック問題（1  
度でよい）を解かなければならない．ただ，最適に解け  
たとしても，どのアイテムがどのナップサックに入るか  

認識不可能で，この緩和を用いた分枝限定法の列挙木は  
大きくなりがちである．   

2。3 ラグランジュ経和エ（〟∬P，Å）   

制約式（1・3）に非負の乗数（入1，…，入れ）を掛けて目的  
関数に組み込んだものをラグランジュ緩和という．   

†1 れ m  

ム（〟叩Å）max・∑押上∑入メ（∑〇ト1）  
j＝1  J＝1 i＝1  

S・t・  （1・2），（1・4）   

これは，ナップサック問題を独立にm個考えること  

と等価である・もっとも効率の良い（z（エ（〟∬ろÅ））の  

値を最も小さくする）ラグランジュ乗数入を決定するた  

めには，劣勾配法などを用いる必要があるが，ある程度  

精度の良いものであれば，線形計画の相補性より，（2．3）  

ような設定方法も有効である・ただし，βはC（g（∬P））  

で分数値をとるアイテムの添字である．   

Åj＝〈言j‾ひjbβ′ぴβ）‡；； 

（2・3）   

この瓦を用いたときの線形緩和においては，次の等  

式が成り立っ．  

z（C（エ（〟∬ろ艮）））＝Z（C（β（〟∬P）））＝Z（C（〟∬ク））  

（2．4）   
エ（〟∬考Å）は，C（〟∬ク）よりもよい上界値を出し  

うるが，仇1ナップサック問題を何度も解かねばならな  

m†1  

財∬P max・∑∑pj∬与  
i＝1j＝1  

（1・1）  

†t      s・t・∑叫〇；≦わi，i∈〟（1・2）  
メ＝1  

m  

∑∬与≦1， メ∈Ⅳ（1・3）  

i＝1  

平…∈（0，1）  （1・4）  

2 塵界値   

組合せ最適化問題では，最適解法の提案や最適性の保  

証をするためには（最大化問題であれば）上界値が重要  

な役割を果たす．通常，上界値は元の問題の緩和問題を  

解くことにより得られる．よく用いられる緩和問題とし  

ては，（1）線形緩和：C，（2）代理制約緩和‥β，（3）ラグラ  

ンジュ緩和：エが挙げられる（アルファベットは各緩和法  

を示すときの略号・最適値にはzを用いる）．  

乱皿 線形緩和C（〟∬P）   

線形緩和は最も原始的な緩和法であり，♭1制約（1．4）  

を0≦ご；≦1に置き換えたものである・   

C（〟∬P）は，ナップサックの容量を∑≡1むiとした  

通常のナップサック問題（∬P）の線形援和と目的関数  

値が一致することが簡単に確かめられる．  

Z（C（〟∬P））＝Z（C（∬P））   （2・1）   

計算はとても簡単だが，上界値としては弱く，線形緩  

和だけで効果的な最適解法の開発は期待できない．  
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図1：m＝2のときの単体表（イメージ）  

問題を解き，Zi＞0になるようなyiを求めればよい．  い．もし整数解が得られても各アイテムの使用制限が緩  

和されているので，実行可能解にはつながらない．仮に  

実行可能解が得られたとしても，不等式制約を緩和して  
いるので，最適性は保証されない．   

2．4 線形緩和と切除平面法P（〟∬P）   

整数計画法・組合せ最適化問題に対し，よい上界値を  
得る手法の代表的なアプローチとして切除平面法があ  

る．〟∬Pに切除平面法を適用した分枝－カット法の研  
究としては二R汀reiraefαJ．【2］がある．   

3 列生成による上界値C（〟∬P）   

砿を五番目のナップサック制約（1・2）を満足する（つま  

りpyと≦が）ひ1列ベクトル（た＝1，…，gi）とする・∬‘  

は一般的に非常に大きな数になる・このベクトル砿の凸  

結合により，〇i＝∑監1戒衰（∑監1巌＝1，巌≧0）  
を〟∬Pに代入すると次のように再定式化（マスター  

問題）でき，G（〟∬P）と示すことにする．   

m一打t   

G（〟∬P）max・∑∑（pぬ〃と （3・1）  
i＝1た＝1   

m」打t  

s・t・∑∑yと〝と≦1（3・2）  
i＝1た＝1  

」打i  

∑歳＝1五∈〟（3・3）  
た＝1  

巌∈（0，1）  （3・4）  

DanZig－Wolfの分解原理でみるブロック部分には，1  

つのナップサック制約しかないので，このG（ル‖rP）は  

もとの〟．打Pと比べて行の圧縮は行われず，返って変  

数の数だけ膨大に増やしてしまうことになるので，改訂  

単体法を行うにしても，計算上のメリットは少ない．   

初期実行可能基底解を得るのは簡単である．各ナップ  
サックに何も入れないという解があり，それを初期基底  

として活用する（m本）．また，（3．2）が不等式制約なの  

で，それに対するスラック変数に対応する列が几本あ  

る．初期実行可能基底が理解しやすいように，m＝2  

のときの単体表を図1に示す．   

改訂単体法を行うための逆行列の目的行が  

（1，β1，…，偶，…，乱，α1，…，αi，…，αm）のような行ベ  

クトルになっているとすれば，次のようなナップサック  

CCi zi＝maX．（p－β）yi－αi  

s．t． ひyl≦bi  

y∈（0，1）れ  
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これは，制約式の右辺が異なるm個のナップサック  

問題が集まっているだけであり，Zi＞0となる解であ  

れば，近似解法を適用してもよく，最終的に最適性の保  

証を得る場合であっても，動的計画法であれば，一番大  

きなむiのところだけを解けばよい．   

計算機実験では，乱数で生成した問題で適用し（線形緩  

和z（C（〟∬P））の値を1として）4つの上界値を比較し  

たところ，表1のような結果を得た・ただし，C（〟∬P）  

は（3．4）式を線形緩和して解いている．問題の規模は  

几＝20，m＝2とし，ナップサックの容量は，bl＝  

0・3∑完1址，j・わ2＝0・2∑完1叫とした・表の各数値は  

100回実験を行った平均値である．アイテムの価値と重  

量について，（a）強相関，（b）弱相関とした・  

表1：上界値の比較（z（C（〟∬P））＝1．0とする）   

（a）強相関 90≦pj≦110，90≦叫一≦110  

z（C（ル‖rP）） z（g（ル‖rP）） z（⊥（九‖rP）） z（C（C（九‖rP）））  

1．0000  0．9844  0．9992  0．9836  

（b）弱相関 50≦pメ≦150，50≦叫≦150  

Z（C（九‖rP）） z（g（ル‖rP）） z（エ（九‖rP）） ヱ（C（C（九‖rP）））  

1．0000  0．9858  0．9999  0．9979   

この結果から，強相関では列生成による上界値が，他  

の緩和による上界値とくらべて最も優れた値を出して  

いるが，弱相関では代理制約の方がよい値を得た．   

また，g（〟∬P）やエ（〟∬P）では，得られた解に最  

適性の保証はないが，列生成による上界値は，整数解  

が得られた場合にはそれが最適解となる．この割合が，  

強相関の場合では66％に到ったが，弱相関の場合には  

4％であった．   
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