
恥こ欄臣コ4  田本オペレーションズ。リサーチ学会  

2①◎勾卑容寧研究発鍍金  

離散肥の五『五仁血孔e也分布臆従う『即鮎七Samp）且即  

01605000 東京大学 松井知己 MATSUITbmomi  

O2103880 東京大学 ＊来場秀治 KIJIMAShuji   

1．はじめに  

本稿では離散化Dirichlet分布に厳密に従うサンプリングの手法を提案する。提奏するアルゴリズムはマルコフ  

連鎖を用いたサンプリング法で、mOnOtOneCFTP（CouplingFtomThePast）アルゴリズムに基づくLasVegas  

型の乱択アルゴリズム（randomizedalgoriもhm）である。我々は離散化Dirichle七分布を唯一の極限分布に持つ新  

しいマルコフ連鎖を提案する。このマルコフ連鎖の各推移では離散化ベータ分布に従う確率変数を生成し、アル  

ゴリズムは平均0（n3ln△）回の推移で終了して、Dirichlet分布に厳密に従う確率変数を返す。ただし、nは変数  

の次元（パラメータの個数）であり、1／△は離散化のグリッド幅の大きさである。従って、計算時間はパラメー  

タの数値の大きさに依存しない。Dirichlet分布に従うサンプリングは、生物情報学の分野で観測データから（通  

常）疾患の原因遺伝子を見つけるためによく用いられている統計的手法において、多項分布の事前あるいは事後  

確率としてしばしば現れる【2】。   

マルコフ連鎖を用いたサンプリングは、EMアルゴリズム、マルコフ連鎖モンテカルロ法、Gibbsサンプラー  

といった手法に現れる。マルコフ連鎖の収束性は、これらの手法を用いる上で重要な問題であり、近年、様々なマ  

ルコフ連鎖に対する多くの研究がなされている。しかし、近似サンプリングでは、どんなに推移を繰り返しても定  

常分布に厳密に従うサンプリングは不可能である。それに対し、ProppandWilsonによって提案されたCFTPア  

ルゴリズムは、マルコフ連鎖のシミュレーションを工夫することで定常分布に厳密に従うサンプリング（Perfbct  

Sampling）を可能とし、画期的アルゴリズムとして注目を浴びている【3】。Perfectsamplingを行う利点は、定常  
分布に厳密に従うサンプリングを行うことで、誤差パラメータを考慮する必要が無くなる点である。特に精度の  

高いサンプリングを要する時、PerfbctSamplingは近似サンプリングよりも速いアルゴリズムとなる。   

しかし、CFTPアルゴリズムはそのままでは、マルコフ連鎖の全状態数に比例する計算盈を必要とするため、  

状態数の多い対象に対して効率的ではない。対象とするマルコフ連鎖に‘monotone，の性質がある時、効率的な  

CFTPアルゴリズムの設計が可能となる。これをmonotoneCFTPアルゴリズムと呼ぶ。一般にmonotoneの性  

質をもつマルコフ連鎖の設計は困難で、これまで実際にmonotoneCFTPアルゴリズムの設計された例は少ない。   

（連続）Dirichlet分布からのサンプリングのひとつの方法としては棄却サンプリングがある。しかしパラメー  

タが小さいと、れ＝2の場合（ベータ分布）でさえ棄却の確率はすぐに大きくなってしまいパラメータ値が小さい  

とき、効率的でなくなる。実用的な場面において、Dirichle七分布は様々な次元とパラメータをもって現れることか  

ら、任意の次元とパラメータを持つDirichlet分布に対する効率的なサンプリングアルゴリズムが望まれている。  

2．サンプリングアルゴリズム   

整数（非負室数、正整数）の集合をZ（Z＋，Z＋＋）で表す。非負実数パラメータul，．．．，unを持つDirichle七  

分布は確率変数ベクトルP＝（ろ，角，…，凡）に対する確率分布で、密度関数は定義域（bl，p2，…，pれ）∈Rnl  

mた1p㌻‘‾1で表される。ただし、r（祝）はガンマ  pl＋…＋pn＝1，pl，p2，…，恥＞0）に対して、   

関数である。本稿では、m≧2を仮定する。任意の整数△≧乃に対して、定義域を格子幅1／△で離散化し、  

聾数ベクトルの離散的集合のをn瞥（（‡1，払．‥，エれ）∈Zユ＋lごi＞0（∀豆），エl＋…＝れ＝△）で定義  
する。非負実数パラメータ勘，…，視れを持つ離散化Dirichlet確率変数は確率ベクトル∬＝（弟，…，∬れ）∈n  

で確率分布P岬＝（ェ1，…，ごn）］瞥c△m迄1（ご‘／△）机－1をもつ。ただし、払は分配関数（規格化定数）で  
（C△）－1響∑。。。nた1（∬i／△）叫r」で定義される。任意の整数む≧2に対して、2次元整数ベクトルの集合  
叫）瞥（（れ，％）∈Z21れ，鴇＞0，れ＋％＝叫を導入し、非負実数パラメータ恥叫を持つ分布関数以れ，％l  
叫，り）：n（わ）→【0，1】を出れ，％】軋り）曾c（町妬む）片－‾1吋j‾1とする。ただし、定数C（町叫，研一1竺  

∑（れ，｝脚（b）咋i‾11甘j‾1は分配関数である。また、ベクトル（釦（0】叫，里），動（1I叫，り），…，動（ト1れ叫））を  

0  （た＝0），  
∑た1C（軋り，畔i－1（わー」）叫－1 （た∈（1，2，…，わー1））．  

釦（たれ，り）聖  
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で定義する。明らかに0＝釦（Ol軋り）＜釦（1l叫㌦里）＜…＜釦（ゎー1l町叫）＝1が成り立つ。   

状態空間nを持つマルコフ連鎖ルーについて述べる。現在の状態をズ∈nとする。このとき、推移ズト一方′  

は次のように実行される。まず、実数乱数入∈rl，れ）を生成し、五‥＝L入」，わ‥＝薫＋ズ汗1とする。次に、  

た∈（1，2，‥・，わー1）を釦（た－1l恥叫＋1）≦（入一し入」）＜釦（た恒i，叫＋1）を満たす唯一の値とする。最後に、  
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り立つことから、マルコフ連鎖ルtの定常分布は離散化Dirichlet分布となる。   balanceequations   

このマルコフ連鍬こ対して、叩血fe伽c如乃¢‥nX【1，m）→nを¢（ズ，入）竺ズ′で定義する。ただし、ズ′は  

上記の手続きで決まる状態である。時刻亡1から■t2（fl＜t2）へのマルコフ連鎖の推移の結果は実数乱数ベクトル  

入＝（入【り，入【い1】，…，坤2－1】）∈【0，1）帥lを用い て、咤（ご，入）響¢（軒‥（綽，坤1】），．‥，入【t。－2］），入【t2－1】）  
と定義すると、咤（ご，入）‥nX【0，1）t2－tl－→nで表される。また、特別な状態としてズ。，孔∈nをズ。竺  

（△－れ＋1，1，1，…，1），孔瞥（1，1，．‥，1，△一犯＋1）．とする。これらを用いて、アルゴリズムを記述する。  

アルゴリズムA  

Stepl．シミュレーションの開始時刻をT：＝－1とし、入を空列とする。  

Step2・実数乱数入【rい【r＋1］，…，入【「7「／21－1］∈【1，れ）を生成し、入＝（入【rい【r＋1］，…，入ト1りとする。  
Step3・2本のマルコフ連鎖の初期状態をXuとXLとし、数列入を用いて、時刻Tから0に至るまでupdate  

function¢に従って推移させる。  

Step4・もし］y∈n，y＝埠（ズu，入）＝埠（ズL，入）なら、yを返し停止する。  
そうでなければ、開始時刻をr：＝2rに更新し、Step2へ進む。  

以下の2つの定理は、アルゴリズムAに対する重要な定理である。  

定理1アルゴリズムAは確率Jで（有限時間で）終了し、状態を返す。得られる状態は、離散化βかね椚d分布  

に厳密に従う確率変数である。  

条件1各パラメータは非増加順に並ぶ。すなわち、叫≧祝2≧・‥≧視れを満たす。  

定理2条件Jの下でアルゴリズムAの計算時間の期待値は0（れ3h△）で押さえられる。ただし、几は次元（パ  

ラメータの個数）を表し、1／△は離散化のグリッド幅を表す。  

3．mbnotone CFTP   

アルゴリズムAのStep4の一行目を【If］Y∈0，∀x∈n，Y＝埠（x，入），thenreturnYandstop・］のように  
置き換えたアルゴリズムをアルゴリズムBとする。アルゴリズムBは通常のCFTPアルゴリズムであり、任意  

のマルコフ連名削こ対しても定常分布に厳密に従うサンプリングを実現する。したがってアルゴリズムAとBが本  

質的に等価であることを示せば定理1は示される。以下で定理1の証明の鍵となる補題を導く。   

まず、状態空間nに半順序を導入する。任意のベクトルズ∈nに対して、Cむm扇α励eβM乃U∝forcズ＝  

（c刷c紬‥，C川）∈Zニ＋1をc刷竺〈覧1．ズ2．＝・．ズiさ…詑2，…刷 と定義する。任意  

の状態対ズ，y∈nに対して、ズ」＝yをcズ≧cyで定義する。明らかに、“ど，はn上の半順序である。また、  

∀ズ∈n，ズuヒズとズLであることも容易に分かる。  

補題1（mo和め和eマルコフ連鎖）定義した呼d扇eカムれC如柁¢に対して、∀入∈【1，れ），∀ズ，∀y∈n，ズとy⇒  
¢（ズ，入）と¢（r入）が成り立つ。  
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