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待ち行列モデルと加法過程：数値計算から漸近特性まで  
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2。符電行列轟ツ臣野口珍と加法過顧  

待ち行列ネットワークを想定していただきたい．1  

つのノード（ネットワークを構成する待ち行列）に注  

目し，その客数の定常分布を知りたいとする．このと  

き，十分に多くの状態を使って，ネットワーク全体を  

マルコフ過程として表し，定常分布を求め，その周辺  

分布から目的の分布を計算することが考えられる．し  

かし，この様な膨大な状態をもつマルコフ過程の定常  

分布の計算は，特別な場合を除き，不可能である．   

そこで，各唾の近似法が掟寒されているが，ここで  

は厳密な方法をとる．簡単のために，ネットワークの状  

態を罷散時間かつ蘭散状態のマルコフ過程（以下，マ  

ルコフ連鎖と呼ぶ）で表すことができるとする．   

各時刻れに対して，㌦を注目ノードの客数，ズnを  

注目ノードの客数を除いたネットワークのすべての状  

態（その集合を5）とする．㌦は加法過程であるが，  

一般に∬nは加法過程ではない．しかし，（∬n，㍍）は  

マルコフ連鎖であり，苫1＝（（ズm，1㌦）；m≦可とす  

ると，任意の盲，J∈βとた∈即，g∈gに対して，  

ア（ズれ＋1＝ブ，△㌦＋1＝畔㌦＝五，㌦＝た，苫1＿1）  

＝P（ズれ＋1＝ゴ，△㌦＋1＝畔㌦＝五，羊、＝町   

ここで，㍍＞0である限り，∬nから耳巾1への推移  

は㍍の影響を受けす増分△㍍十1は㍍とは独立で  

あると仮定しよう．これは他のノードの客の動きが㌦  

の備によって変わらない限り自然な仮定である．   

乱守』払ヨ謬忍国法過程  

前節の仮定の下で，㌦＞0に限定したときのズれ，  

㌦の勧きをノ打，打により表す．ここに，1㌘は負の  

値も取るとする∴打＝（（ズよ，℃吉）；m≦れ）とすると  

P（ズエ1＝ブ，△覧1＝glズ才＝宜，〕灯＝た，アニ1）  

＝∴P（ズエ1＝j，△払1＝叩打＝宜）・   

が成り立っ．この右辺をAg（j，ブ）と表す．（ズオ）はマル  

コフ連鎖であり，（（ズオ，㍍ト））を加法成分1㌘をもつマ  

ルコフ加法過程，ズ才を背後過程と呼ぶ．  

且．隠腿め旺  

待ち行列理論には，応用に触発きれた研究と理論的  

な興味からの研究がある．理静的研究の醍闘味は単純  

な原理を使ってモデルの仕阻みを解明し，応用に利用  

ざれて役立っときである．本論では，加法過捏という  

比敬的単純な確率過程に的を絞り，その有用性を明ら  

かにしたい．   

ネットワークも含め広い意味での待ち行列モデルの  

目的は，不特定多数の客のサービス要求に対して公平  

で迅速なサービスを提供する方法を明らかにすること  

である．これらの客の到着やサービス要求員は不特定  

であり，確率モデルが用いられる．客の到着人数やサー  

ビス要求盟を累駁すると加法過程が現れる．   

加法過程とは取る値に加法（足し算）が定義されて  

いるものである．よって，整数値，実数債，突ベクト  

ル億などの確率過程をすべて加法過程とみなすことが  

できる．y（りを連続時間の加法過程とする．このとき，   

y（β＋り＝y（β）＋（y（β＋り－y（β）），β，f≧0，  

であり，変化量△y（β，β＋り≡y（β＋り－y（β）を増分  

と呼ぶ．加法過程は漠然としていて，とても役立つと  

は思えないかもしれない．実際，扱いやすい加法過程  

が望ましい．この意味で，最も単純な加法過程は増分  

△y（β，β＋壬）が過去の履歴（y（祝）；祝≦β）と独立な場合  

で，これを独立増分を持つ加法過程という．待ち行列  

の到着客数やサービス要求塁の累計にはこれがよく当  

てはまることが多い．次の重要な結果が知られている．   

定理1独立増分をもつ実数値過程（y（t））をLevy過  

摩という．特に，y（りがfの連続関数であれば，（y（り）  

は拡散過程であり，y（t）が離散的な時刻tでのみ増加  

し，有限区間での増分が有限ならば，（y（f））は複合ポ  

アソン過程（一般には非定常）である．  

時間が礎散的で整数値を取る場合には，加法過程を  

（㌦）と発し，離散時間型加法過笹と呼ぷ．増分△㍍≡  

㍍－㍍＿1が（鞄；ゼ≦れ－1）と独立で同一の分布に従  

う場合は，ランダムウオークと呼び，増分がマルコフ  

連鎖に依存するときマルコフ変調ランダムウオークと  

呼ぶ．マルコフ変調はモデルの範囲を飛躍的に広げる．  
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が得られる．同様に，凡才／G／1型ならば，g≦－2に対  

してCJ＝0であり，（2）を使って，埠が求められる．  

これらでは，背後状態集合βが有限ならば，定常分布  

の数値計算や裾の漸近特性を得ることが可能となる．   

5．漸近特性への応用  

一般に，状態空間βは有限ではない．この場合には  

分布を求めることは困難であり，応用上の重要性から，  

分布の裾の漸近的な特性が注目される．【21では，次の  

結果が得られている．  

定理2あるα＞1と正のベクトル〝（α），頃α）で  

〝（α）来（α）＝〃（α），  （6）  

ん（α）九（α）＝九（α）  （7）  

〃（α）ん（α）＜∞，  （8）  

を満たすものが存在し，叫βナ（α）呵α）＜∞ならば  

逆に，この（（ズオ，㍍ト））を使って，ネットワーク過  

程（J㍍，㌦）を構成してみよう．このために加法成分が  

gから0になる推移確率βJ（慮，j）と加法成分が0から  

〃こなる推移確率βJ（乞，J）を使う．推移確率行列P＝  

（P（耳叶1＝j，㍍＋1＝glズれ＝宜，㍑＝た））を  

〈 

A‘一拍，刃， たノ＞0，  

β；（五，j），  た＞0，ヱ＝0，  

βJ（宜，丑   た＝0，J≧0・  

P（（豆，た），（j，g））＝  

により定義する．この推移確率を持つマルコフ連鎖を  

反射壁を持つマルコフ加法過程と呼ぶ．   

Pは既約で行ベクトルレ≡（叫，〝1，…）で表される定  

常分布を持つとする．ここに，レ‘（五）は・（ズm＝宜，㍍＝り  

の定常確率である．埠（宜，j）を初期状態が（ズJ，祐ト）＝  

（わ0）であるとき，加法成分がg－1以下になる前に  

（ズオ，i甘）＝（j，g）となる回数の期待値，用品（豆，j）を  

（弟1，㍑）に対する同様な期待値とすると，  
れ－1   

〝れ＝机月㌫＋∑木場－g， 几≧1・ （1）  

g＝1  

が成り立つ．CJ（宜，J）（垢‾（宜，j））を初期状態が  

（ズJ，㍍ト）＝（も0）であるとき，加法成分が初めて－1  

以下の値g＜0（初めて0）になり，そのときの背後  

状態がjとなる確率とする．ん（z）＝∑；望∞Z‘A‘，  

月ナ（z）＝∑憲zg月わCこ（z）＝∑…＝＿∞ZgCJとおく  

と，次のWiener－Hopf分解が成り立つ．  

トム（z）＝（ト月さ（z））（ト町）（トCニ（z））・（2）  

加法過程の時間を逆転し加法成分の符号を変えた  

（（ズ±n，－｝ユ））を双対過程と呼ぶ．双対過程に対し  

て，月＋，C‾，ガ‾に対応し，方向を逆転したものを  

点＋，∂－，カーとする．ム（1）が定常分布汀をもつとき，  

以下の双対関係が成り立つ．  

埠＝△蒜1（句γ△れ g≧1， （3）  

CJ＝△蒜1（点わT△れ g≦－1■ （4）  

ここに，△汀は訂の成分を並べた対角行列である．   

4．数値計算への応用   

反射壁を持つマルコフ加法過程において，すべての  

g≧2に対して，Ag＝βJ＝0ならば，G7／〟／1型，  

逆に，すべてのゼ≦－2に対して，Ag＝βJ＝0なら  

ば，〟／C／1型と呼ぶ．CJ／〟／1型ならば，ゼ≧2に対  

してRt＝0であるから，（1）より，有名なNuetsの幾  

何行列解．  

レれ＝レ0咤1（卑）れ， れ＞1・   （5）  

採）△読）抽）T  
〃（α）＜∞， （9）  1imαmlノm＝  

乃→○⊂〉   
β（α）  

ここに，（A‘）の周期は1，β（α）＝α〝（α）Aニ（α）h（α），  

モ（α）＝（ん（α））T（∫－（Cこ（α））T）（J－（町）T）△〝（。），  
凍）＝∑芸1αれ叫咤mとする．  

【1】では，境界条件をゆるめた場合（㍍＝g＞0でも境  

界をもつが，g→∞のとき，境界が消える）に，（9）と  

同様な結果を定理2より強い条件の下で導いている．   

6．おわりに  

定理2の適用範囲は必ずしも広くない．（8）などの有  

限条件が強いのである．これらの条件は反射壁の影響  

を反射壁上の確率的に有限な集合に限定できることを  

表すもので，これが成立しない場合には全く別のアプ  

ローチが必要である．現状では次の方法を推奨したい．  

（i）ボトルネックノード（最も混雑しているノード）を  

探し，その客数を加法要素に選ぶ．  

（ii）βを有限で打ち切り，打ち切りレベルを無限に大  

きくすることにより減少率の下限を求める．  

（i）は，（8）などの有限条件を保証するためであり，こ  

れらの有限条件が成り立つ場合のみ，（ii）の下限は真の  

減少率に一致することが期待される．   
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