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2段直列型待ち行列に対する有限打ち切り近似の危険性  
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果が最近Miyazawa他【3】により得られている。  皿。随臨め随  

一般に待ち行列において待合室の大きさが無限の行  

列が1本のときは定常分布の数億計算が比紋的容易で  

あるが2本以上になると困難である。例えば2段直列  

型において1段目の待合室を制限してバックグラウン  

ド状態とみなすことにより1本の待ち行列として計算  

ができる。これを有限打ち切り近似モデルとよぶ。こ  

のように状態空間が無限偶の要素からなる待ち行列モ  

デルの定常分布の数値計算を行うとき出現率の低い状  

態を制限しても良い近似が得られるように思われる。   

本論文では、状態空間の有限打ち切り近似の妥当性  

を確かめるために、2段直列ジャクソン型待ち行列を例  

にとって調べる。このモデルは2本の待ち行列の待合  

室の大きさがそれぞれ無限である。一方、この場合の  

定常分布の理論値は容易に求めることができるので近  

似値との比較ができる。1段目の待合室を有限に制限  

したモデルが元のモデルを十分に近似しているか検討  

をするために、2段目の系内数の定常分布の減少率を  

比較した。   

本研究により次のことがわかった。1段目のサービス  

率が2段目のそれ以上であるとき、2段目の近似減少  

率は理論値に収束する。1段目のサービス率が2段目  

のそれより小さいときには、2段目の近似減少率は理  

論値よりも小さい備に収束する。Kroese他【6］は最近、  

異なる方法を使ってこれらの結果を証明している。本  

論文では、さらに、フィードバックのあるモデルにつ  

いて同様な結果を証明する。以上のことより、有限打  

ち切り近似モデルを用いて定常分布の計算をする際に  

十分な注意を要することが分かった。   

関連した研究にFujimoto他【1】がある。そこでは  

1段目がPガげガ／clで待合室に制限なし、2段目が  

／P旦／c2で待合室に制限なしという直列塾待ち行列に  

おいてある条件のもとで1，2段目の系内数の定常分布  

が幾何的に減少することを証明している。本論文のモ  

デルは準出生死滅過程により表すことができる。この  

過程の定常分布の減少率についての結果がFujimoto他  

【21にある。より一般的な確率モデルに対して同様な結   
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初めに図1のような2つのノード1，2からなる待ち  

行列ネットワークについて考える。以下の仮定をする。  

ノード1，2の待合室はそれぞれ無限である。ノード1，2  

における客の到着時刻がそれぞれ率入1，入2のポアソン  

過程に従う。ノード1において客のサービス時間は平  

均〝「1の指数分布に従い、サービス終了後に確率pで  

ノード2に入り、確率1－pで系の外に出る。ノード2  

において客のサービス時間は平均妬1の指数分布に従  

い、サービス終了後に確率qでノード1に入り、確率  

1－9で系の外に出る。  
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図1：2ノードのジャクソンネットワーク  

ノード1，2の時刻tにおける系内数をそれぞれ  

エ1（り，エ2（りで表す。ポアソン到着、指数サービスの仮  

定より（エ1（t），エ2（り）は連続時間型マルコフ連鎖にな  

る。このモデルを2ノードのジャクソンネットワーク  

と呼ぶ。  

1段目、2段目における利用率をβ1＝偲，β2＝  

放とする。pl，β2＜1を仮定する0この条件の  
下でノード1，2の系内数が乃1，乃2である定常確率が存  

在し、これを汀（ml，几2）と表すと、  

汀（ml，柁2）＝（1一戸l）β㍗（1－β2）β㌢  

なる蹄形式で表される。したがってノード2の定常分  

布の減少率はβ2である。  
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3．有限待合室直列型モデル  

2ノードのジャクソンネットワークにおいてp＝1，9＝  

0，入2＝0，入1＝入（＞0）とすれば2段直列型の待ち行  

列になる。1，2段目の利用率はそれぞれβ1＝孟，P2＝  

窟である。このモデルの1段目の系内数をm（m＝  
1，2，…，∞）までに制限し、2段目は制限しないことに  

する。m＝00のときは制限のないことを意味する。m  

が有限の場合、1段目の系内数がm人であるとき到着  

した客はすぐにシステムを立ち去るものとする。この  

とき時刻fにおける1段目、2段目の系内数をそれぞれ  

エ1（m）（f），エ2（m）（りで表す。エ2（m）を定常状態における  

2段目の系内数を表す確率変数とし、2段目の分布の減  

少率をz（m）＝1imn→∞ア艶㌶訂により定義する。  

1段目の系内数をバックグラウンド状態、2段目の系内  

数をレベルとみなす。この連続時間モデルの生成作用素  

を一様化することにより得られる推移確率行列を彗m）  

とし、レベルにより分割すると（m＋1）×（m＋1）行  

列のブロックからなる三重対角構造をもつ。彗m）は連  

続時間モデルと同じ定常分布をもつ。このとき2．段目  

の系内数の分布減少率z（m）について以下の結果が示さ  

れる。   

定理1仇，β2＜1を仮定する。1段目の系内数をmに  

制限する。2段目の系内数の分布減少率z（m）は任意の  

mについてz（m）≦β2であり、mについて狭い意味で  

単調増加である。このとき、  

（1α）仇≧〝2ならばz（m）†p2（m†∞）である。  

（1b）仇＜〝2ならばz（m）†zo（m†∞）である。た  

だしzoは方程式z（1一之〝2）2－4世人＝0の（0，1）の解  

でzo＜p2を満たす。  

（2α）拘≧〃2ならばg（m）†伽（m†∞）である。  
（1‾4入）＋ノ（4）2‾8入て入‾〝】） 

（2り机＜拘かつ。≦ 4J▲2  な   

らばz（m）†勾（m†∞）である。ただし、勾は方程式  

り1一之（1－9）〝2）2－4〃1（入＋z帥2）＝0の（0，1）の解  

であり勾＜内を満たす。  

（2c）仇＜頂かつ9＞ （1‾4入）＋ノ（4霊：）】瑚（入‾〝】）な 4J▲2  

らばz（m）†zl（m†∞）である0ただし、Zl＝諾訪の  
である。  

5．2ノードのジャクソンネットワークにおい  

て入2＝0の場合の予想   

2ノードのジャクソンネットワークにおいて入2＝0  

とした場合、pl＝競，p2＝揺転である。こ  
のとき，次の結果が予想される。  

定理3仇，β2＜1を仮定する。1段目の系内数をmに  

制限する。2段目の系内数の分布減少率z（m）は任意の  

mについてz（m）≦p2であり、mについて狭い意味で  

単粛増加である。このとき、   

またはい紳2＝机  
一生≧pた   1－p2  

⇔z（∞）＝β2・  
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4．有限待合室直列型フィードバックのあるモ  

デル  

2ノードのジャクソンネットワークにおいてp＝  

1，入2＝0，入1＝入（＞0）とすると直列型フィードバッ  

ク甲あるモデルになる。1，2段目の利用率はそれぞれ、  

pl＝嶽，β2＝嶽である。1段目の系内数を  
mに制限し、直列型モデルと同様に2段目の系内数の  

分布減少率z（m）について以下の結果が得られる。  

定理2の，p2＜1を仮定する。1段目の系内数をmに  

制限する。2段目の系内数の分布減少率z（m）は任意の  

mについてz（m）≦p2であり、mについて狭い意味で  

単調増加である。このとき、   

－101－   
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




