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3．且 芭主ニラ   
アメリカン。プット。オプションにボラティリティ  

変動を考慮した場合も，（1）式と同様にそのプレミア  

ムが分解式で表現することが可能であり，この（1）式  
のpとぞEの2つのプレミアムにボラティリティ変動  
を考慮する．ヨーロピアン。プット。オプションのプ  

レミアムpについては，Hestonのモデルを適用する・  

また早期行使プレミアム鞄については，ボラティリ  

ティ変動を考慮した早期行使境界関数を導出してから  

定式化する．その際，ボラティリティの変動に対して  
その期待値を利用できるという考えに基づいて定式化  

を行なう．   

以下，5。は原資産ぶtの初期価格，ズは権利行使価  
格，γはリスクフリーレート，∂tはぎtのボラティリ  

ティ，rは満期時点，丁は満期までの残存時間，たは  
回帰速度，βは回帰レベル，レは∂tのボラティリティ，  

Ⅳはウィーナー過程，βtは早期行使境界とする．ま  
た，本稿において適用する原資産価格過程とボラティ  
リティ変動過程はHestonと同様に以下とする．  

d烏＝（γ一一∂Z／2）烏戯十∂七島dWl  （2）  

d∂ぎ＝岬2－∂ぎ）df＋レ∂tdl穐  （3）  

乱2 早期行使境界関数   
原資産価格が早期行使境界に達する時点においては，  

オプションはイン。ザ。マネーである．イン。ザ。マ  
ネーのオプションプレミアムはボラティリティに依存  

しない本源的価値が大きく，ボラティリティに依存す  
る時間価値が小さいため，ボラティリティが変動して  
もプレミアムの変動は微小である．さらにボラティリ  
ティが等しい割合で上下したときのプレミアムの変化  

率が等しいことから，早期行使境界関数導出のために  
は，（3）式の期待値で考えることができる・したがって，  

B11nCbandJohnsonにおける近似解法に基づき，（1）  
式中のボラティリティに（3）式の期待値を適用したプ  

レミアムを微分して0となる原資産価格を新たな早期  

行使境界として，（4）式の関数を導出できる・   

β‡＝ズexp（一（r十∂…／2）丁一夕甥ノ手）  （4）  

皿 臆暖め臆   

BlackandSchole＄【1】（以下，B－Sモデル）の登場に  
よりオプション。プライシング理論や実証研究は飛躍  
的に発展した．   

しかしB＿Sモデルは現実にはない多くの厳しい仮定  

をおいている．その中でも重要な仮定として，対象が  
ヨーロピアン。オプションであるということと，原資  
産価格のボラティリティが一定であるということが挙  

げられる．ところが現実の市場において，欧米の取引  
所ではアメリカン。オプションの取引が大部分を占め  
ている．また原資産価格のボラティリティは過去の多  
くの実証研究により確率的に変動していることが経験  

的な事実として知られている．これら2つの市場の現  
状を1つずつ考慮した従来研究は数多く存在するが，2  
つを同時に考慮した研究は見受けられない．   

そこで本稿では，アメリカン。オプションにおいて  

ボラティリティ変動を考慮することにより，市場の特  
徴をよりよく表現したB－Sモデルの拡張を目的とする．   

望 従来研究  

？．1 アメリカン＝オジシ≡ン   

Kim【4】の研究等によって，アメリカン。オプション  
において早期行使が最適となる原資産価格の境界値で  

ある早期行使境界の存在が確認され，早期行使があり  
得るアメリカン。プット。オプションのプレミアムP  
は，B－Sモデルによるヨーロピアン。プットオプショ  

ンのプレミアムpと早期行使の権利がもたらす付加価  

値である早期行使プレミアム鞄の和として，（1）式の  
ように表現できることが示されている．  

（1）  P＝p十指   

2。2 畢期行使境界関数   

早期行使プレミアム鞄の定式化に必要である早期  

行使境界は，具体的な関数としては導出されていなかっ  
た．しかし，原資産価格が早期行使境界に達した時点  
において，アメリカン。プット。オプションは即座に  

行使されるため，プレミアムは残存時間に依存しない  
ことになる．このことからBunchandJohnson［2】は，  
（1）式のプレミアムを残存時間で微分して0となる原  

資産価格が早期行使境界であると考え，近似解法によ  
り早期行使境界関数を導出した．  

2。3 ボラティリティ変劫電デル   
Heston［3】は．ボラティリティ変動過程に平均回帰  
過程を適用し，ボラティリティ変動を考慮したヨーロ  
ピアン。オプションのプライシングモデルを構築した．  

圭（券）2  
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乱3 早期行使プ♭ミアム   

早期行使プレミアムは，早期行使によって得られる  

利益についての現時点から滞期までの積分である．実  
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際に（3）式のサンプルパスから得られる積分値と，（3）  

式の期待値から得られる積分値はほぼ等しい．したがっ  
て，（1）式の鞄中のボラティリティに（3）式の期待値  

を適用することができ，これと（4）式の新たな早期行  

使境界関数を用いて，ボラティリティ変動を考慮した  

早期行使プレミアムは（5）式のように定式化できる．  
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図2：オプションプレミアムの変動  

5 考察   
図1において∂0＜βの場合，すなわちボラティリ  
ティが回帰レベルへの上昇傾向にあるとボラティリティ  

は初期値より大きくなりやすくなる．一般的にボラティ  
リティが大きくなるとオプションプレミアムが高くな  

る．したがってオプションを保持しているインセンティ  

プが高くなるため，早期行使境界は下方に位置すると  

考えられる．   
∂。＜βの場合，早期行使プレミアムは低くなってい  

るが，図2のようにオプションプレミアムは高くなっ  

ている．このとき，早期行使境界は下方に位置するこ  
とから，早期行使の可能性が低下するため，早期行使  
プレミアムは低くなる．また，Hestonの結果からヨー  
ロピアン・プット・オプションのプレミアム〆が高く  

なることがわかっているが，この影響が早期行使プレ  

ミアム電の影響よりも大きいため，全体としてアメ  

リカン・プット・オプションのプレミアムP●が高く  

なっていると考えられる．  

6 結論   
本稿では，原資産価格のボラティリティの変動を考  
慮したアメリカン・オプションのプライシングモデル  

を提案した．これにより，市場の特徴をよりよく表現  
したオプションのプライシングを行なうことが可能と  

なった．  

7 
． 

●境界値の存在する問題への応用  

参考文献  

【1】F・BlackandM・Scholes：Thepricingofoptionsand   

COrpOrateliabilities・JoumalqfPoliticalEconomy，81   

（1973）637－654．  

【2］D・S・BunChandH．John鈍n：TheamericanputOp－   
tionanditscriticalstockprice．JoumalqfFhance，   

55（2000）2333－2356．  

【3］S．L．Heston‥ A Ccosedformsolutionfor opti云ns   
With stochastic volatilitywith applications to bond   
andcurrenCyOptions．ReviewqfFinancialStudies，6   

（1993）327－343．  

【4】Ⅰ・J・Kim：Theanalyticvaluationofamericanoptions．   

月蝕ねw扉爪乃αれCねJgねd豆eβ，3（1990）547－572．  

3．4 オプションプライシングモデル   

ボラティリティ変動を考慮したアメリカン・プット・  

オプションのプレミアムP●は（6）式である．（7）式は  

Hestonのモデルによるボラティリティ変動を考慮した  
ヨーロピアン・プット・オプションのプレミアムであ  

る．Ql，Q2はモデル独自のパラメータであり，詳細は  
Heston［3】を参照されたい．  

P★＝〆＋ぢ  
（6）  

〆＝ズe‾汀Q2－gQl  （7）  

4 数値実験   
ボラティリティを一定としている従来研究とボラティ  

リティ変動を考慮した本稿の提案モデルを比較・検討す  

る．各パラメータは，ズ＝10000，r＝0．01，∂0＝0．25，  
た＝2ル＝0．3，丁＝0．25とする．  

A．1早期行使境界   
図1において∂0＜♂の場合は，早期行使境界はボラ  

ティリティが一定の場合と比較して下方に位置してい  

る．また∂0＞βの場合は，∂0＜♂の場合とは逆の結  
果が得られ，∂0＝βの場合はボラティリティを一定と  

している従来研究の早期行使境界と等しくなっている．  

4．2 オプションプレミアム   
図2はボラティリティを変動させたアメリカン・プッ  

ト・オプションのプレミアムからボラティリティが一  

定のプレミアムを引いたものである．∂。＜βの場合，  
オプションプレミアムはボラティリティが一定の場合  

と比較して高くなっている．また∂。＞βの場合は，  
∂0＜βの場合とは逆の結果が得られ，∂。＝βの場合  

はオプションの状態により変動している．これらの結  
果はHestonのヨーロピアン・オプションに対するボラ  

ティリティ変動モデルと同様の傾向になっている．  
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図1：早期行使境界の挙動  
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