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Let（St）t≧O bethestockpricegovernedbytherisk－  

neutTal転eddi乱sionprocess  

dぶ土  
一＝（r－∂）df＋JdⅥ左，f≧0  
βt  

Wherer＞Oistherisk－freeinterestrate，6≧Oisacon－  

tinuousdividendrate，q＞Oisavolatilityoftheasset  

returns，and（Ⅵち）t≧OisastandardWienerprocesson  

afi1teredprobabilityspace（0，F，（ft）t≧0，P）・   

We consider an American pzlt option written on 
（St）t≧0，WhichhasmaturitydateTandstrikeprice  

∬．Let  

P≡P（t，古土）＝P（t，βt；g，r，∂），0≦t≦r  

denotethevalueoftheAmericanputoptionattimet・   
Mcl（ean t2】showed thatthealive American put  

ValuePandanearlyexeT℃ise boundary（oracritical  
StOCkprice）（Bt）吋0，T】Canbejointlyobtainedbysolv－  

ingaカTeeboundaryprDblem，Whichisspeci点edbythe  

Black－Scholes－MertonPDE   

喜J2β2苺g＋（r－∂）β苺－げ＋昂＝0，g＞βt  

togetherwiththeboundaryconditions  

limf）（f，∫）＝O  
g†∞  

印，g）＝宵一βt  

桝，g）＝－1  

and the terminalcondition  

P（T，β）＝（∬一方）＋．   

2 凪am此）m五盗a七五①mApp訂①a血  

Carr［1】developcdavaluingmethodfortheAmerican  
put．Carr’s randomization approach consists of the  
bllowlngStepS：  

1．Randomizethematuritydatebyane叩Onentially   

distributedrandomvariableテwithmeanE［T］＝  
入－1＝Tinordertoval11etheso＿Cal1ed Canadian  
叩f由几．   

2．Extendtheresult，tOt，hecaset，hatTisdistributed  
as the n－Sta9e Erlan9ian distribution with the   
Samemean丘7【rl＝r．   

3・Thkethelimitoftherandomizedoptionvalueby   
lettingn◆→∞tOObtaintheunderlyingAmerican  
Optionvalue．   

Actual1y，theidea of Carr’s randomizationis not  
new・Inthetheoryofintegraltransforms，thisideagoes  

bythenameofthePost－Widderinversionformula：Fbr  
acontinuou＄function9（t）（t≧0），define   

（花王／r）n‾1  

gニ（r）＝上∞g（土）  

Then，Wehave   

竺。－叫rdf．  
（乃－1）！r  

1im銘（r）＝g（r）・  
†l→∞  

Itis sometimes convenient to work with the equa－  
tionswherethecurrenttimetis replaced bythe re－  
mainingtimeuntilmaturitys＝T－t・LetP（s，Ss）＝  
P（T－S，ST－S）andbr入＞Olet  

上∞  
入e‾入ββ（β，g）dβ  戸車≡P♯（入，g）＝  

be the Laplace－Carson transform（LCT）ofP（s，S）．  

Then，P＊（入，S）satisfiestheODE  

去J2g2巧5＋（γ一古）β巧－（入＋γ）Pさ＋入（∬一利＋＝0，  

β＞エ♯  

togetherwiththeboundaryconditions  

limf〉♯（入，g）＝0  
5†00  

1imf，ヰ（入，g）＝打－エ♯ 中  
51上  

牒（入，β）＝－1・  

Theearlye聖rCiseboundaryL寧≡L’（入）isgivenby  
theLCTofBs＝BT＿S  

上∞  
人e‾入8包dβ，  エ蝉（入）＝  

Whichisaconstantduetothememorylesspropertyof  

theexponentialdistribution．  

町払eoⅡ・eml  

Ⅳ一方，  g＜エヰ  

∬－ 打c（∫）＋嘲・嘲  

エ＊＜g＜∬  

p（β）＋わ（g）＋d（g），ぶ≧打，   

Pヰ（入，g）＝  

ー74－   
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Fbr a continuousfunction g（t）（t≧0）andα  

幸1n空票，de丘ne  

where  

c（β）＝詩二㌫（1－㌶β－）∬（芸）β＋  

一  

p（g）＝ 
二 （ト㌶β＋）∬（訂  

嘲＝一語甘）（許  

d（β）＝－ エ＊（訂－  

andtheparametersO士arerOOtSOfthequadratic声qua－  

tion  

壬J2β2＋（γ－古一書J2）♂－（入＋γ）＝0・  

Theorem 2 

（i）TheearlyexerciseboundaryL■oftheCanadian－  
Americanputoptionsatisfiestheequatidn   

入（訂＋＝γ（い1）－叫芸  

（ii）Fbrthelimitingcase入→0，Wehave  

ノー、、  
（乃＋m）！  

タ（t）（1－e‾αf）mαe‾mα亡 dt．  ダニ，m（r）＝   
扉（m－1）！  

Then，Wehave  

lim ダニ，m（r）＝g（ア）・ れ，m→（X）  

TheoTem3Thesequence（gニ，m）町m≧1Satisfiesthe  

reCurSlOn  

砿m（r）＝J㌃ mαe‾mαt拍）d七  

夕ニ，m（r）＝票軋1，m（r）－誉軋1，m＋1（r），m≧1・  

Fbrasetoftheparameters（t，S，K，T，r，6，J），ifwe  

haveafunctionalprogramforcomputingP■（人，S）for  

any入≧0，thentheN－thrandomizedapproximation  

7TN；t；P（t，S）（N≧1）canbeobtainedbythefo1lowing  

algorithm：   

α＝1n2  
亨  

hr m＝Ⅳto2Ⅳdo  
タ言，m＝クー（mα，g）  
next m  

hrれ＝1toⅣdo  
丘Ir m＝〃to2〃－れdo  

クエ，m＝警警戒－1，m一警戒＿1，m＋1  
next m  

next†l   

汀〃＝タん，〃  

r（βi－1）〝 把   
∬，  エー（0）＝1imβ。＝  

5→00  

∬  
Jβi ‾‾  把－1   

WhereO3：＝1im入→00士・Inaddition，if6＝0，then  

∬   

J2‘  

1＋京  

エ＊（0）＝1iniββ＝  
β→00  50  

40  
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0  

（iii）Fbrthelimitingcase入→∞，Wehave   

J藍エ♯（入）＝島＝助＝min（芸，中・  
3 NewRandomization Based on Order  

Statistics  

LetXl，…，Xn＋mbeiidrandomvariableswithanex－  
ponentialdistributionwithparameterα（＞0），andlet  

X（i）denotethei－thsmal1estoftheserandomvariables  

（i＝1，・‥，n＋m）・Then，thepqofX（n＋1）is  

60  80  100  120  140  

∫  

Figurel：American＆Europeanputvalues   
（f＝0，∬＝100，T＝1，γ＝0・05，∂＝0，げ＝0・2）   

References  

【1］Carr，P・，RandomizationandtheAmericanput，  

月eり豆et〟扉爪れα乃Cね～∫ねd云eβ，11（1998）597－626．  

【2】McKean，H・P・，Appendix：afreeboundaryprob－   

lemfbrtheheatequationarisingfromaproblem   

in mathematicaleconomics，IndustrialManage－  

me†l七月eγ豆e叫6（1965）32－39・  

（m＋m）！  
（1－e‾αり乃αe‾mαf ，f≧0．  

J（り＝   
〟（m－1）！   

IfthemodalvalueofX（n＋1）1SequaltoT，i・e・，   

M［X（n＋1）］≡argmFXf（t）＝1n空竺＝T｝ αm  

thenX（n＋1）Canbeanothercandidatefortherandom  
maturityテ，becauselimn”→∞V【X（n．1）】＝0・  

－75－   
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