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平均分散分析でリスクフリーなボートフォリオが存在する条件について   

01504364 近畿大学経営学部 林芳男 HAYASHIYoshio  
体文）Markowitzのポートフォリオ分析理論は二銘柄の場合は簡単である。収益率の平均、  
分散の対が（〝Ⅹ， ロⅩ2）と（〟，，ロ，2）で与えられる二銘柄Ⅹ，Yをそれぞれ比率p：ゴーp  
で混合して作ったボートフォリオPの平均〝pと標準偏差ロ。の間の完全な関係の解析で  
難しい数学の問題は現れない。定義から明らかに  

〝p＝p〟x＋り－p）〟，  （1・1）  

op2＝P20Ⅹ2＋2p（1－P）px，0ⅩOY＋（1－P）20， 2  

＝（0Ⅹ2－2px，0Ⅹ0，＋0，2）p2＋2（px，0Ⅹ－0，）oYP＋0，2（1・2）  
となる。ただし、β≦p≦プでその二銘柄間の相関係数pxYも観察から与えられるパラメ  
ータである。（1．1）からpを求め（1．2）に代入することで〟pとロpの関係が決まる。（1．2）  
式を最小にする混合比率pを求めることがその課題であるがその解析の過程でロp2＝β  

なるポートフォリオ、つまり、安全な資産が存在する場合があることが分かる。結果だけ  
をここに書くと：Px，≠1又は0Ⅹ≠oYのときでpxY＝－1⇒安全な比率p＊＝OY／（ox  
＋ロY）が存在する。   

一般の刀（＞2）銘柄の場合に安全なポートフォリオを形成できることがあるのかという  

問題について考える。Jから刀の番号で識別される銘柄の収益率の（平ゴ乳分散）の組が（〟j  
，ロj2）（ノ＝J，・・■，刀）でそれらの分散共分散行列は¢＝（す1j）と与えられているとする。  
つまり、qlj＝伽（∬l，∬j）で∬jは銘柄ノの収益率を表す確率変数である。言うまでも  
なくqjj＝Oj2である（j＝1，・・・，n）。これらの銘柄のポートフォリオPを賢く組んで平  
均が同じであるならばリスク（＝分散）が最小である効率的なものを求めたいというのがマ  

コービッツ（Markowitz）のアイデアである。それらの銘柄の組み入れ比率のベクトルがx＝  
（∬j）例方向の確率ベクトル）で与えられるポートフォリオをP（∬）で表し、ボートフォリ  
オP（g）の平均値を〟∬，標準偏差をロ∬で表すと  

LLE＝E（∑jXjXj）＝∑jXjE（Xj）＝FLTx（但し、FL＝（LLj）例ベクトル））  
OE2＝E（∑jXjXj）2－E2（∑jXjXj）＝xT6？x  

となる。効率的なポートフォリオ（efficientportfolio）xとは与えられた収益率Llを持つ  
ポートフォリオの中で分散が最小なものを指す。その刀個の銘柄すべてに危険性があり、  
つまり、どのノ＝J，g，…タ月に対してもロj2＞βでどの銘柄も他の銘柄の一次結合で表  

現できない場合は分散。共分散行列¢が正則な場合である。安全資産が存在する場合は対応  
する¢の列ベクトルと行ベクトルが零ベクトルである場合である。この二つの場合の完全  
な解析はMerton（1972）に与えられている。単一銘柄で安全なものがないときで安全なボー  
トフォリオを形成できるときはどういうときであるかという問題は数学の問題としては  

¢g＝仇』Tg＝J，∬≧♂  
という問題になる（空売り禁止条件が無い場合は∬≧のという条件は外しても良い）。これ  
は、勿論、¢が正則でない場合しか解を持たない。  

A 虚   

¢＝（  ）の形に書くことができる。先ず、毘慮（¢）＝刀－プのとき、つまり、最初  

虚T α  

の（刀－J）銘柄の分散。共分散行列が正則なときを考える。その刀銘柄への配分を（∬T，y）  
で表す。そのボートフォリオの分散は  
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A a ズ  Aズ＋ァ8  

（ズT′γ）（  ）（）＝（ズT．γ）（  
aT α ア  aTズ＋γα  

＝xT（Ax＋ya）＋y（aTx＋yα）＝xTAx＋2yxTa＋αy2  
である。これが非負定値であるための必要十分条件は  

α≧8TA‾1月  

である。   

さて、リスクがβである配分が求めたいのであるから  

A a  ∬  

（  ）（）＝β  

8T α J・・  

つまり、  

A∬＋ァβ＝β  

aTズ＋αア＝β  

という連立方程式を解かなければならない。そういう解（ズ，ア）の内で  

eT∬＋γ＝J，ズ≧♂，ア≧β  

なるものを求めたい。（4．4）より  
∬＝－γA‾1a  

である。これを（4．5）に代入して  

（4．3）  

（4．4）  

（4．5）   

（4．6）   

（4．7）  

（α－aTA‾18）γ＝β  （4．8）  
を得る。したがって、α＞βTA‾1月のときγ＝βとなり（4．7）から∬＝βとなるのである  

からリスクの無い配分は存在しない。α＝aTA－1月のときァは任意で良い。一4－18≦β  

のとき（4．6），（4．7）を満足する正数アが一意に定まる。そのァに対する（4．7）の∬がリスク  

フリーな配分である。そうでない場合はリスクの無い配分は存在しない。   

次はAが正則とは限らない場合を考える。α＝∂であるとするとこれは第月番目の資産  

が安全な場合で分散・共分散行列の性質からa＝βのときに限るから、α＞βの場合を考え  

れば良い。（4．5）より  

ァ＝－βT∬／α  

（4．9）  

これを（4．4）に代入して  

AズーβTズ8／α＝β  

（A－8aT／α）ズ＝ク  （4．・10）  
もし（A－8月T／α）が正則となればズ＝αが唯一のその解となり（4．9）によりγ＝βとな  

るからこの場合はリスクフリーな配分は存在しない。（A－a8T／α）が正則でない場合、  

（4．10）の自明でない解ズで8Tズ＜βなるものが存在しない時はやはりリスクフリーな配  

分は存在しない。そのような解が存在する場合、（4．6）の条件で標準化することによりリス  

クフリーな配分を得ることができる。   

以上の理論を刀＝β銘柄で分散・共分散行列¢が正則でない場合に応用するならば完全  

な解を得ることができる。A－88T／αの形の行列の正則性の判定が簡単にできるならば  

一般の場合の安全資産の存在条件を示すこともできる。詳しくは会場で発表します。  
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