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乃個の商品1，2，‥．，乃があり，商品盲の遷盤と利得を  

それぞれ叫，釣とする．これらを容虫Cのナップサッ  

クに詰め込み，総利得を最大とする問題は，ナップサッ  

ク問題と呼ばれ，多数の研究がなされている【1ト本稿で  

は，これに対して，商品間に先行闇序関係がある場合を  

考える・すなわち，ある商品を珠択するには，それに先  

行するすべての商品が採択されていなければならない  

という条件が付加される場合をl厩昏倒駒付昏ナップサッ  

ク問題（pCⅨp）【2】と呼び，ラグランジュ旗和に基づく  

解法を考える．  

pCⅨ脛：  

mamke∑抑  
叫∈V  

Subjectto∑wiXi≦C  
叫∈V  

エi≧∬ブ，∀（巧，り）∈β  

〇i∈（0，1），∀叫∈Ⅴ  

但し，自明なケースを除くため，次を仮定する．  

γl     叫≦C，∑本＞C  
i＝1   

PCKPはβ＝¢の場合は通常のナップサック問題で，  

後者がすでに〟アー因挽なので，やはり〟ア凋難である．  

望 間感⑳定式化   

有向グラフG・＝（隼β）において，節点集合Ⅴ＝  

（vl，γ2，…，γれ）は商品，別ま商品間の順序関係を表す  

とする．順序関係の定義から，Gは鹿閉路有向グラフ  

（DAα）であり，その節点はトポロジカルにソートされ  

ていると仮定してよい．図1はこのようなDAGの一例  

である．  

3 ラダラ診ジ呈緩和法  

（りi，り）∈引こ付随するラグランジュ褒数を入iプ≧0  

とし，それらの全体をÅ＝（入iブ）とすると，ラグランジュ  

関数は  

Tl  

エ（ヱ，入）：＝∑即j＋∑んメ（〇i－エゴ）  
メ＝1  （ij）∈β  

n  

＝∑bj＋∑入jた－∑入ij）芳j  

j＝1  た∈キ  iぴご  

となる・ここに町（町）は節点りを始点（終点）とする  

枝の終点（始点）の集合を表す．A≧0が与えられたと  

き，問題  

m『C】Kp（Å）：  

maximize L（x，A）  

subjectto∑wjXj≦C  

勺∈（0，1）  

の最適目的関数値をz（Å），さらに，0≦勺≦1と適碗紀  

和したときのそれを乏（A）とすると，これらは入につい  

て区分的に線形な凸関数となり，  

Z♯≦z（Å）≦亘（Å）  

図1：無閉路有向グラフ上のPCKP  

ここで，  

∬i＝  
節点巧を採択するとき，  

そうではないとき．  

とすると，上の問題はひ1整数計画問題として以下のよ  

うに定式化される．  
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を満たす．以下では，乏（入）について記述するが，Z（入）に  

ついてもほぼ同様のことが言える．   

乏（入）は，微分可能な入で，  

と置き，商品がrj‥＝毎／ひjの降順に並べ替えられてい  

るとする．また，商品βが臨界商品であるとする．すな  

わち，  

β－1  β  

∑丸≦C＜∑丸  
ブ＝1  j＝1  

ここで，  

ち：＝勒．一r8tり  

とすると，以下が成立する［3】．  

定理・PCKPの最適解エ●＝（〇；）において、  

（i）U月－ムβ＜ ちならば，エ；＝1  

（ii）打β－エβ＜－ちならば，∬；＝0  

例2．例1の問題に釘付けテストを適用すると，〇1と∬8  

が1に固定され，これらについての順序制約を除去する  

と，問題は†梓8，m＝9にまで縮′トされた．  

∂乏（入）  

∂入ij  

＝（〇i－∬ブ）  

なので，劣勾配法によって 乏（入）を最小とする  

入＝入†≧0 を得ることが出来る．これをPCKP  

の上界値UBとする．   

入＝入†におけるLPCKP（入†）の解を〇†＝（ごさ）と  

すると，これを多少修正してPCKPの実行可能解が得  

られる．さらに，グリーディ法などにより改善した解が  

待られるが，この時の目的関数値を下界値LBとすると，  

最適値はLBとUBの間に存在する．すなわち，  

エ点上く2■＜打β   

例1．図1でC≧30とした問題についての計算結果を図  

2に示す・節点に付いた数字は霊‡で，枝に付いた数字は  

鳩である・劣勾配法は乏㈹＝48からスタートし，2回  

の反復でUB＝45となって終了した．図2で∬9←0と  

するとLB＝40の実行可能解Ⅱ＝（1110101100）が得ら  

れる（図中の◎がこのときに採択される商品を表す）・  

5 まとめ   

PCKPにラグランジュ緩和と釘付けテストを適用す  

ることを試みた．この方式が成功するかどうかは，短時  

間により良い上下界値を得ることと，釘付け方法の改善  

にかかっている・このうち，下界値（近似解）については  

ラグランジュ解をうまく処理して良い近似解を得る方法  

を検討している・また，釘付けテストでは，ごj＝1（0）と  

すると，その節点の上流（下流）はすべて1（0）に固定さ  

れるので，このことを利用して通常の釘付けテストより  

はるかにシャープな釘付けが出来る可能性がある．これ  

らについて検討し，今後，さらに本格的な数値実験を行  

う予定である．  

図2：LPCI（P（入†）の解  
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4 釘付けテスト  

入‥＝入†におけるラグランジュ緩和問題は通常の（連  

続型）ナップサック問題なので，釘付けテスト【3】により  

一部の変数を0または1に固定し，問題を縮小すること  

が出来る．   

今，  

か＝pブ＋∑兢一∑入㌔  
粍ギ   iぴJ  
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