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これらの定理は射彫幾何学においてよく知られた  
Pα舛朋の定理を用いて証明することが出来る．  1 転記行列 いま，次の2x2行列を考える‥  

A＝［ト廿輔・喜卜）  

行列Aは軌，鮎を直交座顧平面上に捲くことによって  
図示出来る．これから図皿のようにして転位行列A甘を  
悶成する列ベクトル吼，勉が求められる．補助として  

ゼ1（2）：凱（9）の終点を鰭ぶ直線  

ぜ：第1，第3象限の対角線  

を用いる．  

…．患珊輔，封  
！ 

野 
圃1行列と旗色行列   

このとき，凱，恥；軌，馳の位置の間に次のような関  
係が成立する．  
定理1対角交叉慮一致◎変電 孤，伊オの終点を結ぶ直  
線と吼，払の終点を結ぶ直線は対角線♂上の一点りで交  
わる．この点を対角交叉点とよぶ．  

ニ．中野＝［紆Aア＝［ 双対定囁  
l  l  

留1I年払  

I  l  

これらの間に次の関係が成立する‥  
主問題が有限な最適解盃をもてば，  
双対問題も有限な最適解蕾をもち，その間には，  

♂竃＝あr参  

という随係が成立す竜．また，主問題の目的関数が上  
方に有界でなければト双対問題は許容解をもたない．   
闘長の圏蕾 これらの問題は次のように図解される．  

圏 2 対角交叉威一致の定習  

定理2 飽の位餞に関する定理  

主録ア：軌，恥が張る鐙  

双対饉アT：留；，払が張る錐  

とするとき，主錬が第3象限と原点以外にも共通部分  
を持つための必要充分条件は双対鍵が第1象限と原点  
以外に共通部分を持たないことである．  

園 4 立間竃の圏解  

－22－   
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



最適解がuにある場合 主（双対）問題の最適解が点髄  

にあるには対角交叉点廿が主（双対）錐に属していて，目  

的関数の等高線の方向p，－pl（弘一ql）が第2あるい  
は第4象限に属していなければならない：  

（d） ℡∈PnQl（∈アTn払）   （9）  

（り  払－pl（弘一91）∈Q2∪払 （10）   

しかし，条件（α）の下では   

p，－pl∈Q3∪払⇔q。一仇∈Q2∪払 （11）  

が成立することが，対角交叉点一致の定理によって証  
明されるから，≠が主（双対）閉居の最適解であれば，双  
対（主）問題の最適解でもある・両者における目的関数  

の億が等しいことも定理1から明らかである．  〃1  

園 5 双対問題の図解   

すなわち，主（双対）問題の変数‡（y）は列ベクトル  
pl，p，（弘，も）を基底とする斜交座標として表され，  
pl，p．（q”亀）を結ぶ直漁猟目的関数イ（g）の値が‘で，  
の等高齢こなる．そこでト対角削に℡ を単位として  
目盛れば，これによって目的関数の値を等高線から直  
接読みとれる．しかもこれは，主・・双対両方の目的関  
数に共通の尺度である．したがって，双対定理を調べ  
るにはこれら2つの図を重ねて考えればよい．  
最適解の有界性と許容解の存在 主開音の最適解が上  
方に有界でないのは，pl，払の非負線形結合で第3象  
限に属するものカi存在するせ合であるが，この場合に  
は定理2によって仇，助から第1象限に属する非負結合  
が作れないので，双対間庵には許容解が存在しない．  
最適解の位t 有限な値を持つ最適解が存在する場合，  
雨間膚の最適解となりうる点は主・双対間唐を載せる  

直交座標平面において  

♂  

1  

2  

1  

国 7 最適解が≠にある場合  

最適群が肌以外の点にある場合 勾が主問膚の最適解  
であるための必要充分条件は  

釣 ∈ p均一∫∩（QJnQβ一郎）かつ（12）   

払一夕l∈ e∫∪句（お一項萄－∫）   （13）  

であり，彗‘が双対間壌の最適解である必要充分条件は  

囁 ∈ pタ＿がnQ】かつ   （14）  

q】－ql∈ Q5一句UeJ（ムー州8一句）（15）  

である．ここに，  

p＋J卜J）‥βの上（下）半平面   （16）  

である．   
これらは勾，屯の位置およびこれらの点における目  

的関数の等高線と許容額域の境界の方向から導かれる  
のだが，これらの条件のもとで行列Aの成分の範囲を  
調べれば，二つの必要充分条件の等価が示される．  
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仇（2）：≠＋包（1）ち（1）   

汀‘：動を延長した半直線   

p‘：囁を延長した半直線  

とするとき，主問題の最通解としては   

髄 あるいは 屯：呵と杓の交点i，j＝1，2  

双対問題の最適解としては   

祉 あるいは 範：p‘と朽の交点i，j＝1，2  

のいずれかを考えておけばよい，  
定理3 双対点の定理・毎における主問題の目的関数  
の値は御こおける双対問題の目的関数の債と等しい・  

これらを双対点とよぶ．   
この定理は，定理1を用いて幾何学的に証明出来る．  

el  

包   ㌻き  
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固 8 最適解が≠以外の点にある場合  
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図 6 双対点  
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